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COMPTES   RENDUS  ET  ANALYSES. 


MANSION  (P.).—  Mélanges  mathématiques  (1883-1898).—  I.  Histoire, 
Esquisses  biographiques.  IL  Analyse  algébrique,  Analyse  infinitésimale. 
III.  Géométrie  euclidienne  et  non  euclidienne.  Un  vol.  in-8°;  IV-56  p.  Paris, 
Gauthier-Villars,  1898. 

Ce  Livre,  comme  l'indique  le  tilre,  est  une  réunion  d'articles 
très  divers,  mais  dont  la  réunion  même  renseigne  le  lecteur  sur 
les  goûts  de  M.  Mansion,  qui  sont  ceux  d'un  philosophe,  d'un 
historien,  d'un  savant,  d'un  curieux  et  d'un  professeur.  Les  ques- 
tions de  principe  le  préoccupent  peut-être  avant  tout,  comme  h1 
prouvent  les  nombreux  articles  sur  les  diverses  Géomélries,  et 
ceux  aussi  qu'il  a  consacrés  à  divers  points  de  l'histoire  des 
Sciences,  qui  touchent  presque  tous  à  des  problèmes  philoso- 
phiques; l'histoire  ancienne  ne  l'empêche  pas  de  s'intéresser  à  ses 
contemporains,  et  il  a  esquissé  la  vie  de  quelques-uns  d'entre 
eux;  on  trouvera  dans  ses  Mélanges  plusieurs  démonstrations 
vraiment  simples  et  élégantes  de  propositions  importantes  d'Ana- 
lyse; mais  il  ne  craindra  pas  de  s'arrêter  quelque  temps  sur  la 
formule  approchée 
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qui  donne,  à  très  peu  près,  la  valeur  exprimée  en  degrés  de 
l'angle  H  d'un  inangle  rectangle;  enfin  la  préoccupation  de 
l'ordre,  de  la  rigueur,  de  la  simplicité  dans  l'enseignement  ne  le 
quitte  jamais.  J.  T. 


CANTOR  (M.).  —  Politische  Arithhetie  oder  die  Arithmetik  des  tagli- 
chen  Lebens.  Un  vol.  in-8":  x-i 3<J  p.  Leipzig,  Teubner,  1898. 

Ce  petit  Livre,  fort  intéressant,  est  sorti  d'un  Cours  de  douze 
leçons  que  M.  Moritz  Cantor  fait  chaque  année  à  l'Université  de 
Heidelberg  aux  étudiants  en  Economie  politique.  Dans  les  diffé- 
rents pays,  les  maîtres  qui  enseignent  dans  les  Universités  sentent 
la  nécessité  de  se  détourner  un  peu  vers  les  choses  réelles,  et  il 
est  juste  de  dire  que  quelques-uns  de  ceux  qui  ressentent  avec 
plus  de  vivacité  le  désir  d'être  utiles,  dans  le  sens  le  plus  vul- 
gaire du  mot,  se  trouvent  avoir  beaucoup  fait  pour  le  progrès  de 
la  Science  pure  :  celle-ci,  sans  doute,  restera  leur  objet  de  prédi- 
lection ;  mais  il  n'est  pas  indispensable,  pour  aimer  une  science, 
d'en  mépriser  les  applications  et  d'ignorer  les  problèmes  que  pose 
la  réalité.  Quoi  qu'il  en  soit,  l'exemple  de  M.  Cantor  mérite  d'être 
suivi,  et,  à  qui  voudrait  l'imiter,  son  Livre  fournirait  un  cadre 
commode,  un  modèle  de  clarté  et  de  précieux  renseignements 
historiques. 

Les  premiers  Chapitres,  sur  l'intérêt  simple  et  composé,  sont  très 
élémentaires;  les  sujets  que  l'on  y  rencontre  se  trouvent  dans  la 
plupart  de  nos  Traités  d'Arithmétique  élémentaire,  mais,  sauf  dans 
les  livres  spéciaux,  comme  V  Arithmétique  àe  M.  Brasilier,  traités 
beaucoup  moins  complètement  que  dans  le  Livre  de  M.  Cantor, 
où  l'on  trouvera  tout  ce  qu'il  convient  de  savoir  sur  les  procédés 
de  calcul,  les  comptes-courants,  les  emprunts,  le  cours  de  la 
Bourse,  les  actions,  les  obligations,  les  hypothèques,  le  change, 
l'escompte,  les  annuités,  l'amortissement,  etc.  Les  sept  derniers 
(  Chapitres,  donl  l'objet  essentiel  est  d'expliquer  l'usage  des  Tables 
de  mortalité  et  de  préparer  celte  explication  par  quelques  notions 
indispensables  <l<-  Calcul  des  probabilités,  traitenl  de  sujets  beau- 
coup moins  c(iiiiiu>  de  la  plupart   des  lecteurs,  qui  ne  sont  pas 
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actuaires.  Bien  des  gens  n'ont  pas  trouvé  l'occasion  de  satisfaire 
la  curiosité,  qui  les  a  traversés  pendant  quelques  minutes,  de  sa- 
voir comment  se  fait  le  calcul  des  primes  d'assurances,  ou  du 
montant  des  rentes  viagères.  Si  même  les  législateurs  ou  les 
administrateurs  avaient  la  notion  des  problèmes  que  les  Tables 
de  mortalité  permettent  de  poser  et  de  résoudre,  les  règles  pour 
l'avancement  des  fonctionnaires  à  l'ancienneté,  le  règlement  des 
retraites  causeraient  peut-être  moins  de  mécomptes,  soit  aux  con- 
tribuables, soit  aux  intéressés.  Si  tous  ceux  qui  ont  besoin  de 
savoir  ce  qui  se  trouve  dans  le  Livre  de  M.  Cantor  veulent  le 
lire,  on  peut  être  assuré  qu'il  aura  de  nombreuses  éditions.  Il  le 
mériterait  d'autant  plus  que  l'auteur  a  pris  grand  soin  d'en  rendre 
la  lecture  non  seulement  facile  à  ceux  qui  savent  peu  de  Malhé- 
ma tiques,  mais  encore  agréable.  J'ai  déjà  dit  qu'on  y  trouvait 
de  nombreux  et  très  intéressanls  renseignements  historiques, 
dont  il  est  inutile  de  dire,  étant  donné  l'auteur,  qu'ils  inspirent 
pleine  confiance;  mais  M.  Cantor  a  bien  voulu  aller  jusqu'à 
l'anecdote  :  il  nous  conte,  par  exemple,  que  Gauss  aimait  fort  à 
jouer  au  whist;  qu'il  tenait  note,  sur  un  registre  spécial,  du 
nombre  d'as  qu'il  avait  à  chaque  coup;  qu'il  compta,  après  un 
nombre  respectable  d'années,  combien  de  fois  il  avait  eu  o,  1, 
2,  3,  4  as  et  °,ue  les  rapports  de  ces  nombres  de  fois  se  sont 
trouvés  conformes  aux  règles  du  Calcul  des  probabilités.  On  m  a 
fait  observer  qu'il  y  avait,  dans  cette  concordance,  une  forte  raison 
de  croire  à  l'honnêteté  des  partenaires  de  Gauss,  et  de  Gauss  lui- 
même,  pendant  qu'ils  donnaient  les  cartes.  Je  ne  crois  pas,  d  ail- 
leurs,  qu'on   ail  émis  de  doute  à  ce  sujet.  J.   T. 


VIVANTI  (G.).  —  Corso  di  Calcolo  infinitésimale,    i    vol.   in-8";   J-G  p. 
Messine.  Trimarehi;  1899. 

Ce  cours  de  Calcul  infinitésimal  a  un  caractère  élémentaire; 
l'auteur  s'est  limité  au  cas  des  variables  réelles;  il  s'est  borné, 
dans  chaque  théorie,  à  ce  qu'il  y  a  de  plus  essentiel,  et  a  toujours 
choisi,  pour  les  appliquer,  des  exemples  très  simples;  mais  il  se 
distingue  par  un  grand  souci  de  la  précision  et  de  la  vraie  clarté. 
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Au  reste,  on  sait  que  les  géomètres  italiens  ont  pris  une  part  très 
aetive  et  heureuse  a»  travail  critique  dont  les  fondements  des  Ma- 
thématiques ont  été  l'objet,  et  au  progrès  dans  renseignement 
qui  devait  en  être  la  conséquence.  Pour  nous  borner  a.  l'Analyse,  il 
nous  suffira  de  rappeler  ici  les  recherches  déjà  anciennes  de 
M.  Dini  <;t  le  Livre  classique  de  MM.  Genocchi  et  Peano.  M.  G. 
\  ivanti  a  publié  lui-même,  il  )'  a  quelques  années,  un  très  inté- 
ressant travail  sur  le  concept  de  l'infini  et  ses  applications  aux 
Mathématiques  :  dans  le  Livre  que  nous  annonçons,  il  n'est  pas 
difficile  de  reconnaître  que  l'auteur  est  de  ceux  qui  aimeraient 
à  philosopher;  mais,  celte  fois,  c'est  l'enseignement  proprement 
dit  qui  le  préoccupe  ;  il  écarte,  autant  qu'il  le  peut,  ces  subtilités 
qui  ne  sont  pas  l'affaire  des  commençants  auxquels  il  s'adresse; 
mais  il  a  tenu  à  donner  toujours  des  définitions  bien  nettes,  et 
à  dire  tout  ce  qu'il  fallait  pour  qu'elles  fussent  claires;  c'est  ainsi 
qu'il  a  repris,  au  début,  la  notion  de  nombre  irrationnel,  au  sens 
de  M.  Dedekind,  et  les  propositions  fondamentales  concernant  les 
Limites;  il  a  énoncé,  dans  chaque  cas  particulier,  les  conditions 
précises  sous  lesquelles  sont  valables  les  résultats  qu'il  annonce; 
.si  même  ces  conditions  ne  sont  pas  nécessaires,  il  a  pris  soin  d'en 
avertir  le  lecteur.  C'est  dans  cet  esprit  que  sont  étudiés,  par 
exemple,  les  intégrales  définies,  les  fonctions  implicites,  les 
maxima  et  les  minima  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  les 
notions  d'arc  de  courbe,  d'aire  d'une  surface  courbe,  etc.  Au 
reste,  M.  \  ivanti  a  évité  sagement  l'abus  des  abstractions  analv- 
I iques  :  les  interprétations  et  applications  géométriques  sont  tou- 
jours voisines  des  propositions  d'Analyse.  L'auteur  a  laissé  de 
côté  la  démonstration  du  théorème  d'existence  pour  les  équations 
différentielles  :  c'était  certainement  son  droit,  étant  donné  le  ca- 
ractère  de  son  Livre  et  l'excuse  qu'il  donne  de  cette  omission,  à 
savoir  qu'il  entend  se  borner  à  l'étude  de  tvpes  d'équations  diffé- 
rentielles très  simples,  dont  on  obtient  ej/'cctiieme/tt  les  inté- 
grales générales,  est  parfaitement  légitime;  on  peut  toutefois  ob- 
server que  la  démonstration  bien  connue  de  M.  Lipschitz  reste 
dans  l'ordre  d'idées  où  M.  \  ivanti  a  entendu  se  tenir  et  que,  en 
se  bornanl  au  cas  d'une  seule  équation  «lu  premier  ordre,  elle 
n  aurail  j >;•  s  beaucoup  chargé  son  exposition.  Un  autre  point,  que 
I  auteur  n'a  pas  voulu  approfondir,  c'esl  le  Calcul  <le>  variations, 
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dont  il  a  tenu  à  faire  connaître  la  pratique;  il  s'est  expliqué  à 
ce  sujet  avec  une  entière  franchise  dont  les  étudiants  lui  sauront 
certainement  gré.  Il  n'y  a  pas  d'inconvénient  à  donner  à  ces  der- 
niers un  enseignement  incomplet,  à  leur  exposer  une  démonstra- 
tion qui  n'est  pas  rigoureuse,  du  moment  qu'ils  sont  avertis. 
C'est  souvent  le  seul  moyen  de  leur  donner  un  instrument  dont 
ils  ont  besoin  et  dont  ils  peuvent  se  servir  sans  le  connaître  par- 
faitement. Si  l'on  excite  ainsi  leur  curiosité  et  leur  désir  d'en  sa- 
voir davantage,  c'est  tout  bénéfice.  Le  meilleur  enseignement  est, 
à  coup  sûr,  celui  qui  éclaircit  tout,  mais  le  pire  est  peut-être  celui 
qui  masque  les  difficultés  et  les  imperfections  des  démonstrations, 
parce  qu'il  risque  de  fausser,  non  seulement  l'intelligence  de  l'étu- 
diant, mais  le  jugement  même  que  ce  dernier  porte  sur  sa  propre 
intelligence  :  s'il  croit  avoir  parfaitement  compris  une  démonstra- 
tion imparfaite,  l'étudiant  aura  de  sa  valeur  intellectuelle  une 
opinion  exagérée;  pour  celui  qui  est  vraiment  intelligent  et  qui 
éprouvera,  devant  cette  même  démonstration,  un  trouble  qu'il  ne 
parvient  ni  à  dissiper,  ni  à  s'expliquer,  il  en  résultera  une  dépres- 
sion tout  aussi  fâcheuse.  Quant  à  reprocher  à  M.  Vivanti  de 
n'avoir  pas  réussi  à  donner,  en  seize  pages,  une  exposition  rigou- 
reuse du  Calcul  des  variations,  personne  assurément  n'y  songera. 
Les  matières  traitées  par  M.  Vivanti  se  retrouvent  dans  tous 
les  Ouvrages  sur  le  Calcul  différentiel  et  intégral  et  l'on  nous 
permettra  de  ne  pas  en  faire  l'énumération.  Nous  nous  bornerons 
à  dire  un  mot  de  l'ordre  adopté  :  l'Ouvrage  comprend  cinq  Par- 
ties :  la  première  est  consacrée  aux  notions  préliminaires;  la 
deuxième  aux  dérivées  et  intégrales  des  fonctions  d'une  variable; 
la  troisième  aux  dérivées  et  intégrales  des  fonctions  de  plusieurs 
variables;  la  quatrième  aux  applications  géométriques;  la  cin- 
quième aux  équations  différentielles  ordinaires  ou  aux  dérivées 
partielles.  On  voit  que  l'auteur  a  mêlé  systématiquement  le  Calcul 
différentiel  et  le  Calcul  intégral;  on  peut  donner,  pour  justifier 
ce  mélange,  beaucoup  de  raisons;  M.  Vivanti  s'est  borné  à  en 
signaler  une  qui,  au  poinl  de  vue  pratique,  esl  très  forte  :  En 
enseiguant  les  choses  dans  l'ordre  qu'il  a  suivi,  l'étudiant  peul 
être  exercé  plus  tôt  et  plus  longtemps  aux  intégrations;  le  champ 
des  exercices  qu'on  peut  lui  fournir  est  plus  vaste,  plus  varié  el 
plus  intéressant.  •' •    '  • 
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MELANGES. 


SUR  LES  INVARIANTS  PROJECTIFS  D  UN  SYSTÈME  DE  m       i  POINTS 
DANS  L  ESPACE  An -M   DIMENSIONS; 

Pab  M.  E.-O.  lovett. 

D'après  la  théorie  de  Lie  ('),  les  invariants  différentiels  du 
n" '""'  ordre  d'un  groupe  de  transformations  ponctuelles  à  ;•  para- 
mètres,  dans  l'espace  à  n  -+- 1  dimensions,  sont  les  solutions  du 
système  complet  d'équations  aux  dérivées  partielles  formé  en  éga- 
lant à  zéro  les  nommées  mlrmes  prolongations  des  /•  transformations 
indépendantes  infinitésimales  ponctuelles  qui  engendrent  le 
groupe. 

Soient  les  r  transformations  indépendantes  infinitésimales  du 
groupe  à  r  paramètres 


(i)      X,/  =  V«^,/(a?0,  xu  ...,  xn) 


Of{.r„,    r,,  .  ..,  x„) 


Les  secondes  prolongations  de  ces  transformations  peuvent  être 
écrites  sous  la  forme 

o  1  11 

où  les  fonctions  rlf  0_,  et  Çf)0  ( j  ont  les  formes 

_  ï-r0,i  _  V  •         /  £ 

1*,0,i—      ■>,     —  ;.<,o.i  +  ^o,i?.*, 0,0 —  //  a'Q,j\%sJ,i~+~  MOtiisJ 


--.»./.y—         —.        —    — ; — r-  Tqj — ■ 

d  8a 


(')  Lie,  Théorie  der  Transformationsgruppen,  Bd.  I.  Kapilel  25. 


MÉLANGES, 
déterminées  par  les  équations 


-  t 


0/ 


Si 


(4) 


dx« 


~  s  i  *^*o,y  cl  oc  ; 


—  I  dx0j—  2Jx*,hk  djCk  )  —  °'        ./  =  [ 


N      ,  d\Syi  dx0 

x0  =  x0(xl,...,x,l),     Ç*,M=^7»      Xo>J=~fa.'     Xn-J-U 


=  #0,*,/. 


Le  groupe  général  projectif  est  engendré  par  les  (/?  +  i)(/j  -h  3) 
transformations  indépendantes  infinitésimales  ponctuelles 


(5) 


àf 


àf 


àxt  '  dx/ç 


àf 


2;a7-/'^'    i,j' k=o' ['  •"' n' 


Soit  un  système  de  m  -f-  i  points  dans  l'espace  k  n  -{-  i  dimen- 
sions, donné  par  les  coordonnées 


(6) 


&v,0i     xv,n 


V  =  O ,        I  , 


Tous  les  invariants  différentiels  du  second  ordre  du  système  (6) 
par  le  groupe  (5)  sont  des  solutions  du  système  complet  formé 
par  les  équations  aux  dérivées  partielles  qui  peuvent  s'écrire  plus 
commodément  comme  il  s'ensuit  : 

,       m  m 

j    2d'  dsc^i  ~  2d'\VJ  dJr^Q  +  Or^oj)  " 

o 

i  =  o,  i,  . . . ,  n;    y'  =  i ,...,//  ; 

àf  ùf  ôf 

xv,l  3 xv,Q,J  j —  xv,0,j,J  — 

OXyj  0&v,0,(  ''■'  ;.0.IJ 


(7) 


2a:v,0,/,y 


àf 


àf 


l^J,        t-  j  =  '  :   •  •  •  •    "  : 

àf 


V   /  °J  °>  "' 

—   \       '  dxVti  '  '  o./\,,K,  àxv,o,f,t 

o 

m 

I) 


'   Or.,  iK,j 


(7) 
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n  a 


2'(  ■'■■'■"  ^-  +2'^«''35^  +22**^*;^^)  =o; 


"/ 


'-'/ 


1        i 


•7*v,o,/3'*v,o,/,/-'-  "^v.o, 
?  =.  I ,  .  .  . ,  A  ; 


/  =  I, ..., 

0        l  1 

n  /  .  «  \ 

+£*  *v,0,*  I    *V,0  -2>  *V,/*V,0,,  )  ^ 
I  •  \  1  / 

n  »  » 

—  zl*  Z/ Z7'  [a?v,y(;gv,o,*a7v,o,y^ 


^v,0,/^v,0,A-,y'+  ^,0,7^,0,*,/)]}  =  o; 


y," 


y 


V  4/ 


?V,0  —    7,1  3!vJ&V,0,j    I  T~ 


—  \/'\/'^v,p^v,o,A,/1- 


y 


tÂr 


v,o,A,/i 


— 2l  (  ^p^'-p^+z^^^»^ 


# 


o&v,o,p,l 
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L'étude  de  ce  système  complet  (- )  révèle,  parmi  d'autres  faits, 
que  les  m       i  fonctions  qui  suivent  des  coordonnées  d'un  système 


MÉLANGES.  (3 

de  m  4-  i  points  el  leurs  dérivées 


1    VT     ■y/.-,n,i,i<  3"/,-, 0.2, 2»  •  •  -,  &î,;n.>i,n 
(  ,S  )         /    ^d    |  ^(,o,i,i)  3?/,0,a,8i    •  •  •  >  &i,Q,n,n 


a?t,0  —  #*,0  —  ^./  Xi,<jj(Xj,j  —  ■'■/.,;  )    J 


i 
\  /i  =o,  I  .  . . . ,  //?. 

sont  des  invariants   absolus  par  le   groupe  général   projectif  de 
l'espace  à  n  -+-  i  dimensions. 
En  notant  que  la  relation  (  '  ) 

(—  ij"  |a?*,o,t,i,  .r/,-,0/2,-2,  •  •  -,  #A-,o,n,/i  |  =  A^2G/. 

existe,  où  G*  est  la   courbure  gaussienne  généralisée    par   Rro- 
necker  (-)  et 


«1  =  i 


-2'(**ioj),1 


nous  avons  comme  résultat  l'interprétation  géométrique  suivante 
des  m  -+-  î  invariants  (8)  : 

Que  l'on  prenne  des  m  -h  i  hypersurfaces  dans  l'espace  à  n-\-  i 
dimensions  choisies  absolument  arbitrairement,  sauf  qu'une  sur- 
face doit  passer  par  chacun  des  m  -+-  i  points  du  système  (6); 
que  o/t,  .  .  . ,  p/ w  soient  les  rayons  de  courbure  principaux  de 
l'hypersurface  parle  point  (.z7,o>  #/, n  •  •  •  j  -r/,//)  à  ce  point;  prenez 
un  point  quelconque  du  système  et  joignez-le  par  des  lignes 
droites  à  tous  les  autres  points  du  système;  que  0/  soit  l'angle  à 
(.//,„,    ...,   Xk,n)     entre     la     normale     de    l'hypersurface     par 

*.'/,. c*,«)     et     la     droite     joignant    (#a-j0,    ...,./•/,.„)    à 

(Xi  o Vi  n)5  et  que  ©j  soit  l'angle  entre  cette  dernière  ligne 

e*l  la  normale  du  point  (./•/.„ xi,n)  c'e  l'hypersurface  par  ce 


(•    Bf.ez,  Mathematische  Annalen,  Bd.VII. 

i    i  Berichte  der  Berliner  Akademie  der  II  issenschaften,   i86çj. 
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point;  alors  les  expressions  (8)  montrent  que  les  formes 

m 

J"JP/l/cos«-"<?, 

sonl  des  constantes  absolues. 

Quand  les  m  4-  i   points  sont  sur  une  ligne  droite,  ces  m  -\-  i 
invariants  se  réduisent  aux  formes  plus  simples 


m      IJp*,/COS»+*eA 

S'-^i 

Jp/,yCOS«+«6i 


/.  =<>.  i. 


Si  les  m  -+-  i  points  sont  collinéaires  et  que  les  hypersurfaces 
soient  choisies  à  avoir  parallèles  leurs  plans  tangents  à  ces  points 
respectifs,  les  invariants  deviennent 


m        /  ]  —  n 


i'(  i     r> 

!     ;  =  \ 


;  =  ' 


Si  les  m  +  i  points  sont  sur  une  hypersurface  du  (ni  -h  i)"'1 
degré  et  une  ligne  droite,  simultanément,  nous  avons 


JP/iyCOS^*0/ 


/=! 


En  employant  les  recherches  de  Casorati  (')  et  von  Lilien- 
thal  (-)  sur  la  théorie  de  la  courbure,  l'interprétation  géomé- 
trique des  invariants  |  8)  peut  être  variée.  Les  autres  formes  sont 
très  simples  dans  l'espace  de   trois   dimensions,   en  vertu  de  la 


Icta  IWathematica,  t.  XI\ . 
(4  lbid.,  t.  XVI. 


relation 


où  G  est  la  courbure  totale  de  Gauss,  M  la  courbure  moyenne  de 
Sophie  Germain  et  C  la  courbure  de  Casorali. 

Toutefois,  dans  l'espace  de  dimensions  plus  hautes,  les  inter- 
prétations dans  les  termes  de  M  et  de  C  perdent  la  simplicité 
présentée  dans  celles  en  termes  de  G.  Ce  fait  est  une  autre  indi- 
cation de  la  sagesse  de  vue  de  M.  Darboux  (f)  en  caractérisant  la 
courbure  totale  comme  l'idée  de  la  courbure  la  plus  importante 
pour  la  Géométrie. 

Les  invariants  susnommés  prennent  des  formes  intéressantes 
quand  un  nombre  de  points  ou  un  nombre  d'hvpersurfaces  coïn- 
cident. Le  lecteur  reconnaîtra  de  différents  théorèmes  connus,  en 
deux  ou  trois  dimensions,  comme  des  cas  particuliers  des  théo- 
rèmes donnés  ci-dessns.  On  peut  aussi  ajouter  que  les  théorèmes 
de  cette  Note  fournissent  la  généralisation  complète  de  certains 
théorèmes  que  l'auteur  a  présentés  dans  une  Note  acceptée  pour  la 
publication  dans  The  american  Journal  of  Malhematics. 

Outre  les  invariants  cités,  le  système  a  au  moins 

n  (  n  -f-  5  )  (  m  -+- 1  )  —  2  (n-+-i)(«-+-3) 


invariants,  mais  ceux-ci  ne  se  sont  pas  montrés  posséder  un  intérêt 
géométrique  important. 

(')  Leçons  sur  la  Théorie  générale  des  Sur/aces,  t.  II,  p.  365. 
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In-12.  London,  Macmillan.  4  sh. 
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JADEBIN,  .••  —  Méthode  pour  la  mensuration  des  bases  ^éodésiques 
au  moyen  des  fils  métalliques.  In-4°,  51  p.  avec  fi<;.  Paris.  Impr.  natio- 
nale. 

Jahrbuch  Berliner  astronomisches  f.  igoo,  mit  Angaben  fur  die 
Oppositionen  der  Planeten  (ij  — (423)/.  1898,  Herausgeg.  von  dem 
konigl.  astronom.  Rechen-Institute  unter  Leitung  von  J.  Bauschinger. 
1  1 ',  Bd.  gr.  in-S'.  \-J-io  et  8  p.  Berlin.  Diimmler.  12  ni. 

KLEIN  (  F.).  —  Conférences  sur  les  Mathématiques  faites  au  congrès 
de  Mathématiques,  tenu  à  l'occasion  de  l'Exposition  de  Chicago. 
Traduit  par  L.  Laugel.  Paris,  Hermann. 

Laisant  (C.-A.).  —  La  Mathématique  (philosophie,  enseignement). 

fn-8",  296  p.  Paris,  Carré  et  -\aud. 

LÉvt  (L.).  —  Précis  élémentaire  de  la  Théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques,  avec  Tables  numériques  et  applications.  In-8°,  xi-2'58  p.  avec 
fig.  Pai  is,  I  '■■mi  liici  -\  illars  et  fils. 

Martin   (E.)  et   Pebnot   (F.).    —    Cours   de    Géométrie  descriptive. 
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BURKHARDT  (H.)  und  MEYER  (Fr.).  —  Encyklopaedie  der  mathemati- 

SCHEN  WlSSENSCHAFTEN   MIT    ElNSCHLUSS    IHRER  ANWENDUNGEN.  —  Mit   Ull- 

terstûtzung  cler  Akademcien  der  ^"issenscliat'ten  zu  Miinchen  und  Wien 
und  der  Gesellschaft  der  Wissenscbaften  zu  Gôttingen  sowie  unter  Mit- 
wirkung  zahlreicher  Facligenossen.  —  Erster  Teil  :  Reine  Mathematik. 
—  Erster  Band  :  Ârithmetikund  Algébra.  Redigirt  von  W.  Franz  Meyer. 
Erstes  Hcfl.  Un  vol.  in-8°;  112  p.  Leipzig,  Teubncr.  1898. 

Cette  Encyclopédie  aura  sa  place  dans  toutes  les  bibliothèques 
mathématiques.  Le  temps  est  venu,  sans  aucun  doute,  de  dres- 
ser, dans  un  ordre  méthodique,  le  Tableau  des  connaissances  es- 
sentielles qui  sont  acquises  et  d'en  indiquer  les  sources  princi- 
pales :  autrement,  l'étude  de  la  Science  et  le  travail  de  recherches 
deviendraient  bientôt  impossibles,  puisqu'on  ne  peut  ni  posséder, 
ni  même  lire  tous  les  Livres  et  tous  les  Mémoires  :  après  les 
études  élémentaires,  le  plus  difficile  est  souvent  de  savoir  ce  qu'il 
faut  lire,  de  connaître  le  but  que  l'on  veut  atteindre  et  le  chemin 
qui  y  mène.  Celui  qui,  pour  quelque  partie  de  la  Science,  est 
arrivé  dans  cette  région  où  le  travail  de  recherches  commence  uti- 
lement, a  souvent  besoin  de  résultats  qui  appartiennent  à  d'autres 
parties  de  la  Science,  dont  il  n'a  pu  faire  une  étude  approfondie, 
ou  qu'il  a  quelque  peu  oubliées.  Au  reste  les  besoins  des  travail- 
leurs sont  trop  certains  et  les  services  que  rend  déjà  le  Synopsis 
de  M.  Hagen,  dont  il  convient  de  rappeler  l'initiative  méritoire, 
trop  évidents  pour  qu'il  y  ait  lieu  d'insister.  Si  utile  qu'elle  appa- 
rût, l'entreprise  de  cette  Encyclopédie  avait  de  quoi  efTrayer;  il 
fallait,  pour  la  diriger,  des  hommes  ayant  autant  de  dévouement 
que  de  science,  capables  de  grouper  une  élite  de  collaborateurs, 
et  ne  craignant  pas  de  les  stimuler;  puis  il  fallait  que  l'autorité  de 
l'œuvre  fût  certaine  :  les  noms  des  directeurs,  la  compétence  des 
collaborateurs,  le  patronage  des  grandes  Compagnies  scientifiques 
de  Munich,  de  Vienne  et  de  Gôtlingue,  rassureront  entièrement 
le  lecteur  sur  la  solidité  d'une  entreprise,  qui  sera  rapidement 
menée  à  bonne  fin. 

La  première  Partie,  consacrée  aux  Mathématiques  pures,  com- 
Bull.  des  Sciences  mat  hem.,  a*  série.   1.  Will.  1  Févriei   1  • 
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prendra  trois  Volumes  :  nous  donnons  ci-dessous  la  division  des 
matières  et  les  noms  des  auteurs. 

Tome  1  (édité  par  M.  Fr.  Meyer)  :  Arithmétique  et  Algèbre. 

A  .   Arithmétique. 

1.  Fondements  de  l'Arithmétique  :  II.  Schubert. 

2.  Science  combinatoire  :  E.  Netto. 

3.  Nombres  irrationnels    et    convergence    des    opérations  infinie-      A. 
Pringsheim. 

A.  Nombres  complexes  :  E.  Study, 

.">.  Leçons  sur  les  ensembles  :  A.  Schœnlli'  - 

6.  Groupes  discrets  finis  :  H.  Burkhardt, 

B.  Algèbre. 

1.  Fondement-. 

a,  li.  Fonctions  rationnelles  :  E.  Netto. 
Ci   Formations  algébriques  :  G.  Landsberg. 

2.  Théorie  des  invariants  :  Fr.  Meyer. 

3.  Équations. 

a.  Séparation  et  approximation  des  racines  :  C.  Runge 

b.  Fonctions  rationnelles  des  racines  :  K.  Vahlen. 

c.  Théorie  de  Galois  et  applications  :  G.  Hôlder. 

d.  Systèmes  d'équations  :  K.  Yalhen. 

/.  Groupes  finis  de  substitutions  linéaires  :  P.  Wiman. 

C.    Théorie  des  nombres. 

1.  Théorie  élémentaire  des  nombres  :   P.  Bachmann. 

i2.  Théorie  des  formes  :  K.  Vahlen. 

iî.  Théorie  analytique  des  nombres  :  P.  Bachmann. 

I.  Nombres  algébriques  :  D.  Hilbert. 

.i.  Théorie  arithmétique  des  quantités  algébriques  :  G.  Landsberg 

6.  Multiplication  complexe  :  IL.  Weber. 

D.    Calcul  des  probabilités  et  des  erreurs. 

1.  Calcul  des  probabilités  :  K.  Czuber. 

2.  Calcul  des  erreurs  :  J.  Bauschinger. 

3.  Interpolation  :  J.  Bauschinger. 

i.    applications  du  Calcul  des  probabilités  :  L.  von  Bortkewitsch. 

E.    Calcul  des  différences. 
'  ialcul  des  différences  :  D.  Sein  anoff. 

F.    Calcul  nilmètiqui 
'  Ialcul  mini'  rique  :  l!.  Mehmke 
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Tome  II  (édité  par  M.  Burkhardt)  :  Analyse. 

A.    Analyse   des  quantités  réelles. 

1.  Principes  du  Calcul   infinitésimal  :  A.  Pringsheim. 

2.  Calcul  différentiel  et  intégral  :  A.  Voss. 
)i.   Intégrales  définies  :  G.  Brunel. 

4.  Equations  différentielles  ordinaires  :  P.  Painlevé. 
r>.   Equations  aux  dérivées  partielles  :  E.  von  Weber. 
(!.  Groupes  continus  de  transformations  :  L.  Maurer. 
7.   Conditions  aux  limites. 

a.  Équations  différentielles  ordinaires  :  M.  Bôcher. 

b.  Equations  aux   dérivées  partielles   de  la  théorie   du   potentiel  :    II. 
Burkhardt  et  Fr.  Meyer. 

c.  Autres  équations  aux  dérivées  partielles  :  A.  Sommerfeld. 

<S.    Développements  en  séries  :  H.  Burkhardt  et  A.  Sommerfeld. 
9.  Calcul  des  variations  :  A.  Kneser. 

B.  Analyse  des  quantités  complexes. 

\.  Théorie  générale  des  fonctions  :  W.  Osgood. 

2.  Fonctions  algéhriques  et  leurs  intégrales  :  W.  Wirtinger. 

'S.  Intégrales  définies  :  If.  Burkhardt. 

4.   Equations  différentielles  linéaires  :  iï.  Burkhardt. 

\  bis.  Fonctions  sphériques,  etc.  :   A.  Wangerin. 

.">.  Equations  différentielles  non  linéaires  :  P.  Painlevé. 

(S.   Fonctions  inverses. 

a.  Fonctions  elliptiques  :  AV.  Harkness. 

b.  Fonctions  ahéliennes  :  W.  Wirtinger. 

c.  Fonctions  automorphes  :   E.  Fricke. 

7.   Fonctions  thêta  :  A.  Krazer  et  W.  Wirtinger. 

(S.  Équations  el  opérations  fonctionnelles  :  S.  Pincherle 

Tome  III  (édité  par  M.  Fr.  Meyer)  :  Géométrie. 

V  .    Géométrie  pure . 

I.  Principes  de  la  Géométrie  :  F.  Enriques. 

H.  Géométrie  élémentaire  :  M.  Simon. 

'.).  Partage  de  l'espace  et  configurations  :  II.  Steinitz. 

\.  inalysis  si/us  :  (î.  Brunel. 

."».  Fondements  de  la  Géométrie  projective  :   \    Schœnflies 

(>.  Géométrie  descriptive  :  C.  Rodenberg. 

7.  Géométrie  de  l'inversion  :  II.  Burkhardt. 
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B.   Fondements  de  V application  de  l'Algèbre  et  de  l'Analyse 
à  ld   Géométrie. 

1.  Questions  de  principe  :  G.  Peano. 

2.  Méthodes  des  coordonnées  :  A.  Schœnflies. 
;;.  Analyse  géométrique  :  II.  Burkhardt. 

C.  Géométrie  algébrique. 

1 .  «Ioniques  :  F.  Dihgeldej  . 

2.  Théorie  générale  des  courbes  de  degré  supérieur:  K.  Rohn. 
:!.  Courbes  algébriques  spéciales  :  G.  Kolm. 

4.  Surfaces  'lu  second  ordre  :  O.  Stunde. 

.">.  Théorie  générale  des  surfaces  de  degré  supérieur  :  G.  Castelnuovo  et 
F.  Enriques. 

(ï.  Surfaces  algébriques  spéciales  :  Fr.  Meyer. 

T.    Espaces  à  plusieurs  dimensions  :  Cb.  Segre 

8.  Transformations  el  correspondances  algébriques  :  G.  Castelnuovo  et 
F.  Enriques. 

'.l.  Géométrie  des  éléments  spatiaux  :   E.  Wàlsch. 

10.  Méthodes  de  dénombrement  :  II.  Zeutheni 

D.  Géométrie  différentielle. 

1.  -2.  Application  du  Calcul  différentiel  et  intégral  aux  courbes  et  aux 
surfaces  :  11.  von  Mangoldt. 

'.i.  Courbes  sur  les  surfaces  :  K.  von  Li  lien  thaï. 

i.  Courbes  transcendantes  particulières  :  G.  Schaffers. 

o.   Surfaces  transcendantes  particulières  :  II.  von  Lilienthal. 

6.  Application  et  correspondance  de  deux  surfaces  l'une  sur  l'autre  : 
\.  Voss. 

7.  Transformations  de  contact  :  G.  Schaffers. 

.S.  Formes  des  courbes  qui  sont  définies  par  des  équations  différen- 
tielles :  W.  Dyck. 

î».  Géométrie  différentielle  des  complexes  :  E.  Wàlsch. 

10.  Géométrie  différentielle  des  multiplicités  à  plusieurs  dimensions  : 
F.  Stâckel. 

La  seconde  Partie  (Mathématiques  appliquées),  dont  M.  I'.  Klein 
s'occupera  particulièrement,  sera  éditée  par  MM.  \.  Schœnflies, 
\.  Sommerfeld,  H.  Burkhardl.  Un  Volume  final,  édité  par  M.  Fr. 
Meyer,  traitera  des  questions  historiques,  philosophiques  et  di- 
dactiques, et  contiendra  une  Table  générale. 

Les  renseignements  qui  précèdent  montrent  avec  quelle  am- 
pleur le  plan   de   l'Ouvrage  a  été  conçu  :    les  divisions  adoptées 
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.semblent  très  convenables  :  avec  une  bonne  Table  ries  matières, 
l'Encyclopédie  présentera  tous  les  avantages  d'un  dictionnaire, 
sans  en  avoir  les  inconvénients  trop  manifestes. 

Le  fascicule  qui  vient  de  paraître  permet  de  se  rendre  compte 
de  la  façon  dont  elle  sera  exécutée  :  on  y  trouvera,  sans  démon- 
stration, mais  avec  les  références  indispensables  aux  sources,  les 
faits  mathématiques  essentiels;  les  références  permettront  donc 
de  trouver  les  démonstrations  ;  pour  plus  d'un  lecteur,  celles-ci 
résulteront  souvent  de  la  juxtaposition  des  faits  :  les  idées  géné- 
rales, les  doctrines,  sont  analysées  avec  soin,  et  des  indications 
historiques  suffisantes  permettent  de  se  rendre  compte  de  l'évolu- 
tion de  la  Science.  Les  éditeurs  se  sont  d'ailleurs  permis,  avec 
raison,  d'introduire  les  abréviations  qui  ne  nuisent  pas  à  la  clarté  : 
ils  sentent  la  nécessité  de  ne  pas  faire  une  œuvre  démesurée. 

L'analvse  proprement  dite  d'un  tel  Livre  est  impossible  :  nous 
en  reproduisons  ci-dessous  une  page,  prise  à  peu  près  au  hasard, 
de  manière  que  le  lecteur  puisse  se  rendre  compte  de  la  ri- 
chesse des  renseignements  qu'il  trouvera  dans  cette  Encyclopédie 
et  de  l'esprit  dans  lequel  elle  est  faite  :  il  s'agit  des  détermi- 
nants : 

21.  Composition  et  Produit.  —  Le  produit  d'un  D.  du  /«'"'"' 
et  d'un  D.  du  n,eme  degré  se  met  aisément  sous  la  forme  d'un  I). 
du  m  H-  n"'me  degré  en  les  juxtaposant  de  manière  que  les  diago- 
nales se  suivent  (théorème  de  Laplace).  J.-Ph.-M.  Binet  et  A..-L, 
Cauchy  ont  représenté  le  produit  de  deux  D.  du  nieme  de^ré  par 
un  D.  du  nieme  degré  (').  En  même  temps,  ils  ont  donné  l'exten- 
sion suivante  :  avec  deux  systèmes  <7/a,  bit,  on  forme  un  troi- 
sième C/a,  composé, 

dik  (1  =  1,  . . . ,  m  ;  k  =  1 ,  . . . ,  n) ;  />,/,  ( i  =  1 //;/.=  1 m  >. 

eu,  =  ^  cti'i.  b\k  (  i  =  1.  .  .  . ,  m  ;  /.  =  1 m  ;  À  =  1 //    : 

A 

alors  |  dis  |  =  °  pour  ///  >  //  ;  puis  |  cm  j  =  |  </,/,  \    l>,i,  '  pour  ///  =  n  ; 

ci,  entin,  pour  m  <  //.  |  cm  |  =  7I  |a^||è/f|,où  /  parcourl  toutes 

1 

(')./.  de  l'Éc.  l'n/yi.,  Cah.  16  (1812),  p.  a8o;  Cah.'l7  (1812),  p.   191. 
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ombinaisons  possibles  de  la  ///'"'""  classe  formées  avec 
i,  ■'.,  ...,  n.  Le  cas  moyen  donne  la  règle  de  multiplication  (*). 
Les  divers  arrangements  des  él.  en  I.  et  col.  donnent  quatre 
formes  différentes  pour  le  produit  (2).  A  cette  représentation  se 
rattachenl  d'importantes  formules  d' Analyse  el  de  Théorie  des 
nombres 

2~2.   Autre  mode  de  composition.  —  Kronecker  (*)  a  fail  remar- 
quer un  autre   mode  de  composition  :   aik(i,  k  —  \ m)  et 

bghig,  h  =  i n)  sont  composés  en  cpq  =  aihbgh 

\p  —  {i  —  \)n       g  :  >/  —  i  /.  —  i)/i-t-À:  i,  k  —  i,  ...,  m;  g,  h  =  i,  ....  «]. 
\l,,rs  on  a  \cpq\  =  \aik\n\bgh\m. 

23.  Déterminants  composés.  —  L'étude  des  D.  composés, 
c'est-à-dire  des  D.  dont  les  éléments  sont  eux-mêmes  des  D.  for- 
més d'après  certaines  lois,  offre  un  intérêt  particulier.  Toul 
d'abord  on  rencontre  l'étude  du  D.  formé  avec  les  él.  a'ik,  c'est- 
à-dire  avec  les  adjoints  des  a^.  Cauchy  (3)  a  donné  la  valeur  pour 
(/, /f=i,2,  ..  ,  n).  Jacobi  (6),  plus  généralement  pour 
|  dik  |  (/,/>•=  i,  2,  .  . .,  m;  m  <  n).  Dans  le  premier  cas,  on  a  une 
puissance  du  D.  ;  dans  le  second,  une  telle  puissance  multipliée 
par  un  sous-dét.  |«/*[.  Ces  théorèmes  ont  été  étendus  par 
Franke(7).  Au  lieu  des   dik  on  considère   les  sous-dét.  du  m"""' 

degré  pi/i(i,  k=  i,  :->.,  .  .  .,  pt.)  où  [A  =  f       )  et  où  le  numérotage 


(')  Autres  démonstrations  :  J.  Kônig,  Math.  Ann.,  14(1879), p.  '11,7.  —  M.  Kalk, 
Brit.  Ass.,  Rep.    (1878),  p.    ,7).  —  A.-V.  Jamet,  Nouv.    Corresp.  .)/.,  3 

P-   <I7- 

(  -  )  Cauchy,  loc.  cit.,  p.  83 

I  1  Ch.  Hermite,  /. ./'.  Math.,  40  (i85o),  p.  297.  —  K.-F.  Gauss,  Werke,  3, 
p.  384.  —  Baltzer,  Leipz.  lier.  (1873),  p.  352.  —  S.  Gundelfinger,  /.  /'.  Math., 
18  (i873),  p.  3i2. 

(<)  Vorlesungen.  K.  Hensel,  Acta  Mat.,  14  (1890-91  ,  p.  -n-.  Ni  no,  .  I-/,/ 
1/'//..  17  (1894),  p.  200.  —  B.  Igel,    Monatsh.f.  Math.,  3  (1892),  p.  55.       G. 

1    1  herich.  ibid.,  3  (1892),  p.  68. 
Loc.  cit.,  p.  8  >. 
/    1     <•'/.  (  Werke,   III).  -  C.-W.   Borchardt,  Lettreà  Baltzer  (i853). 

(')  ./.  /.    )A////.,  61  1  i863),  p.  35o. 
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e>l  étendu  à  ions  les  u,  sous-dét.  du  m"""'  degré  du  D.  Soit  en- 
suite p'ik  adjoint  à  />//,  ',  c'est-à-dire;  que  p'ih  est  un  sous-dél.  du 
(n —  m  )'"'""  degré  de  |  au ;\  et  que  le  produit  des  termes  prim  i- 
paux  dans/»//;  ei P//>  est  nn  terme  de  |  a/*  |.  On  a  alors 

\Pik\  =  U  .  \Pik  I  =  l) 

les  sous-dét.  de  |/?//f|  se  représentent  sous  la  même  forme  que 
Jacobi  a  donnée  aux  sous-dét.  de  |  a'ik  |  ('). 

Plus  général  encore  est  le  théorème  de  Sylvesler  (' 2  )  que  nous 
caractériserons  brièvement  en  disant  qu'il  se  rapporte  à  une  cer- 
taine manière  de  ranger  les  D.  | pu r|. 

Dans  d'autres  travaux,  on  compose  des  D.  avec  des  suites  de 
deux  D.  donnés  et  l'on  prend  ces  nouveaux  D.  comme  éléments 
d'un  D.  (:i). 

Cette  citation  suffit  pour  montrer  jusqu'où  l'on  a  cherché  à  dire 
beaucoup  en  peu  de  mots.  Le  lecteur  n'a  qu'à  se  représenter  le 
nombre  de  pages  qu'exigerait  la  démonstration  des  propositions 
indiquées  ici  pour  voir  combien  serait  chimérique  l'entreprise 
d'une  Encyclopédie  avec  démonstrations.  Ce  que  l'on  mettra  eu 
trois  Volumes  en  exigerait  sans  doute  soixante, 

La  citation  précédente  montre  comment  les  auteurs  entendent 
condenser  et  grouper  les  faits  mathématiques.  Elle  est  extraite  de 
l'article  de  M.  Nctto  sur  la  «  Kombinatorik  »,  qui  contient  les 
propositions  essentielles  de  la  théorie  des  arrangements,  combi- 
naisons, permutations,  etc.  et  des  déterminants.  Il  conviendrait, 
d'un  autre  côté,  de  montrer  dans  quel  esprit  philosophique 
M.  Schubert  a  traité  de  la  notion  de  nombre  rationnel  cl  des  opé- 

(')  C.-YY.  Borchardt,  ././'.  Math.,  61  (  1 863  ),  p.  353-3(1),  fait   observer  que  ce 
théorème  est  un  cas  particulier  d'un  théorème  donné  antérieurement  par  Sylves^ 
ter;  Kronecker,   Berl,   lier.   (1862),   p.   822,    montre  son  identité  avec   le  théo- 
rème de  Jacobi  précédemment  cité.  —  Cf.  Picquet,  Comptes  rendus,  8G  1 
p,  3oo.  —  J.  de  l'Éc.  Pol.,  Cah.   15  (1878),  p.   >.oi. 

(-)  Phil.  Mag.  (4),  1  (i85i  l,  p.  \\$.  -  Cf.  Frobenius,  ././.  Math.,  86  (1879  , 
p.  54;  Berl.  Ber.  (189^  ),  p.  242.  —  N'ktto,   Acta  Mat.,   17  (1894  ),  p.  201  ;  ./.  /. 
Math.,    114  (1895),  p.  345.  —  R.-F.  Seoir,  l.ond.  Proceed-,  li  (i883),  p.  91. 
C.-\.  v.  Velzer,  Amer.  ./.,  6(i883),  p.  164.  —  Km,  Barbier,    Comptes  rendus, 
96  (i883),  p.  i845;  ibid.,  97  (i883),p.  82.—  K.-.J.  Nanson, Lond. phil.  Mai 
■:  )•  p-  396. 

(     I   Pi loc.  cit.  —G.  /.Miirss.  /..  f.  Math.,  ?  (1862),  p. 
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rations  arithmétiques,  avec  quelle  ampleur  M.  Pringsheim  a  ex- 
posé les  idées  de  Cantor,  Dedekind,  Weierstrass,  <ln  Bois-Rey- 
iimmkI.  Kronecker  sur  les  nombres  irrationnels;  avec  quelle 
précision  il  a  traité  des  concepts  qui  se  rapportent  à  la  notion  de 
limite.  Les  quelques  pages  qui  se  rapportent  aux  règles  de  con- 
vergence, et  où  l'auteur  s'est  trouvé  obligé  d'analyser  brièvement 
ses  propres  recherches,  sont  particulièrement  intéressantes. 

MM.  Burkhardt  et  Meyer  ont  d'autant  plus  de  mérite  à  avoir 
entrepris  celte  œuvre  considérable  qu'il  leur  est  impossible  de  se 
faire  aucune  illusion  sur  son  caractère  provisoire.  Sans  aucun 
doute,  leur  Livre  contribuera  à  accélérer  le  mouvement  de  créa- 
tion scientifique  :  si  leur  œuvre  devient  rapidement  caduque,  c'est 
qu'elle  aura  beaucoup  servi;  souhaitons-leur  d'avoir  eux-mêmes 
à  la  refondre  un  jour.  Plus  tard,  dans  des  temps  qu'ils  ne  con- 
naîtront pas,  elle  acquerra  une  grande  valeur  historique. 

J.  T. 


A.  REBIÈRE.  —  Les  Savants  modernes,  ledb  vie  et  leurs  travaux. 
j  vol.  gr.  in-8%  vm-455  pages,  Paris,  Nony  et  ('.'"'.  (899. 

Il  serait  à  souhaiter  que  tous  les  Mathématiciens  qui  ont  des 
loisirs  sussent  les  employer  aussi  fructueusement  que  M.  Re- 
bière, qui  s'est  fait  l'historien  des  savants.  Après  ses  deux  pre- 
miers Ouvrages  :  Mathématiques  et  Mathématiciens  et  Les 
Femmes  dans  la  Science,  qui  ont  eu  le  succès  que  l'on  sait, 
voici  que  M.  Rebière,  infatigable  à  la  tâche,  nous  offre  un  nou- 
veau Volume  :  Les  Savants  modernes,  où  il  nous  f;iit  faire  con- 
naissance avec  tous  les  hommes  de  Science  célèbres  qui  onl  vécu 
depuis  le  milieu  du  xvne  siècle  jusqu'à  nos  jours. 

Fidèle  à  un  procédé  qu'il  a  déjà  employé  dans  ses  deux  premier- 
Ouvrages,  l'auteur,  au  lieu  de  faire  œuvre  de  critique,  s'est  con- 
tenté  de  nous  donner  des  extraits,  judicieusement  choisis,  des 
travaux  historiques  et  des  éloges  académiques  «  afin,  dit-il  dans 
sa  préface,  que  les  savants  soient  jugés  par  leurs  pairs  ».  Il  y 
aurail  évidemment  matière  à  discussion,  sur  ce  sujet,  et  l'on  serait 
en  droit  de  se  demander  si  les  pairs  cl  les  contemporains  sont  les 
meilleurs   juge-.    Peut-être    M.    Rebière   se    Irouve-t-il    lui-même 
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trop  près  des  savants  dont  il  parle  pour  oser  exprimer  une  opinion 
personnelle  ! 

Quoi  qu'il  en  soit,  tel  qu'il  est,  son  Volume  est  des  plus  inté- 
ressants et  nous  n'aurions  garde  d'en  déprécier  les  grands  mérites. 

L'Ouvrage  débute  par  des  Notices  sommaires  sur  les  Secrétaires 
perpétuels  de  l'Académie  des  Sciences.  Les  Secrétaires  actuels, 
MM.  Joseph  Bertrand  et  Berthelot,  n'y  figurent  qu'à  titre  de  mé- 
moire, car  M.  Rebière  s'est  fait  une  règle  absolue  de  ne  parler 
que  des  savants  décédés. 

Après  cette  rapide  énumération,  le  Volume  est  partagé  en  trois 
Parties  :  Les  Mathématiciens  et  les  Astronomes,  les  Physiciens  et 
les  Chimistes,  les  Naturalistes.  Dans  chaque  catégorie,  l'auteur 
passe  en  revue  tous  ceux  qui  ont  illustré  la  Science  et  que  la 
Science  a  rendus  illustres.  Ils  sont  soixante-quatre  :  de  Cassini  à 
Chasles  et  Le  Verrier  pour  les  Mathématiques,  de  Mariotte  à 
Pasteur  en  Physique,  de  ïournefort  à  Claude  Bernard  pour  les 
Naturalistes. 

Cette  classification  des  savants  en  trois  classes  est  peut-être  un 
peu  artificielle.  Nous  savons  bien  qu'il  faut  adopter  un  plan  el 
mettre  de  l'ordre  en  toutes  choses;  mais,  pour  notre  part,  nous 
aurions  préféré  simplement  l'ordre  chronologique  ou  alphabétique 
à  cet  étiquetage  difficile  et  nécessairement  incomplet. 

Voici  Pasteur  qui  figure  parmi  les  Physiciens.  Il  est  vrai  qu  il 
fut,  au  début,  un  Minéralogiste  et  qu'il  entra  à  ce  titre  à  l'Aca- 
démie; mais  sont-ce  ses  travaux  sur  les  tartrales  qui  l'ont  rendu 
célèbre?  Voici  encore  Ampère  qui  est  classé  parmi  les  Physiciens. 
Or,  ne  fut-ce  pas,  au  premier  chef,  un  Mathématicien  et  des 
meilleurs?  Chacun  sait  qu'il  était  un  expérimentateur  maladroit 
et  un  analyste  subtil  et  profond. 

Ceci,  bien  entendu,  n'est  qu'une  observation  sans  grande 
portée,  qui  ne  veut,  en  aucune  façon,  diminuer  l'œuvre  de  M.  lu- 
bière.  La  critique  n'est-elle  pas,  d'ailleurs,  une  preuve  de  la  sin- 
cérité des  éloges?  Et  nous  ne  saurions  trop  en  faire  :  à  l'auteur  qui 
a  su  nous  donner  dans  ces  courtes  études  des  idées  claires  et  pré- 
cises sur  les  travaux  de  tous  ces  hommes  illustres,  aux  éditeurs 
qui  ont  pris  soin  de  nous  présenter  un  volume  agréable  à  I  œil  et 
orné  d'un  grand  nombre  de  portraits  authentiques. 

C.  Boi  ru  i  • 
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MÉLANGES. 


NOTE  SDR  L'ÉQUATION  DIFFÉRENTIELLE  DE  LAPLACE 
ET  SUR  UNE  FORMULE  D'ABEL  ; 

Pau  M.  C.  CAILLER, 
Professeur   à    l'Université   de    Gen< 

La  formule  d'Abel  dont  il  s'agii  ici  est  celle  de  la  fin  de  la 
page  99  de  ses  Œuvres  (éd.  de  MM.  Sylow  el  Lie,  ici  vol.),  au 
moyen  de  laquelle  l'auteur  résout  l'équation  fonctionnelle 


1 


(  x  —  z  y1      ' 


par  rapport  à  la  fonction  inconnue  f( x).  La  formule  est  suscep- 
tible d'une  vérification  directe  fort  simple;  mais  la  lecture  des 
Mémoires  11  el  I  Y  d'Abel  (i,r  vol.,  p.  i  1-18  el  97-1 01) prouve  que 
l'illustre  géomètre  fut  conduit  à  sa  formule  par  des  considérations 
plus  ou  moins  i^igoureuses  empruntées  à  l'algorithme  des  diffé- 
rentielles à  indices  quelconques.  A  ce  point  de  vue,  elle  s'est 
souvent  présentée  aux  auteurs  qui  ont  étudié  la  théorie  de  ces 
différentielles  dont  elle  est,  aujourd'hui  encore,  l'application  la 
plus  intéressante. 

Je  me  propose  d'indiquer  ici  une  extension  assez  remarquable 
de  la  formule  d'Abel.  L'algorithme  en  question  ne  jouera  aucun 
rôle  dans  les  développements  que  je  vais  présenter;  en  outre 
l'intérêt  de  cette  Note  résidera  moins  dans  le  résultat  obtenu  (pie 
dans  le  principe  général  servant  de  base  à  la  démonstration.  Ce 
principe,  que  nous  n'aurons  pas  à  voir  dans  toute  sa  généralité, 
admet  des  applications  nombreuses  et  importantes,  spécialement 
en  ce  qui  concerne  les  équations  différentielles  linéaires  avec  un 
seul  point  singulier  à  distance  finie  :  j'en  réserverai  l'étude  pins 
complète  pour  une  autre  occasion,  ce  qui  va  suivre  suffisant  déjà 
à  en  faire  comprendre  la  nature  et  la  portée. 
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Considérons  une  équation  différentielle  de  Laplace  de  la  forme 

(ffo+M)  ^  +(«!■+■  bix)  '-^~ç  ■+-...+ (aa  +  6«a?)^  =  o, 

contenant  (2/2  +  2)  constantes  «,,,  a,,  <72,  ....  «n;  b0,  /;,, 
&2,  •  •  -,  &«  :  nous  nommerons  les  premières  (a)  les  paramètres, 
et  les  secondes  (b)  les  modules  de  l'équation.  iNous  représenterons 
souvent  par  X(x)  une  intégrale  de  l'équation  précédente. 

Soient  maintenant  deux  équations  de  Laplace  de  même  ordre 
et  de  modules  égaux,  de  paramètres  quelconques,  A,  (jr)  et  ~i...(.r  1 
deux  intégrales  de  ces  équations.  La  fonction 


l:i(T)=JXl(z)lz(x-z) 


(l'intégrale  étant  prise  le  long  d'un  certain  contour  dans  le  champ 
de  la  variable  complexe  z  entre  certaines  limites  fixes  ou  va- 
riables avec  a;)  se  nommera  la  résultante  des  fonctions  X|  et/.,. 
On  suppose,  bien  entendu,  l'intégrale  du  second  membre  déter- 
minée et  finie,  ce  qui  aura  lieu  si  le  contour  d'intégration  évite 
les  points  singuliers  des  fonctions  ~kt  (3)  elA-2(x  —  5).  Dans  la 
supposition  précédente,  et  moyennant  certaines  restrictions  que 
nous  établirons  plus  bas,  nous  allons  former  l'équation  différen- 
tielle dont  dépend  la  résultante  A.. 

Désignons  par  «„,  a,,  .  .  . ,  aa  les  paramètres  de  a,  (x),  par  a'Q) 
d{,  ...,  a'n  ceux  de  X2(#),  et  écrivons  leurs  équations  différen- 
tielles ainsi  : 

1  1  ,     ./•(  b0\\*>+  bt  l<rl  ■+■  b2l[*-*> -+-...+■  bnlt) -h  (a0XV"-H  «1  X<l*-i>-K..+  a„X,  )  =  o, 
(2)    x(b0 l'f>  4-  6,  À',"- ' :  H-  62 Xy*-*'-K..-*-  &„ X2) -+-(a'0X2«>  4-  a'^'*-1  >-k..-h  "'.  X2)  =  o. 

Dans  la  dernière  substituons  à  la  lettre  x  le  binôme  (.r  —  5), 
ce  qui  donne  lieu  aux  identités 


et  généralement 


•w/w  s        rf'X         ,         s  .d'X 
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L'équation  (2)  transformée  peut  donc  s'écrire 

X\  ba         - -¥•  b\ \-...-\-bn /..,) 

\    °  dx"  <).r"~l  '    7 

r    , ,>n  >  >       ,  o"-r/.*  ,  1 

-(-""L  a°"^r  -ai^=r-*----+(-,),,«;^J. 

équation  que  l'on  peut  mettre  sous  une  forme  plus  générale  par  ta 
remarque  suivante.  Quelles  que  soient  les  indéterminées  a"0, 
<i\ .    .  .  . ,  n"/n  on  a  identiquement 

T  „ànl*        „  <>"-'X,  .  n 

En  ajoutant  terme  à  terme  cette  relation  avec  la  précédente,  nous 
obtenons  pour  \*(x —  z)  une  équation  aux  dérivées  partielles 
avec  n  arbitraires  a",  indépendantes  des  modules  et  des  paramètres 
de  X2;  en  outre  les  variables  x  et  z  s'y  trouvent  séparées,  l'un  des 
membres  ne  contenant  explicitement  que  la  lettre  x,  l'autre  que 
la  lettre  z.  Cette  équation,  qu'il  faut  écrire  tout  au  long,  est  la 
suivante  : 

dn\.2  t)"-l~'* 

(a0  +  b0x)-^f  +(a"l-hbix)-^=r  +  ...-f-(a :;-A„./-,).2 

t'"À-      ...       .  f^-'X. 


(ibis)     ■     =  (_ I}«  f( a£ -<+ M) ^— (<—«;-!- M) 


Oz"-1 


(-1  )"<«',',—  n'„  —  b„z  lX,    • 


Gela  posé,  effectuons  sur  la  résultante  À3(.r)  l'opération 
(al)^b0.r}-I-~~  (al  +  btx)-^^  +...-*- (a;  4-  ô„.r)X,; 

il  est  clair  que,  si  l'on  se  trouve  dans  les  conditions  permettant  la 
dérivation  sous  le  signe,  il  suffira  de  faire  subir  sous  le  signe  la 
même  opération  au  facteur  X2  qui  seul  contient  la  variable  x.  Il 
faudra  seulement  ajouter  au  résultat  les  termes  provenant  de  la 
variabilité  des  limites  lorsque  celles-ci  dépendront  de  la  va- 
riable x. 
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Soit  A,  ce  terme  additionnel,  il  viendra 
,    „      ,        da\3       ,    ,.      ,        rf«-i  X3  .   „ 


d"X,       ,    „       ,      .  d»-»X2 


r         r  ^"  x* 

-*-(«£-+-  bnx)l2     dz. 


Remplaçant  ensuite  aa  second  membre  la  parenthèse-crochet  par 
sa   valeur  tirée  de  1  équation  (2  bis),  on  aura 

V^  f  à"-'}.  2 

hx  —  >  (  —  1)'1-'  /  Xi(-s)(«'i  —  «1  -+-  M)  ()-/<_/  ^     ('=0,1,2, /<  ). 


puis  intégrant  par  parties  et  désignant  par  h-,  l'ensemble  des 
termes  intégrés 

/^,    d'i  —  i 
X2(a?  —  z)  dz  2^  -j-^Ti  K a'î  —  a'i  +  bi s)  A»l 

(1  =  0,1,...,»), 

ou  encore 

At-f-  /«.2  -H    /  Xj(a?-a)«fs>!  [«?—  «/-+-(«  —  ÎH-  O^t'-i  +  &«*]X?~'(«), 

formule  générale  lorsqu'on  pose  par  définition  6_,  ==  o. 

Déterminons  maintenant  les  arbitraires  d\  par  la  condition 

d\  =  a,  h-  a'i  —  (n  —  i ■+■  1)6,-1        ( i  =  o,  1,  2,  . . .,  n), 

on  aura 

^  («2  -  a'i  +  (»  —  »+  i)fe/_,  --  btz)\\"-*  =  2  (a,  4-  M)X ,"  "• 

quantité  égale  à  zéro  d'après  l'équation  (1).  Ainsi,  en  posant 
encore,  pour  abréger,  k  =  A,  -f-  A2,  nous  obtenons  l'équation  dif- 
férentielle de  la  résultante  X3(#)  sous  la  forme 

(3)     (a'i;-4-60r)X(3'J)-f-(aï-i-61r)X!:j"-l,+...+  (rt;;+6/,J7)X3  =  /'; 

sauf  le  second  membre  h  c'est  une  équation  de  Laplace. 

Les  intégrales  de  (1)  et  (2)  désignées  par).,  et  a.,  ainsi  que  les 
limites  de  l'intégrale  résultante  \3,  sont  restées  indéterminées. 
Nous  allons  les  choisir  de  manière  à  rendre  nulles  les  deux  quan- 
tités h{  et  li-,  :  on  a  alors  A  =  o  et  la  résultante  vérifie  une  équa- 
tion de  Laplace.  de  même  forme  que  les  deux  composante-.  Le 
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choix  que  oous  allons  faire  n'est  pas,  tant  s'en  faut,  le  seul  qui 
remplisse  la  condition  requise  :  il  suffira  au  but  restreint  que 
nous  avons  en  vue  présentement. 

Nous  supposerons  désormais  constamment  a0=o,  aJ,=  o, 
60=i;d'où  résulte  a"0=o.  La  supposition  a  pour  but  de  faire 
coïncider  entre  eux  et  avec  l'origine  les  points  critique-  éven- 
tuels des  fonctions  composantes. 

L'équation  déterminante  relative  à  l'une  des  composantes,  la 
première  par  exemple,  s'écrit 

r\  r  —  \){r  —  2).  .  .(/*  -  n  -+-  'a)( r  —  n  •+- 1  -+-  ai)  =  o  ; 

il  existera  donc  une  intégrale  delà  forme  )vf(#)  =  xn~at~iP{x), 
expression  dans  laquelle  P(^c)  désigne  une  série  de  puissances, 
convergente  à  toute  distance  de  l'origine  et  assujettie,  si  l'on  veut. 
à  la  condition  accessoire  P(o)  =  i.  On  peut  dire  que  celle  inté- 
grale, unique  de  son  espèce,  appartient  à  l'exposant  n  —  a ,  —  1  : 
ce  seront  les  fonctions  de  cette  sorte  que  nous  représenterons 
désormais  par  le  signe  X,  auquel  nous  substituerons,  en  cas  de 
besoin,  le  tableau  des  paramètres  (a, , a2i  —  &n)  011  'c  symbole  {ai). 

L'existence  d'une  intégrale  déterminée  unique  appartenant  à 
l'exposant  {n  — a{  —  i)  a  lieu  sans  restriction  aucune  si  at  n'esl 
pas  un  nombre  entier.  Lorsque  aK  est  un  entier  négatif  ou  nul  le 
fait  reste  encore  exact. 

Si  at  est  un  entier  positif  au  plus  égal  à  n  —  1,  l'équation  dé- 
terminante possède  n  racines  entières  dont  deux  égales  au  nombre 
entier  n  —  aK  —  1;  si  a,  est  un  entier  supérieur  à  (/?  —  1),  les  ra- 
cines sont  entières  et  distinctes,  une  seule  étant  négative.  Nous 
allons  voir  que,  dans  le  premier  de  ces  deux  cas,  l'équation  diffé- 
rentielle possède  plusieurs  intégrales  de  la  forme  .r"  ".  '  P(.z), 
tandis  qu'elle  n'en  possède  aucune  dans  le  second. 

Pour  mettre  ce  point  hors  de  doute,  formons  la  récurrence  qui 
lie  entre  eux  les  coefficients  du  développement  en  série  de  puis- 
sances d'une  intégrale  quelconque: 

y  =  arrr-f-  air+.ixr+i  ->- .  .  .-+-  z ,.+,•  .r '-•-'-+- .  .  .=    7    ar.rr. 

l'indice   /    de   la  somme  représentanl  ainsi  à  volonté   l'exposant 
minimum  de  ce  développement  ou  l'un  quelconque  des  exposants 
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qui  y  figurent.  La  substitution  de  cette  valeur  clans  l'équation  dif- 
férentielle (i)  fournit,  après  quelques  réductions  faciles,  la  relation 
récurrente 

i  =  n  —  I 

bn -/,._„  -h     \     k{tr[ «(vi  -hbt(r  —  n-hi )]  «r-/  =  o 


i  =  0 


(  r  =  r,  /*  -H  i ,  r  -+-  2,  . . . .  x  | . 

dans  laquelle  le  coefficient  ktr  représente,  pour  abréger,  l'expres- 
sion numérique  (r  —  i)  (/'  —  i  —  1)  (/•  —  /  —  2) .  .  .  (/•  —  n  -f-  2)  el 
doit  être  remplacé  par  l'unité  pour  i  =  a  —  1  . 

Prenons  l'exposant  initial  r  égal  à  l'une  des  valeurs  o,   1,  .  .  . , 
(/?  —  2)  :  chacun  des  coefficients  du  tableau 


"0,n 

A. 

,H-ll 

"0,/M-2i 

*, 

. /■--  2l 

'•'.\r-  2i 

ko,n— 2i 

/•', 

,/l  —2! 

*2,«— 2j 

A  re_, — 2,«— 2- 

est  nul,  tandis  que  les  suivants  /./.„_i,  /■,./,,  .  .  .  sont  tous  diffé- 
rents de  zéro.  Grâce  à  cette  circonstance,  la  récurrence  précé- 
dente laisse  arbitraires  les  coefficients  ar,  ar+i,  ar.2>  ••  •?  a«-2  et 
détermine  les  suivants  x„_,,  a„,  art+l,  ...  en  fonction  de  ceux-ci 
par  des  formules  finies  donnant  naissance  à  des  séries  conver- 
gentes. Le  fait  demeure  exact,  quel  que  soit  le  dernier  facteur  de 
l'équation  déterminante  [a,  -f-  b0(r  —  n  -+-  1)]  et  lors  même  qu'il 
tlc\  iendrait  égal  à  l'une  des  expressions  /',  /•  —  1 ,  . . . ,  (/•  —  n  -+-  2). 
11  existe  ainsi  (/?  —  r  —  1)  intégrales,  linéairement  indépen- 
dantes, commençant  par  la  puissance  xr ';  si  l'on  attribue  à  r  les 
valeurs  o,  1,2,  .  .  . ,  (/?  —  2)  successivement,  il  est  clair  que  l'en- 
semble des  intégrales  ainsi  obtenues  forme  un  faisceau  de  (n  —  1) 
fonctions  seulement,  linéairement  distinctes.  On  peul  évident 
ment  choisir  comme  base  du  faisceau  (/?  —  1)  intégrales  distinctes 
des  formes  suivantes 


K«_2  =  r"--  +  iln-iX"-*  -+-  v„_.  /•"-+-. 


70  = 

I 

-+■  1-1(1 

.r"     1 

y\  = 

./• 

+  'M 

./"'-! 

Js  = 

1  - 

+  M-  2 

,•//     1 
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les  autres  intégrales  étant  comprises  dans  la  formule 

'•n.>-„   —   'l.fl    -+-..--+-    C„_27„-2- 

Les  intégrales  dépendent  des  paramètres  a,,  a.> au  el  en 

sont  des  fonctions  continues,  tant  qu'elles  restent  finies  :  si  donc, 
par  suite  de  la  variation  de  a,.  L'expression  n  —  at  —  i,  d'abord 
fractionnaire,  converge  vers  l'une  des  valeurs  entières  o,  i,  .... 
( />  —  2)  ou  /•,  l'intégrale  Àfl  qui  appartient  à  l'exposant  ( n  —  a,  —  i  ) 
finira  par  se  confondre  avec  l'une  des  intégrales  du  faisceau  pré- 
cédenl  :  elle  commencera  par  la  puissance  xr  et  sera  du  type 
suivant  :  Cryr-k-  Cr+\yr+\  -+-...  cn_-2y  ,,_■>.  Deux  intégrales,  primi- 
tivement distinctes,  en  fournissent  donc  une  seule,  déterminée, 
leur  limite  commune,  jouant  pour  ainsi  dire  le  rôle  de  solution 
double  de  l'équation  différentielle.  Cette  solution  double  sera  de 
nouveau  dite  appartenir  à  l'exposant  n  —  a,  —  i  et  représentée 
par  les  symboles  Aa  ou  («,,  a2,  ....  a„)  ou  encore  (ai).  Le  coef- 
ficient de  son  premier  terme  est  égal  à  l'unité. 

Mais  si  l'exposant  (n  —  a {  —  i)  est  entier  et  négatif,  il  est  clair 
que  la  récurrence  donnera  des  valeurs  infinies  pour  les  coeffi- 
cients y.r.  On  sait  qu'il  n'existe  plus  alors  d'intégrale  appartenant 
à  l'exposant  (n  —  a{  —  i  )  :  le  signe  À  ou  (a,)  perd  dans  ce  cas  toute 
signification. 

Ces  préliminaires  achevés,  considérons  deux  fonctions  ).,.  /., 
ou  (a/)  et  («)•),  de  mêmes  modules,  et  leur  résultante  y  entre  les 
limites  o  et  x,  soit 

y  =    f    \i(z)\i(x  —  z)dz; 

les  fonctions  ).,  et  X2  entrent  alors  dans  la  composition  d'une 
manière  symétrique. 

Pour  que  l'intégralejK  ait  un  sens,  il  faut  évidemment  el  il  suffit 
qu'on  ait/?  —  ah  —  i  >  —  \,n  —  a\  —  i  > —  i,oua,  <  n,  a\  <  n. 
Ces  inégalités,  suffisantes  pour  que  y  possède  une  valeur  finie  et 
déterminée,  ne  le  sont  pas  pour  assurer  la  légitimité  des  dériva- 
tions sous  le  signe  et  des  intégrations  par  parties  qui  nous  ont 
donné  ci-dessus  l'équation  (3).  Cette  double  opération  est,  au 
contraire,  possible  sans  restriction  lorsque  l'on  suppose  «,  <C  o  el 
a\  <  o,  ce  qui  revient  à  admettre  que  les  fonctions  A,,  X2  s'annu- 
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lent  l'une  el  l'autre  pour  x  =  o  avec  leurs  ( '  n  —  i)  premières  dé- 
rivées.  Dans  celte  hypothèse,  il  est  alors  évident  que  les  deux 
parties  A, ,  h2  qui  forment  le  terme  h  sont  séparément  nulles. 

En  résumé,  sous  la  double  condition  aK  <  o,  a.  <<  o,  il  est  dé- 
montré que  la  résultante  y  vérifie  l'équation  différentielle 

(  i)     xy{n)-^(d\  -+bxx)y'"-^  ■+-(a"i->rb%x  )  yln-i) _(-... _j-  («£-+-  bnx)y  —  u, 

avec 

a]  —  a,-  —  a'j  —  (n  —  i-\-i  )ô/-i         (i=  i,  2,  3,  . . .,  n). 

Lorsque  x  est  infiniment  petit,  il  en  est  de  même  pour  y  et  le 
terme  principal  étant  évidemment  égal  à 

ft  ,  ,  r(/j  —  a.) r(«  —  a'.)  , 

1  (-2/t  —  «,  —  a,) 


ou  encore 


Fi  /i  —  a'() 


x«~«i-1. 


on  conclut  que  y  ne  diffère  de  l'intégrale  Aa%  appartenant  à  l'ex- 

11  1     r     .  ,r(n  —  a,)r(n—a'.) 

posant  n  —  a .  —  1 .  que  parle  lacteur  constant — !-. 

1  '  J        '  r(n  —  a[) 

En  d'autres  termes,   la   résultante  des  fonctions  («,-)  et  («))  est 

égale  à  la  fonction 

T(n  —  a,)rCn—  a\)  ,  . 

V{n_a]) [«i+«(-(»-,  +  ,)4H] 

Je  dis  de  plus  que  la  formule  obtenue 

V(n-a{)T(n-a\)  /*a 

(5)  ,v  » -/•<*•(*)=  /     Xa(s)Xa-(a7-^)rf5 

demeurera  vraie  lorsqu'on  remplacera  les  inégalités  <7,  <^  o,  a '  <^  o 
par  celles-ci  plus  compréliensives  a{<in,  a\<^n,  suffisantes 
d'ailleurs  pour  la  convergence  de  l'intégrale. 

Admettons  d'abord  que  les  nombres  <7,,  a\,  a\  soient  tous  trois 
fractionnaires.  Les  séries  \a(z),  ).,, -(x  —  z)  étant  absolument  con- 
vergentes, on  peut  former  leur  produit  en  groupant  ensemble  les 
termes  de  m'""v  dimension  en  x  et  s;  de  plus,  en  faisant  abstrac- 
tion du  facteur  z"~a~K(Kx —  z)n~a~l  commun  à  tous  les  termes 
et   qui    peut    devenir    infini    aux    limites    de   l'intégrale,   la  série 

Bull,  des  Sciences  mat  hem.,  .»•  série,  t.  XXIII.  (Février  1899.) 
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sera  uniformément  convergente.  La  différence  entre  le  produit 
XaizYha'ix  — z)  el  'a  somme  des  j>  premiers  termes  de  notre 
série  peut  donc  se  représenter  par  tpzn~tt~K  (x  —  z)n~ai~* ,  expres- 
sion dans  laquelle  le  facteur  ip  décroît  uniformément  jusqu'à  zéro 
à  mesure  que  p  augmente.  La  limite  de  L'intégrale 


/      tpz"-'^-Hx  —  z  )n-*\-ldz 


est  donc  aussi  zéro  et  l'on  peut,  par  suite,  intégrer  la  série  terme 
par  terme.  1  )ans  cette  intégration,  le  terme  de  m"  '""  dimension  en 

r  •  •       i .    .    i      i     r  I  '  n  —  "\  )Y  (  i)  —((',)   K  _.  . 

x  et  z  fournit  un  résultat  de  la  lorme - — : ; —  Amxm  +  t 

l  i  n  —  u  )  i 

et  le  coefficient  A,„  s'exprime  rationnellement  en  fonction  des 
paramètres  aK  et  a\.  Or  ce  coefficient  doit  coïncider  avec  celui  du 
même  terme  dans  ).«//,  lorsque  a{  el  a\  sonl  tous  deux  négatifs, 
l'identité  (5)  avant  sûrement  lieu  dans  ces  conditions  :  mais 
comme  les  coefficients  du  développement  Xa«  sont  également  ra- 
tionnels en  cii  et  a'n  l'identité  subsiste  nécessairement  quelles  que 
soient  les  valeurs  numériques  de  ces  coefficient-. 

Si  même  l'un  ou  l'autre  des  coefficients  '/,.  a\,  a]  devenait 
entier,  il  n'v  aurait  rien  à  changer  au  fond  du  raisonnement  pré- 
cédent :  la  conclusion  subsiste  en  toute  circonstance,  tant  du 
moins  que  aK  et  a\  restent  inférieur-  à  //. 

Le  raisonnement  précédent  met  du  reste  en  lumière  le  caractère 
algébrique  du  théorème  (5)  :  il  est  équivalent  à  une  série  d  iden- 
tités, de  forme  rationnelle,  liant  les  coefficient-  des  trois  fonc- 
tions (ai),  (a',-),  (a]  t. 

DEUXIÈME  PARTIE. 

11  ne  sera  sans  doute  pas  inutile  d'éclaircir  par  un  exemple  les 
considérations  générales  qui  précèdent.  A  cause  de  I  importance 
de  cet  exemple  nous  le  traiterons  avec  une  certaine  (tendue  sans 
entrer  d'ailleurs  dans  les  développements  qui  seraient  nécessaires, 
si  non-  voulions  étudier  pour  elles-mêmes  les  questions  abordées. 

faisons  n  = -i,  at  =  — ■  (q  —  i),  a>=  —  a,  bt  =  o,  62  =  o. 
L'équation  de  Laplace  devient  ainsi 

(  j  bis  i  ./■   ,  • (  7  —  i  )  -. n  i  =  o, 

(/./-  '  dx 
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et   la  fonclion  a   appartenant   à  l'exposant  q  se   trouve  égale  à 

( — .)  r(i  +  r/)(axyjç('2Î \Jax ),   si   l'on  représente,  comme  de 
coutume,  par  iq(x)  la  fonction  de  Bessel  de  première  espèce 


Jq{x)  = 


x'i 


.) 


•27  r (  i  -f-  q  )  L         i '-  (i  -+-  q )       2!(i  +  g)(2  +  j) 


développement  dans  lequel  y  est  un  nombre  quelconque,  positif 
ou  négatif,  supérieur  à  ( —  i).  Malgré  la  présence  des  signes  am- 

bigus  x- ,  \fx,  (  r      qui  figurent  dans  sa  définition,  la  fonction  A 

est  parfaitement  déterminée  et  voici  son  développement  en  série 
que  nous  représenterons  par  <Py(#)  : 

xq  +  \  Tq+Î 


Oq(r)  =  ./"/-+- 


l\(q  -+-  l)        7.l(q  +  i){q 

.,■'/  -■■ 


1) 


">-(q  "+-  \)(q  -+-■!)( q  ^'i) 

pour  le  cas  a  =  i.  On  a  d'ailleurs  constamment  Aa=  —  <oa(ax) 

'  a'i   '  " v         ' 

pour  a  ^é.  o  et  Art  —  xi  pour  a  =  o. 

Il  est  souvent  avantageux  pour  la  symétrie  des  formules  d'envi- 
sager une  fonction  un  peu  plus  générale  que  'ïq(x),  la  suivante 

.r/'+V  ./■-/'  *  7  xnP+Q 


x'i  -+- 


*■/'(/> -^q)     ^p2{p-t-q)(ip-t-q) 


a  :  p"  %'< 


Avec  a.„=(p-{-q)(2p-\-q)(3p-\-q). .  .(np-{-q).   Nous    la   re- 

présenterons  para  (.r;  />,  y)  ou  'op^{x). 

Il  est  clair  que  cp,,y  ou  'f(x;    i,  y)  est  ('gale  à  ^q(x)\   d'autre 
part,  la  relation  d'homogénéité 


2  7 


permet  de  ramener  toujours  la  fonction  générale  fpq  à  la  forme 
particulière  ®q{x).  Enfin  a(./;;/>,  y)  vérifie  l'équation  différen- 
tielle 


<l\v 


dy 


;t-(?-Oj — A/'M'' 


et  sa  liaison  avec  la  fonction  de  Bessel  s'exprime  ainsi 

'      y,) 


)J].(v.Ji 
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La  formule  fondamentale  (5)  esl  ici 

f    yq{az)<çr[b(x-  z)]dz 
I  6  »  <  J° 

1        =  • * ; ; :  o»+)+|  \.r( a  ■+■  b  i  . 

et  l'on  pourrait  y  supposer  x  =  i  sans  rien  perdre  en  généralité. 

Si  l'on  remplace  la  fonction  cp  par  J,  les  quantités  2Î\  a,  ii\  h 

par  a  el   6  respectivement,  enfin   la  variable  z  d'intégration  par 

cos2<p,  la  formule  précédente  deviendra,  sauf  changement  de  q  en 

///  —  i  et  de  /•  en  //  —  i , 
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/      COS'"  cp  Mil"  çp  J/rt_i  i  a  COS  *i  i  J„_i  l  A  -m  s  i  t/o 

nm-X/yt-X  . 


(a2-+-ô*)     2 

valable  pour  /n  >  o,  n  ;>  o,  «  el  h  quelconques. 

La  formule  est  susceptible  d'une  troisième  forme  par  l'introduc- 
tion de  la  fonction  op_q(x)  :  elle  s'écrit  alors  (<7^o) 


1      Ç     tfM(a  *)  ?r  [-4  <  a*  —  *')  I  ^ 


(I-''"W    (a"-b">    p 

Les  conséquences  de  ces  formules  sont  extrêmement  nombreuses 
et  embrassent  la  presque  totalité  des  propriétés  ài;>  fonctions  J. 
Nous  nous  bornerons  à  en  indiquer  ici  quelques-unes  des  plus 
simples. 

Commençons  par  le  développement  en  fraction  continue.  Nous 
emploierons  ici  la  fonction  vp,q,  à  cause  de  la  grande  symétrie  d>-> 
formules. 

Dans  (8),  développons  les  deux  membres  suivant  les  puissances 
de  b  et  égalons  les  coefficients  des  termes  semblables.  Le  premier 
d'entre  eux  donne 

r(i+«)r(i+r) 
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formule  exacte  pour/*>*o,  quel  que  soit  a.  Faisons-y  a  ==  i  el  r 
égal  à  l'entier  /?  ;  comme  on  a  évidemment 


(9) 


i        r/  \" 


)"     /        V'p,q(z)(X°  —  ZPydz=pn<Çp,(i 


V(ii  -    i  i  '  a?P— >  r/.r/ 

on  conclut  par  comparaison  avec  la  précédente 
/     i        d  \" 


aa  désignant  toujours  le  produit  (/>  +  q)('-zp  -+-  q)-  •  •  (/'/>  +  7  >• 
Reprenons  (8)  et  faisons-y  r  =  o,  puis  égalons  de  pari  et  d'autre 
le  coefficient  de  bPtt\  on  obtient 


—  rv 


(a*)  (a?/»  —  c"j"  ds 


1  di»  n 

L      (aP  +  fl)?      J 


après  la  différenlialion,  il  faut  au  second  membre  remplacer  [j 
par  zéro.  Posons  encore  a  =  1 ,  la  formule  précédente  pourra 
s'écrire  sous  la  forme 


y  =  xp. 


r    /      m'  „(z) ( .ri>  —  zi>  )"  dz  =  />'< XP"  +-7  -, —      i-!Ll — 

panlj0      '>'•'  dr"l      x'i 

d'où,  en  se  reportant  à  l'équation  (9),  la  formule 

/     x  /     1         d  \n  o„  ,,i.r> 

Les  équations  (10)  et  (11)  contiennent  toute  la  théorie  du  dé- 
veloppement en  fraction  continue.  En  effet,  si  Ton  prend  le  cas 
le  plus  simple  n  =  i,  on  aura 


d   ,  op 


"'»      <?p<p+q  =  (j>-+-q)xp-i<?P,q,     et     <?p,p+,  =  (p-hq)a*+lj^\ 


7P1 
T'I 


Mettons  dans  cette  dernière  p  -f-  q,  2/?  -f-  q,  ...  à  la  place  de  q 
et  éliminons  f'PiP+q,  ^'p.»p+q,  •••  à  l'aide  de  la  première;  il  est 
clair  que  Qp,np+q  prendra  la  forme  y.-j>  -+-  v<p'3  [A  et  v  étant  « I <•  1 1  x  polj- 
nomes.  Il  existera  donc  une  relation  linéaire  entre  trois  fonctions 
conliguës  oPflip+q]  ■s,p/l  np+q;  'fp,(„  2)P+q-  Le  résultai  explicite 
qu'on  obtient  est  le  sui\ ant  : 
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En  posant 

?P>Bp-K?=(-r)««„S„  ou         S„  =  (-,)«*,-*  (^  ^j"^, 
on  aura 
(i3)           S"  =  i-^T  f   <?'p,q(*KxP—zP)"dz=Aa<?-Bn<t'. 

\„  et  13  „  représentent  deux  polynômes  en  x  obéissant  à  la  même 
loi  de  récurrence 


04) 


A,n-i  =(pn-y-q)  A „  -+-  .r/'  A „_, . 


avec  les  valeurs  initiales  A0=  i ,  A,  =  <y,  B0=  o,  B,  =  .r,  de  sorte 
que  -r-5  est  la  /iieme  réduite  de  la  fraction  continue  dont  les  fractions 
constituantes  sont 


I  j-         xl'  ://'  .ri' 

\q'  p  +  q'  *p  +  q'  Sp  +  q'"  J 


sauf  une  variante  dans  les  notations;  ces  polynômes  A„  et  B„  sont 
ceux  auxquels  M.  H.  Graf,  dans  ses  importants  travaux  sur  les 
fonctions  de  Bessel,  a  donné  le  nom  de  polynômes  de  Schlcefli. 

On  a  trouvé  ci-dessus  deux  expressions  pour  la  différence 
A„?-B/J?' 

\/i?  -  li„o'  =  — <tP,np+q  =  — — j     /       ?*»(*)(*'  -  ZP)»  dz. 

et  comme  l'une  et  l'autre  tendent  vers  zéro  pour  x  grandissant, 

on  conclut  que  la  fraction  continue  précédente,  prolongée  à  l'in- 

_         P 
fini,  tend  vers  le  quotient  —,  :  en  posant  -j-,  =  — -,  l'erreur  absolue 

?  ¥  " 

est  infiniment  petite  par  rapport  à   —  • 

Une  généralisation  facile  de  la  formule  fondamentale  conduit  à 
un  résultat  moins  connu  et  que  je  me  bornerai  à  mentionner  ici 
sans  démonstration. 

Les  fonctions  o  et  ta'  peuvent  s'exprimer  rationnellement  ainsi 

cp  =  q  xv-l  ,  <p=7  X9-1  -=r-  ? 

avec  deux  erreurs  qui  sont  l'une  et  L'autre  infiniment  petites  par 
rapport  à--   :  les  polynômes   \„  cl  B„  sont  ceux-là  mêmes  dont  il 
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a  été   question  ci-dessus.  Quant  au  polynôme  C„,  il  satisfait  à  la 
récurrence  suivante 

~~ y)         (  n  -;-  i  )  ! 

et,  en  outre,  aux  conditions  initiales  Co=  i,  C|  =  q 

Comme  seconde  application,  considérons  quelques  intégrales 
définies  liées  aux  fonctions  besséliennes  :  elles  sont  en  très  grand 
nombre,  comme  on  sait,  et  beaucoup  d'entre  elles  ont  de  l'impor- 
tance pour  la  solution  de  problèmes  de  Physique  mathématique. 
L'équation  fondamentale  et  d'autres  analogues  qu'on  déduira  de 
la  proposition  générale  exposée  ci-dessus  en  choisissant  différem- 
ment les  limites  des  intégrales  sont  une  source  presque  inépui- 
sable de  pareilles  relations.  Je  me  bornerai,  pour  ne  pas  allonger, 
à  citer  quelques-unes  des  plus  simples. 

Remarquons  d'abord  les  formules  J±(&)  =  l  / —  sin#  et 
J  ±(x)  =  t  /  —  cos#,  puis  faisons,  dans  (,j),  m  =  ->  il  vient 
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4  /  —  /      sin"cp  cos(a  cosep) 3n-i(b  sin cp)  dy  — J       ,(/a2-+-62). 

(«2+62)         2  2 

Supposons  alors  b  infiniment  petit  et  remplaçons  les  lettres  n 
et  a  par  n  -4-  -  e\.x  respectivement  :  la  formule  précédente  donne, 
pour  n  entier  et  positif, 

<x  x"  r  ■ 

(i5)  Jn(x)= — - — — /      sin2"o  cos(:r  coscs  )  ih. 

-  1.3.5. ..  (2/i  —  \)J0 

(7est  l'expression  ordinaire  de  J«(x)  en  intégrale  définie.  On 
voit,  du  reste,  que  J«(^*)  peut  s'exprimer  plus  généralement  au 
moyen  d'une  intégrale  définie  contenant  un  paramètre  arbitraire. 
En  effet,  si  l'on  écrit  la  formule  (6)  sous  la  forme 


jf 


i 


r(W+!-)r(fl+^)qW+V+i 
—  T^  !  ! — 5"\ — ..._^.._^o —    - 
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avec  c  =  a-hb,  le  but  est  atteint;  car,  m  et  n  étant  entiers,  co       ,  et 

1  m  +  - 

<p      j  s'exprimeront  par  des  exponentielles  et  des  quantités  algé- 

1  n-+-  - 
2 

briques.  Le  résultat  précédent  contient  une  infinité  de  formules 
particulières  :  en  voici  une  assez  remarquable 

2  i  r  - 

(— i)»g"Jyi(g*)  =  ~  i.3,5...(2/t_,)   /      ?ï,ï«+i(arsin<P)  ^T 


avec 


ç.,,i  =  ■ et       Çp2,2«+i  =  (—  U"  1.3.  j...(  2/1  —  1  ((ArtCps.i  —  B«?j,i  '• 


A„  et  Bw  désignant  encore  les  polynômes  de  Schlaefli. 
La  même  formule  donne  encore  pour  un  cas  spécial 

/•â  _ 

/      cos(a  coscp)  cos(6  sino)  efo  =  -  J0  (/«'-  —  b-) 

qui  devient,  pour  />  =  «/, 

r  ^  - 

/      cos(a  cosç)cos(a/  sins j  r/ç.  =  —  ; 

cette  dernière  sera  utilisée  plus  loin. 

La  formule  (7)  est  susceptible  d'une  extension  remarquable  par 
laquelle  je  terminerai  ces  brèves  applications.  Pour  simplifier, 
nous  emploierons  la  fonction  <p?(#),  plus  maniable  que  ^p_q(x) 
ou  }m{x). 

Je  dis  que,  v  étant  un  entier  positif  quelconque,  et  p!f  désignant 
ainsi  que  o\*j  certaines  constantes,  on  a  identiquement 

v  V 

(16)    a:v??(a?)=2'll>Pv,Py+v+li(a?)=2ffv  (P^+v+ln-i(3?)      ({*  =  <>,  1, ....  v). 

0  0 

En  effet,  la  formule  précédente  est  manifestement  exacte  pour 
v  =0;  de  plus,  pour  le  cas  v  =  i,  on  vérifiera  son  exactitude  au 
moyen  des  formules  (12),  les  constantes  ayant  alors  les  valeurs 


.0 


(q  -+-  l)(q  -+■  2)        ■         q-r-i        '         (7  —  1  H  7  —  -2  117  -+-  3) 
Enfin,  lorsqu'on   multiplie  les  deux  termes  de  (16)  par  .r,  et  que 
l'on  remplace  au  second  membre  les  x®y+u+q  par  leurs  valeurs  en 
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'-3v+u.+7+i  et  ^7+04.7+25  on  voit  la  formule  se  reproduire  sans  autre 
changement  que  celui  de  venv  +  i.  Elle  est  donc  générale,  et  l'on 
peut  trouver  sans  difficulté  la  loi  des  coefficients  p,^'  et  it£. 
Considérons  maintenant  l'intégrale 


f  sVjs'*<tq(az)<Dq(bz,)dz 


où  Ton  a  fait,  pour  abréger,  z'  =  \  —  z  et  où  y  et  v'  désignent 
deux  entiers  positifs  quelconques.  D'après  ce  qui  précède,  elle  est 
décomposable  en  un  nombre  fini  d'intégrales  de  la  forme 


dont  la  valeur  est  assignable  par  la  formule  fondamentale. 
Autrement  dit,  l'intégrale 


f 


cos"+2"'ç  sin'"+2'"'o  Jn^l(acoso)3m-i(bs\nff)  do 

peut  s'exprimer  rationnellement  par  des  fonctions  J  de  divers 
indices  et  d'arguments  tous  égaux  à  \Ja--\-b2:  ces  fonctions  .1 
sont  en  nombre  fini.  On  suppose  m!  et  n'  entiers  et  positifs; 
quant  à  m  et  //.,  ils  sont  quelconques  positifs. 

On  peut,  dans  le  cas  où  m  et  n  sont  entiers,  généraliser  ce  ré- 
sultat; m'  et  n'  peuvent  être  alors  supposés  entiers  et  négatifs  : 
l'intégrale  s'exprime  toujours  par  un  nombre  fini  de  fonctions  J, 
d'arguments  égaux  aux  nombres  a,  b,  ou  c  =  \Ja--\-  b'-. 

Pour   prouver   ce    dernier  point,  je   rappelle  que   lorsqu'une 

fonction  y  vérifie  la  condition  -~^  =/(ûc)  et  que  ses  (n —  i)  pre- 
mières dérivées  sont  nulles  pour  x  =  o,  on  a 


y 


= — -,    l     f(z){x—  *)*- 

(  n  —  i  )  ! .  h 


'  ds. 


Soit  alors  l'intégrale 


(17)  X=   f   ~fq(az)(Dqibz')dz, 

dans  laquelle  a  est  un  entier  inférieur  ou  égal  à  q,  de  manière  que 
l'intégrale  a  une  valeur  linic.  Il  est  clair  que  les  (  X  —  1  I  premières 
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dérivées  de  \  par  rapport  à  la  variable  a  sont  nulles  pour  a  =  o. 

Miiis  on  a 

r ,/'  =  q {q  —  O-  •  -(q  —  m-  0  ?<?-« 
et 

U-  =  q(q  —  1).  ..(q  —  ra-H  l)  -= —      — —     » 


et,  par  suite, 

d9  \  r1 

-7  v  =  9(9  —  i)---(q—  »-Hi)  /     o7_x(a^)  o„-(bz)dz 

q\q  !  b'f  al-~>-      , 

—  -, /    \ r  ?v 

(7  —  7—  A-f-lj!  cv 

On  a  posé,  ])our  abréger,  v  =  g  -{-  q1  —  a  -+-  1 ,  c  =  a  -f-  l>.  De  la 
dernière  équation  l'on  tire 


(18) 


1  v!(X  — 1)!       o/0  (a  +  6/' 

I  y-<ï'-     «.  .  /*c(y  —  ft)*-*(c  —  y)*-1     , 


Soit  de  même  Y  l'intégrale  générale 


«Ad 

en  imitant  la  marche  précédente  et  posant,  pour  abréger, 
o  =  r/  +  (f —  X —  a' -4-  1 ,  on  trouvera  sa  valeur  par  une  intégrale 
double,  de  forme  symétrique, 

q\q'\  '    ra   Ch  *g-\  pg'-V  (g— q)*-i  (  b—  ft  )V-< 

k,i     Y  =  — -,-;; : — r    /       /      ! ôT7 E oP(a-f-3  )dxd3. 

(X  — i)!(X'-i)!p!,/0    .(,  (a-  ..  r/         r 

Les  intégrales  (18)  et  (19)  démontrent  l'exactitude  du  théorème 

annoncé  :  il  est  clair,  en  effet,  que,  lorsque  les  nombres  q,  q'  ;  X, 

a',  et  par  suite  v  et  p  seront  entiers  et   positifs,  on  pourra  rem- 

1           ©vCï)        ¥p(*-t-P)  1  1  ^?o    ,      1  ^P?o    rv 

placer  •      '  '  et  V- H-  par  les  expressions  v  !  -7-7-  et  p  !  -r-*-*  Des 

intégrations  par  parties  effectuées  dans  l'intégrale  simple  (18)  ou 
(huis  l'intégrale  double  (19),  fourniront  ensuite  un  certain  nombre 
de  termes  des  formes  tp0(«)>  ?o(^)?  ?o(c)  et,  en  outre,  des  inté- 

grales  de  La  forme  /    Yv"®o(*()d'y  (y=a  ou  b  ou  c).    Enfin,  ces 
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dernières  sont  à  leur  tour   intégrables,   sous   forme   finie,   par  la 
relation  (  i  5  ). 

Les  formules  (18)  et  (19)  ont  été  démontrées  exactes  pour  À  et 
À' entiers  :  on  peut  prouver  qu'elles  subsistent  même  pour  «  1<> 
valeurs  fractionnaires.  Elles  contiennent  un  grand  nombre  de  ré- 
sultats intéressants.  On  a,  par  exemple,  (c  =  y/a2-t-  b'1), 

•K 

f~-                                  .                     a3l(a)-hbil(b)  —  cii(c) 
f       .Ij  ( a  cosep)  Ji(o  sincp)  acp  = . — > 

ri       91/  ,  1  /  /    ■      w         cJi(a)—  a3i(c  1 

/      cos2cp  ii  (a  cosep)  Ji( 0  sin  tp  )  ers  = 

sin2©  Ji(a  coso)  Jt  (b  si  11  cp  )  ^/'.p  = 


X 


6c 
cJ](6)  —  iJi(c) 


X 


sin-  cp  cos'2cp  Ji  (a  cosep)  Ji(6  sin ç>)  cAp  =  —  J  s(  c  |. 


D'une  manière  plus  générale,  on  peut  obtenir  sous  forme  expli- 
cite Jes  intégrales  de  la  forme 

/      sin'2/' cp  cos2/J'cp  J 2/«-t-i  ( a  cosep)  J 2/j-i-i  (6  sincp)  d<p, 

"  0 

et  de  là  on  conclut  que  si  l'on  pose  en  série  de  Fourier,  valable 
entre  cp  =  o  et  o  =  -  > 

hm+i(acoso)S-2,l+l(b  sinçp) 

=  -  A  o-f-  Ai  cos'icp  -+-  A2  cos4'-p  +...+  A/  cosatcp  ■+- .  .  . . 

tous    les    coefficients   A    sont    exprimables    sous    forme    finie   en 
fonction  des  J  d'arguments  a,  b  ou  c. 

J'observe  encore,  en  terminant,  que  l'équation  |  5  bis  1  n'esl  pas 
la  seule  équation  de  Laplace  intégrée  par  des  fonctions  de  Bessel  : 
plus  habituellement  même,  on  y  substitue  cette  autre  équation 

d-y      ,  dy 

x  -~  —  (  2 a  —  1  ) .ry  =  a 

<l.r-  V  d.X  J 

admettant    la    solution    y  =  ./•".!„(./ •),    el    l'on    peul    alors   poseï 
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L'équation  fondamentale  donne  ensuite  la  relation 

J'     ./"(  i  —  x)'1'  in(ax  j  J„-[a(i  —  x)]  dx  =  Ai  /-  J  t(a) 

V     a     n  +  n'-t-- 

dans  laquelle  A  représente  la  constante 

r(2/i  +  i)  r(  2«'+i)r|  «  —  «'-+-  -  ) 


a  = 


1/'     - 1 )  r ( n'-h  i)  T( 2 n  -+-  2 »' 4-  2 ) 


TROISIEME  PARTIE. 


Laissant  maintenant  de  côté  toute  application  particulière  je 
passe  à  la  généralisation  de  la  formule  d'Abel.  Reprenons  la  for- 
mule fondamentale  (5),  en  supposant  désormais  le  dernier  mo- 
dule bn  égal  à  zéro. 

Dans  ce  cas,  si  le  premier  paramètre  est  différent  de  (  n  —  i  I,  \<> 
dérivée  de  la  fonction  A  =  (a,,  a2,  . . .,  an  »  vérifie  une  équation  de 
Laplace  aux  modules  (  6, ,  b,,  . . .,  hn_K ,  o)  et  aux  paramètres 
at  H-  i,  rt2+6,,  . . .,  an-\-  b„_K  ;  c'est  par  cette  remarque  que  les 
considérations  actuelles  se  rattachent  au  calcul  des  différen- 
tielles à  indices  quelconques. 

La  dérivée  \'a  appartient  à  l'exposant  n —  at —  2  et  la  comparai- 
son des  termes  du  degré  minimum  fournit  la  relation 

X'a=  ( n  —  «,—  i)(«i-t-  i,  a.2—  bi,  a-i-r-  bt,  ....  aa-h  l>„-\  I 
=  (n  —  at  —  i)(at-f-  6j_i). 

Supposant  a{  <^  n  —  i,  cherchons  la  résultante  de  la  fonction 
~h'n  composée  avec  celte  autre  Àa<  =  (a'n  a!,,  —  a'n  I,  dans  laquelle 
a'(<n  :  d'après  l'équation  fondamentale,  cette  résultante  est 
égale  à 

(  «  —  «i  —  i  )  —^t — -, ---  [a/H-  af  —  (n  —  i  )  6/_i  . 

r(2/i  —  «j  —  aj  —  i)  ' 

Si  donc  l'on  pose  <7,  -+-  a\  =  i  (n  —  i),  équation  compatible  avec 
les  inégalités  précédentes,  et  généralement 

",—  a\  =  2(  n  —  i  \bj-\. 

on  obtient  pour  résultante  dès  fonctions  )V/.  '/•„  la  fonction 
Vin  —  a,  )  V(n  —  a\)[{  n  —  i)bi-\\- 
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Le  résultat  précédent  n'est  démontré  ci-dessus  que  pour 
a{  <  n  —  1;  toutefois  la  conclusion  demeure  exacte,  dans  le  cas 
limite  «,  =  n  —  1,  a\  =  n  —  1,  ainsi  qu'on  le  voit  aisément. 

Il  s'agit  maintenant  de  déterminer  la  fonction  [1 //  —  i)bi_\\ 
Son  premier  paramètre  étant  un  entier  inférieur  à  /?,  c'est  nue  so- 
lution double.  Pour  obtenir  celte  solution,  il  faut  procéder  connue 
il  a  été  expliqué  ci-dessus.  Supposons  at  fort  peu  différent  de 
(  n  —  1)  ou  égal  à  n  —  i  -+-  t.  puis  cherchons  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  fonction  /.„_  lorsque  £  se  rapproche  de  zéro.  Soit  donc 

celte  fonclion  développée  en  série.  Les  coefficients  doivent  être 
déduits  de  la  récurrence  de  la  page  3i,  dans  laquelle  on  fera 
a>\  =  n  —  1  4-  s,  at  —  (n  —  i)bi_t  :  la  récurrence  contient  donc  ici 
(n —  1)  termes  seulement,  à  cause  des  égalités  aw=o,  ù„  =  o. 

Les  nombres  xn  a.r_t,  ar_2,  ....  ar_w+2  s'j  trouvent  affectés 
respectivement  des  coefficients 

(#•  —  s )*(/•  —  i)(r  — -2)...(r  —  n  +  a),         (r— i)2(r  — 2).  ..(/-  —  «  -h  •>), 
(r  —  2  )2 .  .  .  ( >  —  //  —  2  ),         .  .  . ,         (  /■  —  »  -+-  2)2 

contenant  chacun  un  facteur  carré  ;  le  dernier  terme  ar_n+,  fait  seul 
exception  à  celte  règle  ayant  (  r  —  n  -+-  1)  comme  coefficient.  En 
posant  /•  =  1  -f-  s,  on  aura  deux  termes  à  considérer  :  le  premier 
d'entre  eux,  coefficient  de  a1+e  est  du  premier  ordre  de  petitesse, 
le  second  tout  connu  est  du  second  ordre  :  leur  quotient  a,+£  e*t 
donc  du  premier  ordre.  De  même,  en  faisant  r  =  a  ■+-  e,  on  aura 
trois  termes  en  présence  :  les  coefficients  des  lettres  a,+:,  a2+e  sonl 
tous  deux  du  premier  ordre,  tandis  que  le  terme  tout  connu  esl  du 
second  ;|  ainsi  a2+j  sera  du  premier  ordre.  En  continuant  ce  rai- 
sonnement, on  verra  que  les  coefficients  a)+£,  a2+e,  ....  y.n  _2+6  sont 
tous  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Faisons  enfin  /•=/? — 1  — {— £  ; 
le  coefficient  de  a„_,+£  esl  fini,  les  autres  sont  infiniment  petits  du 
premier  ordre.  La  conséquence  s'étend  donc  au  coefficient  a„_1+£ 
qui  est  encore  du  premier  ordre  :  le  même  fait  aura  lieu  d'ailleurs 
pour  tous  les  coefficients  suivants  a„+E,  art+(+e,  —  lesquels  se  dé- 
duisent des  premiers  par  une  récurrence  dont  les  facteurs  sont 
tous  li  1 1  i  — . 
i  )n  a  donc 
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el  enfin 

rés.i  '/',.  'i  ,  I  —  !'•  n  —  a,  l  1*1  h  —  a\ 

sous  les  réserves  aK  n —  i,  a',  <  //.  a/-f-  ûr|==  2(/i  —  i)l>i-\-  Les 
inégalités  précédentes,  combinées  avec  L'équation  «,+r/',  =  2/2 —  2, 
montrent  que  Ton  aura 

n  —  2  <  a 1  %  n  —  1 ,         n  >  a\     //  —  1 . 

Il  est  maintenant  facile  de  généraliser  la  formule  d'Abel  :  les 
suppositions  et  les  notations  précédentes  sont  strictement  main- 
tenues dans  ce  qui  suit. 

Je  dis  qvie,f(x)  etF(x)  étant  deux  fonctions  de  ./-dont  la  pre- 
mière se  réduit  à  zéro  pour  x  =  o,  si  Ton  a  la  relation 

(20)  /     f'(z)\a(x  —  z)dz  =  Y(n  —  at)F(x), 

■  o 

on  aura  aussi  cette  autre  relation 


(21) 


f    F'(z)\a'(x-z)dz  =  Y(n-a\)f(x). 


Les  formules  précédentes  sont  remarquables  par  leur  symétrie 
presque  complète  par  rapport  aux  fonctions  f{x)  et  F(.r);  la  for- 
mule d'Abel  correspond  au  cas  le  plus  simple  n  =  1 .  On  démon- 
trerait aisément  l'exactitude  de  notre  proposition  en  imaginant 
f{oc)  développée  en  série  de  la  forme 

A."(a-)-t-A.'"'aJ')-+-A<"  (a»)+..., 

mais  on  peut  procéder  d'une  manière  à  la  fois  plus  simple  et  plus 
exacte. 

Éliminons  F(.r)  entre  les  deux  formules  :  la  relation  à  démon- 
trer devient 

/      \a.(x  —  z)dz-r-    f     /'(  u)la(  z  —  u)(Iit  =  Yl/i  —  'ti)  lui  —  <i\)J\.rv. 

or,  à  cause  de  l'inégalité  a{^n  —  1 ,  on  peul ,  au  premier  membre. 
différentier  la  seconde  intégrale  sous  le  signe  en  écrivant  ainsi 


f    \a\x  —  z)dz   f    i'<  u)\'ai  z-ii 


\du, 
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ou  encore  en  intervertissant  l'ordre  des  intégrations 

f     f\u)du  I      la(x  —  z)  Va(z  —  u)dz 

'    0  *'U 

=  f   f\u)du  f         \a.{x  —  u—t)Va{t)dt. 

•    0  •    n 

Or  la  seconde  intégrale,  aux  limites  o  cl  x —  //,  n'est  autre  chose 
que  la  résultante  des  fonctions  \'a  et  \a',  la  variable  se  nommant 
maintenant  x —  u  au  lieu  de./-.  Celte  résultante,  on  l'a  vu.  se 
réduit  elle-même  au  produit  constant  T (n —  at)T(n —  a\);  la  for- 
mule à  vérifier  est  donc  simplement 

f    f(u)du=f(x), 

ce  qui  est  juste,  puisque  f(p)  a  été  supposé  nul. 

Le  théorème  précédent  donne  la  résolution  de  l'équation  fonc- 
tionnelle 

(22)  f      F'(z)\a>(x  —  z)dz  =f(x),        n>a\^.n  —  1, 

«■  0 

dans  laquelle  F(s)  est  la  fonction  inconnue,  sous  la  forme 

r(/i  —  ai)T(n  —  a\)¥(x)  =  f    f  (z)l„<  .r  -  z)dz, 

*  0 

formule  qui  devient  indépendante  de  l'hypothèse /(o)  =  o  lors- 
qu'on l'écrit  ainsi 

(7.3)  T(n-ai)T(n  —  a\)F(x)=  f    f(z)Va(x      z)dz. 

Si  dans  l'équation  (22)  on  avait  <(\<^n  — 1 ,  on  pourrai I,  par  des 
dillérentiations  préalables  sans  influence  sur  la  forme  de  l'équa- 
tion, ramener  le  paramètre  a\  entre  les  deux  limites  n  —  1,  n.  La 
solution  précédente  de  l'équation  fonctionnelle  (22)  doit  donc  être 
regardée  comme  générale. 

\(mis  nous  contenterons  de  l'exemple  suivant. 

Soit  à  résoudre  l'équation  fonctionnelle 

(24)  f    F('*«-  t*)cosatdt     :/l 
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Il  suffit  de  faire  dans  ce  qui  précède  n  =  2,  a\  =  -,  a'2= r> 

1  ,,-  .      -  s\n(av/x)      -  ^e-wJx 

as—->  a2=—,   puis  Ka= — '■>    >-a  = ,-- >    pour 

u  1  «  iy  x 

oblenir  la  solution 

y'.r  «/o  v-^  —  '2 

solution  que  nous  allons  vérifier  directement. 

Substituons  dans  (24)  les  deux  parties  dont  se  compose  F(x); 
il  v  aura  deux  intégrales  à  vérifier 


f 


-  cosrt/  dt  =  - 


\f-r-—  fl 

et 

/*  /"  f  (\l x- /2 M'2) 

/    /  •' — *  /cosgf(<;a"  —  g-*"  )<://  du  =  -  f\  x  )  —  -  fi  o); 

J  J        y/^-î  —  /2  —  11* 

dans  l'intégrale  double,  le  point  (m,  t)  doit  se  déplacera  l'inté- 
rieur d'un  quart  de  cercle  limité  aux  axes,  de  rayon  égal  à  x,  le 
centre  étant  à  l'origine.  Remplaçons  les  coordonnées  rectangu- 
laires (u,  t)  par  les  polaires  u  =pcos8,  t  =  p  sinQ  ou  t  =  xs\nH 
selon  que  Ton  se  trouve  à  l'intérieur  du  cercle  ou  sur  sa  périphérie. 
Les  deux  intégrales  deviennent 


Jf      cosC ax  sin6)  cos (ai X  cosO)  r/fJ 
n 


2 

"  u 

et 


Ç    LSy*2      's2>  p  dp  f  '  cos(ap  sin  8)  eos(aip  cosb)d%  =  -  /(a?)—  -  /(o). 

Mais  la  première    est  une    intégrale   connue,  démontrée   à   la 
page  4o,  et,  par  son  moyen,  la  seconde  se  réduit  à  l'identité 

Jq  \/X- G2 
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Inaugural-Dissertation.  [n-4°,  ~>~  p.  Gôttingen,  1898. 
(  Considérant  ['intégrale 

où  a,  [3  sont  des  valeurs  réelles  et  o(i)  une  fonction  réelle  de  ; 
dans  l'intervalle  (a,  ,3),  qui  ne  soit  jamais  négative,  el  les  dénomi- 
nateurs des  réduites  Q«(^)  de  la  fraction  continue  qui  représente 
f(s),  on  peut  se  proposer,  en  généralisant  des  propositions  bien 
connues  relatives  aux  fondions  sphériques,  deux  problèmes  dis- 
tincts : 

1"  Etudier   le   développement   d'une  fonction    analytique 

F  (s)  on  série  de  la  forme 

F(*)  =  SA«Q«(*), 

et  déterminer  le  domaine  de  convergence. 

20  Etudier  le  développement  d 'une  fonction  réelle  dans  l'in- 
tervalle (a,  r-j). 

\  la  vérité,  cette  généralisation  de  la  théorie  des  fondions  sphé- 
riques semble,  au  premier  abord,  assez  factice;  l'auteur  la  justifie 
par  la  théorie  de  l'interpolation,  en  utilisant  une  remarque  duc  à 
Tchehycheff  (Bulletin  de  l'Académie  impériale  des  Sciences 
de  Saint-Pétersbourg,  1860). 

La  lui  formelle  du  développement  de  cette  espèce  a  été  donnée 
par  Heine  (  Kugelfunctionen,  t.  I,  p.  292);  M.  Blumenthal  signale 
encore,  relativemenl  au  premier  problème,  les  résultats  obtenus 
par  M.  Pincherle  (  itti  [ce.  dei  Lincei,  l\  .  5;  1889.  innali di 
Matematica,  (884)  et,  relativemenl  ;m  second,  ceux  que  I  on  doil 
.1  M.  Darboux  |  Mémoire  sur  l'approximation  des  fonction*  de 

Bull,  des  s,!, ■nrcs  mat  hem.,    >.'  série,  t.  Wllt.     Mars  i 
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grands  nombres  (Lioumlle,  3e  série,  i.  I\  >].  C'est  d'ailleurs  •li- 
ce second  problème  < | n ' i I  s'occupe  principalement. 

Le  in  tint  de  dépari  esl  dans  les  recherches  de  Slieltjes  [Annales 
de  Toulouse,  VIII;  i <Sy4 )  sur  les  fractions  continues  de  la 
forme 


",-■ 


où  at  -4-  c/o-h  a3  -+- .  ■  .  désigne  une  série  divergente  ;i  termes  po- 
sitifs :  Stieltjes  a  montré  comment  une  telle  fraction  convergeait 
dans  tout  le  plan,  sauf  sur  une  portion  de  l'axe  des  quantités  né- 
gatives, et  a  donné,  de  la  fonction  qu'elle  représente,  une  expres- 
sion, au  moven  d'une  intégrale  définie,  que  M.  Blumenthal modifie 
un  peu. 

P 
Si  l'on  désigne,  en  général,  par  ^p  la  nieme  réduite,  les  équa- 
tions Pw=o,  QH=o  ont  toutes  leurs  racines  simples,  réelles  et 
négatives.  Les  racines  de  Q2//  sont  séparées  par  les  racines  de  P2„  et 

.P., 
de  02rt+2  5  si  donc  l'on  désigne  par  A,  le  résidu  de  la  fraction  -=-^ 

relative  à  la  racine  Xi  du  dénominateur,  A/  sera  un  nombre  positif; 

on  a  d'ailleurs  A,  +  A2  +  ...  +  A,,=  —  •  A  chaque  point-racine, 

on  peut  attribuer  comme  masse  le  résidu  correspondant;  quand  n 
augmente  indéfiniment,  la  distribution  des  masses  tend  vers  un 
état  limite  défini  dans  lequel  la  matière  se  trouve  distribuée  sur 
un  intervalle  1,  constitué  par  tous  les  points  de  l'axe  des  quantités 
négatives  au  voisinage  desquels  il  existe  des  racines  de  l'équation 
Q.,„=o,  pour  n  arbitrairement  grand.  Outre  l'intervalle  I,,  il  y 
aura  lieu  de  considérer  l'intervalle  1  formé  de  l'ensemble  des  inter- 
valles finis  où  les  racines  sont  partout  denses.  Si  l'on  considère 
un  point  \  de  I,  et  l'intervalle  (;—£.;  +  s),  la  masse  contenue 
dans  cet  intervalle  peut,  lorsque  s  tend  vers  o.  tendre  vers  o 
ou  vers  une  limite  finie  <r,  que  l'on  imaginera  alors  condensée 
au  milieu  \  de  l'intervalle.  Les  points  \  forment  un  ensemble 
dénombrable,  en  sorte  que  l'on  peut  affecter  chacun  d'un  indice  r  : 
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37  sera  la  masse  concentrée  au  point  Xr.  Si  maintenant  on  exclut 
les  points  Xr  de  l'intervalle  I,,  On  pourra  définir  la  densité  cp'(Ç) 
en  chaque  point  ç,  et  l'on  aura 

n=  »  SJ-2,,  ,/(  ^      Z  —  :  m*  Z  —  A,. 

telle  est  la  formule,  très  voisine  de  celle  de  Stieltjes,  à  laquelle 
parvient  l'auteur  :  il  l'écrit  sous  la  forme  symbolique 

•    1      -'       ? 
en  convenant  d'écrire  toujours,  quelle  que  soit  la  fonction  -l . 

Les  dénominateurs  Q2«  jouissent  des  propriétés  qu'expriment 
les  équations 

f   Q.i.Q.«»dÇ=o,  f   Q«B=_i_. 

Un  théorème  de  M.  Poincaré  (American  Journal,  -  i  sur  la 
limite,  pour  rc  infini,  du  rapport  de  deux  fonctions  p„,  pH+l,  dé- 
finies par  une  formule  de  récurrence 

pn+i+  ««jO/j+i  —  PnjD/i  =  o, 

fournit  ensuite  des  renseignements  importants  sur  la  nature  de 
l'intervalle  I)7  qui  est  formé  de  l'intervalle  1  et  d'un  nombre  uni 
de  points  isolés. 

Un  raisonnement  bien  connu  conduit  à  représenter  une  fonction 

arbitraire  F(s)  par  un  développement  de  la  forme    >    V«Qa 
A.«=a2«-+-i   /  FQs„<prfç, 


ou  l'on  a 


ei  à  étudier  les  intégrales  de  la  forme 


B,       /'   :...- 
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où  <L  esl  une  fonction  arbitraire.  Conformément  ;mx  notations 
expliquées  plus  haut,  il  convient  de  dire  que  <l's  esl  intégrable 
dans  I,  quand  l'expression 

a  une  valeur  déterminée,  ce  qui  exige  que  'Vi'  soit  intégrable 
dans  I  et  que  -!>  soit  fini  en  tous  les  points  Xr.  On  doit  à  M.  Dar- 
l)oii\  (loc.  cit.)  l'expression  dune  limite  supérieure  pour  les  inté- 
grales B«,  ainsi  qu'une  méthode  de  formation  pour  les  sommes 

n  =  m 

M.  Blumenthal  utilise  l'une  et  l'autre  et  parvient,  en  particulier, 
à  l'expression 


M  =  7T-f   F<  = 


Q2„+2(s)Q2«(S)-  Q2«-f-2(l)Qî«(^)  » 


Supposant  ensuite  que  1  ne  s'étende  pas  indéfiniment,  il  impose 
à  la  fonction  F  les  conditions  suivantes  :  F  est  continue  dans  lt  et 
admet  en  chaque   point  une  dérivée  à    droite    et   une   dérivée  à 

F(*)-F(Ê) 


fauche.  La  fonction  '*»(?) 


où  ;  esl  un  point  déter- 


miné, ç  un  point  arbitraire  de  I,  est  intégrable  dans  I,  :  dans  ces 
conditions  la  série 


soo=  2  A»Q»«(*) 


converge  pour  tous  les  points  z  tels  que  le  rapport 

!Qq„U)| 

«2«-»-2Va2A-*-l 

reste  fini  quand  //  augmente  indéfiniment.   En   tous  ces   points, 
S(-)  n'est  autre  chose  que  la  fonction  proposée  F(s). 

Lorsque  l(  s'étend  à  l'infini,  la  seconde  condition  imposée  à  la 
fonction  F  est  remplacée  par  la  suivante  : 
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La   fonction  cp     — — ^ — —      est  intégral}  le  dans   [,.  V  i  z  \  est 

alors  développable,  si  le  rapport 

I  <?»(*) 


Ot/t-Ht  Vaîn+l  Vn 

reste  fini  pour  /*  =  x. 

M.  Blumenthal  développe  ensuite  diverses  applications  :  les 
polynômes  Q2«,  qui  proviennent  du  développement  en  fraction 
continue  de  la  fonction 


/(*)  = 


et  qui  ont  été  considérés  par  Laguerre  (Œuvres,  p.  Ï28),  ne  sonl 
pas  a[)tcs  à  fournir  le  développement  d'une  fonction  arbitra  ire  : 
ils    ne    permettent     pas,    par    exemple,    le    développement    de 

sl_MO<T<  -)•  La  considération  des   fondions  génératrices 
W(z,  x)  =  Sa?*Q„|  s), 

et  les  propositions  obtenues  par  M.  Darboux  [/or.  cit.),  sur  les 
séries  entières  à  singularité  unique  sur  le  cercle  de  convergence, 
conduisent  à  des  résultats  intéressants.  Si  Ton  suppose,  dans  la 
f*  .ni  ion  continue. 


\(n)  \i  (  n) 

où  <I>,  $1,  X,  X,  sonl  des  polynômes  tels  que  a>>n,  a2n-{  soient 
positifs,  on  arrive  au  résultat  simple  que  voici  :  une  fonction  I  qui 
satisfait  aux  conditions  énumérées  plus  haut  (dans  le  cas  où  1,  ne 
s'étend  pas  à  l'infini)  est  développable  en  une  série  de  polynômes 
Q2//J  valable  [tour  tous  les  points  de  l'intervalle  I,,  lorsque  le 
rapport 

X(/i)Xti  n  1 

reste  pour  n  infini  compris  entre  des  limites  fixes,  non  nulles.  Les 
fonctions  de  Jacobi,  dénominateurs  des  réduites  de  la  fraction 
continue  qui  représente  la  fonction 


1  1         r   1  1      ->■<■■■ 

J  ■    '       r*(p)  ,*(a+{J)-3  J    x  z-     \ 

IV.  (l.      -,  ni. 
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sont  aptes  à  fournir  le  développement  d'une  l'onction  dans  l'inter- 
valle ( —  4i  o).  C'est  un  résultat  que  l'on  doit  à  M.  Darboux. 

M.  Blumenthal  s'occupe  ensuite  du  développement  d'une  fonc- 
tion analytique  en  une  série  de  polynômes  Qo„(z)  :  c'est  un  cas 
particulier  du  problème  traité  par  M.  Pincherle  (/oc.  cit.),  à  savoir 
le  développement  dune  fonction  analytique  en  une  série  de  poly- 
nômes qui  vérifienl  une  équation  aux  différences  du  /•1<n'e  ordre, 
dans  laquelle  z  entre  linéairement.  Dans  certains  cas,  il  peut 
exister  différents  développements  d'une  même  fonction. 

J.   T. 


Bertrand  A.  W.  RUSSELL,  M.  A.,   Fellow  of  Trinity  Collège,  Cambridge. 

An  Essat  on  tbe  Foundatioxs  of  Gkomkthy.    In-s ■■.   201  p.  Cambridge, 
University  Press.  London,  Clay  and  Sons,  1897. 

L'Ouvrage  de  M.  Russell  vient  bien  à  son  heure.  La  Géométrie 
a  fait  de  tels  progrès  dans  ce  siècle,  et  depuis  trente  ans  surtout 
la  Géométrie  non-euclidienne  a  pris  un  si  grand  développement, 
qu'il  devenait  nécessaire  de  critiquer  et  de  systématiser  les  résul- 
tats acquis,  et  d'en  tirer  les  conséquences  philosophiques.  Mai», 
pour  mener  à  bien  une  lâche  aussi  délicate  et  aussi  ardue,  il  fallait 
une  double  compétence  qui  se  rencontre  bien  rarement.  Grâce  à 
une  organisation  universitaire  autrement  souple  et  libérale  que  la 
notre,  l'auteur  a  pu  étudier  successivement  à  Cambridge  les  Ma- 
théma tiques  et  la  Philosophie  et  passer  maître  dans  les  deux  do- 
maines. D'un  côté,  il  est  au  courant  des  plus  récents  travaux  des 
géomètres  contemporains;  de  l'autre,  il  est  pleinement  initié  à  la 
tradition  philosophique  et  possède  un  esprit  critique  d'une 
vigueur  et  d'une  subtilité  rares.  Cela  lui  a  permis  de  jouer  en 
quelque  sorte  le  rôle  d'arbitre  entre  les  deux  camps,  non  pas  hos- 
liles,  mais  séparés  :  il  a  pu,  d'une  pari,  démêler  le^  erreurs  et  les 
contresens  philosophiques  des  métagéomètresj  d'autre  pari,  ré- 
futer les  objections  injustes  et  trop  souvent  ignorantes  que  les 
philosophes  adressaient  à  la  Métagéométrie ;  en  un  mot,  dissiper 
le-,  équivoques  et  les  malentendus  que  de  longues  el  confuses 
controverses  avaient  accumulés  sur  le  sujet.  Philosophiquement, 
M.  Russell  esi  un  disciple  et  un  continuateur  de  Kani  :  il  à  res- 
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lauré  et  corrigé  la  théorie  criticiste  en  la  remettant  au  point  de  la 
Science  moderne.  On  peut  dire  que  son  œuvre  constitue  la  philo- 
sophie de  la  Géométrie  du  xixe  siècle. 

Après  une  courte  introduction  destinée  à  définir  le  problème 
par  ses  rapports  avec  la  Logique,  la  Psychologie  et  les  Mathéma- 
tiques, l'auteur  commence  par  résumer  l'histoire  de  la  Mélagéo- 
métrie.  A  l'exemple  de  M.  Klein,  il  la  divise  en  trois  périodes,  et 
s'attache  à  faire  ressortir  les  idées  directrices  de  chacune  d'elles. 
Dans  la  première,  Lobalchewski  et  Bolyaï,  probablement  inspirés 
par  Gauss,  ont  voulu  prouver  que  le  postulatum  d'Euclide  est  in- 
démontrable, en  essayant  d'édifier  une  Géométrie  non  contradic- 
toire sur  sa  négation,  et  cela  par  la  méthode  synthétique  d'Eu- 
clide lui-même.  La  seconde  période,  illustrée  par  les  Mémoires 
de  Riemann  et  de  Helmhollz.  emploie,  au  contraire,  la  méthode 
analytique  pour  définir  l'espace  par  ses  propriétés  métriques 
(distance,  courbure).  Enfin,  la  troisième  période,  inaugurée  par 
les  travaux  de  Cayley,  applique  la  même  méthode  à  l'étude  des 
propriétés  projectives  de  l'espace,  qui  sont  logiquement  anté- 
rieures à  ses  propriétés  métriques.  L'auteur  discute,  à  ce  propos, 
la  Géométrie  elliptique  de  Klein,  qui  ne  lui  paraît  pas  corres- 
pondre à  un  espace  distinct,  et  l'emploi  des  imaginaires  en  Géo- 
métrie, grâce  auquel  on  réduit  les  propriétés  métriques  de 
l'espace  aux  propriétés  projectives.  Il  trouve  la  synthèse  et  la  con- 
clusion de  toutes  les  recherches  antérieures  dans  la  théorie  des 
groupes,  qui  a  permis  à  M.  Sophus  Lie  de  réduire  les  axiomes  de 
la  Géométrie  à  leur  plus  simple  expression  et  d'en  donner  la  loi- 
mule  définitive.  Ce  sont  ces  axiomes  qui  font  l'objet  de  l'étude 
critique  de  M.  Russell  ;  il  s'agit  de  savoir  quelle  en  est  la  valeur. 
empirique  ou  a  priori. 

Mais,  auparavant,  pour  préparer  celte  étude,  l'auteur  expose  et 
discute  quelques-unes  des  théories  philosophiques  de  la  Géomé- 
trie qui  ont  été  proposées  depuis  un  siècle.  Il  recherche  d  abord 
ce  qui  subsiste  de  la  doctrine  de  Kant  louchant  L'espace,  et  il 
montre  dans  quelle  mesure  elle  est  compatible  avec  les  décou- 
vertes des  métagéomètres.  Il  critique  ensuite  avec  beaucoup  de 
vigueur  el  d'ingéniosité  les  théories  empiristes  de  Riemann,  de 
Helmhollz  et  d'Erdmann.  L'auteur  réfute,  d'autre  part,  les  objec- 
tions adressées  par  Lolze  et  d'autres  métaphysiciens  à  la  Géomé- 
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trie  non-euclidienne,  en  montrant  qu'elles  proviennent  < le  contre- 
sens mathématiques  et  de  l'ignorance  du  sujet.  Il  soutient,  contre 
Delbœuf,  que  l'impossibilité  des  figures  semblables  n'implique  pas 
< [ 1 1 < •  l'espace  ait  une  grandeur  absolue,  H  que,  par  suite,  l'homo- 
généité de  l'espace  (entendue  comme  indépendance  de  la  gran- 
deur et  de  la  forme  l  n'esl  pas  un  axiome  a  priori.  Il  passe  enfin 
brièvemenl  en  revue  les  principaux  travaux  français  sur  la  ques- 
tion (ceux  de  MM.  Poincaré,  Calinon,  Lechalas  et  Renouvier),  et 
recueille  de  toutes  ces  discussions  les  résultats  posil  il-  déjà  acquis, 
qui  \oiiL  lui  servir  à  construire  sa  propre  théorie. 

En  premier  lieu,  la  Géométrie  projective  est  distincte  ei  indé- 
tendante de  la  Géométrie  métrique,  comme  l'a  prouvé  Staudt,  en 
lonnant  du  rapport  anharmonique  une  définition  purement  des- 
criptive, et  en  définissant  les  coordonnées  projectives  par  la  con- 
struction du  quadrilatère  complet,  qui  n'implique  aucune  notion 
de  grandeur  ni  de  mesure.  Or,  comme  les  espaces  non-euclidiens 
ne  diffèrent  de  l'espace  euclidien  que  par  leurs  propriétés  mé- 
triques, ils  correspondent  à  une  seule  et  même  Géométrie  projec- 
tive. Les  axiomes  de  la  Géométrie  projective  sont  donc  communs 
ans.  trois  genres  d'espaces,  et,  par  suite,  doivent  constituer  les 
axiomes  a  priori  de  la  Géométrie  euclidienne.  Ces  axiomes  pro- 
jectifs  sont  : 

i°  \J axiome  du  point  (d'où  dérivent  la  continuité  et  la  divisi- 
bilité à  L'infini  de  l'espace); 

n°  \  S  axiome  des  dimensions  (chaque  point  est  défini  par  ses 
relations  avec  un  nombre  entier  fini  d'autres  points); 

3°  V! axiome  de  la  ligne  droite  \  deux  points  déterminent  une 
ligne:  trois  points  déterminent  une  surface). 

Ces  axiomes  se  déduisent  a  priori  du  principe  fondamental  de 
la  relativité  de  la  position,  d'où  résulte  immédiatement  l'homo- 
généité de  l'espace  (conçue  comme  l'indépendance  de  la  grandeur 
par  rapport  au  lieu). 

lui  Géométrie  métrique,  ces  trois  axiomes  deviennent  respec- 
tivement les  suivants  : 

i"  U axiome  de  libre  mobilité  (ou  de  congruence,  fondement 
de  la  relation  d'égalité  et,  par  suite,  de  toute  mesure 
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2°  V  axiome  des  dimensions  (entendu  cette  fois  au  sens  mé- 
trique I  : 

3°  L'axiome  de  la  distance  (deux  points  définissent  une  lon- 
gueur, et  c'est  là  la  grandeur  fondamentale  qui  serl  de  base  à 
toute  mesure  . 

Seulement,  tandis  que  les  axiomes  projectifs  dérivent  des  pro- 
priétés essentielles  de  l'espace  conçu,  en  général,  comme  une 
pave  forme  d'extériorité,  les  axiomes  métriques  se  déduisent  de 
la  possibilité  de  la  mesure,  dont  ils  sont  les  conditions  néces 
sa  ires.  Les  trois  axiomes  précédents  sont  donc  doublement  a 
priori.  Quant  aux  axiomes  spéciaux  à  la  Géométrie  euclidienne, 
à  savoir  : 

i"  L'espace  a  trois  dimensions; 

2°  Il  n'y  a  qu'une  ligne  droite  qui  passe  par  deux  points  donnés 
quelconques; 

.')"  Par  un  point  donné-,  il  ne  passe  qu'une  parallèle  à  une 
droite  donnée, 

railleur  les  considère  comme  empiriques  (')  attendu  que  les 
trois  premiers,  communs  aux  Géométries  euclidienne  et  non- 
euclidiennes,  suffisent  à  assurer  la  possibilité  de  la  mesure  et  per- 
mettent, par  conséquent,  de  déterminer  par  expérience  les  pro- 
priétés métriques  de  l'espace.  Ue  ces  axiomes  empiriques,  le 
premier  seul  est  connu  d'une  manière  exacte  et  certaine,  parce 
que  le  nombre  des  dimensions  de  l'espace  esl  essentiellement 
entier,  et  partant  discontinu.  Les  deux  autres  ne  pensent  être 
connus  et  vérifiés  qu'approximali veinent,  comme  toute  loi  expé- 
rimentale qui  repose  sur  la  mesure  de  grandeurs  continues. 

Il  reste  à  justifier  philosophiquement  la  nécessité  «les  axiomes 
a  priori,  par  une  déduction  transcendentale  à  la  manière  de 
Kant,  c'est-à-dire  en  montrant  que  ces  axiomes  sont  les  condi- 
tions de  toute  expérience  possible.  M.  Russell  pari  de  ce  principe 
(établi  par  les  logiciens  modernes,  notamment  MM.  Bradlej  et 
Bosanquel  i  que  toute  expérience  implique  la  connaissance  d  une 


(')  Cf.   Russell  .  Les  axiomes  propres  à  Euclide  sont-ils  empiriques?  Vp. 
Revue  de  Métaphysique  et  de  Morale,  novembre  iUpS  (l.  VI,  ■ 
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multiplicité  de  choses  en  relation  réciproque  :  or  celle-ci  n  est  pas 
possible  sans  une  forme  d'extériorité  intuitive,  el  non  concep- 
tuelle, jouissant  des  propriétés  énoncées,  qui  se  ramènent  à  une 
seule  :  L'homogénéité.  \m-i  un  espace  homogène  esl  la  condi- 
tion nécessaire  de  la  possibilité  de  l'expérience,  et,  par  suite,  les 
axiomes  qui  expriment  ses  propriétés  essentielles  ne  peuvent  être 
connus  qu'a  priori.  L'auteur  termine  en  discutant  quelques- 
unes  des  contradictions  inévitables  (analogues  aux  antinomies 
kantiennes)  qu'impliquent,  selon  lui,  la  notion  de  l'espace  et  celle 
du  point,  ainsi  que  le  cercle  vicieux  que  forment,  d'une  part,  la 
définition  des  points  par  les  lignes  (ou  surfaces),  et,  d'autre  part, 
la  définition  des  lignes  (et  surfaces)  par  les  points  (en  vertu  du 
principe  de  dualité).  Pour  résoudre  ces  difficultés,  il  propose 
d'admettre  une  matière  géométrique,  qui  romprait  la  relativité 
de  l'espace  vide,  et  qui  servirait  aux  figures  géométriques  de  sup- 
port et  de  contenu. 

Quoi  que  l'on  pense  de  ces  conclusions  philosophiques,  que 
nous  n'avons  pas  à  discuter  ici  ('),  cet  Ouvrage  plein  de  science 
et  d'idées  ne  sera  pas  moins  utile  ni  moins  intéressant  pour  les 
mathématiciens  que  pour  les  philosophes.  S'il  ne  leur  apprend  pas 
de  faits  nouveaux,  il  sera  un  guide  précieux  el  sur  pour  tous  ceux 
qui  veulent  s'initier  à  la  Géométrie  non-euclidienne  et,  plus  géné- 
ralement, aux  méthodes  de  la  Géométrie  moderne  :  par  exemple, 
il  leur  révélera  l'indépendance  logique  et  l'importance  philoso- 
phique de  la  Géométrie  projective,  trop  négligée  dans  l'ensei- 
gnement français.  Mais  surtout  il  leur  montrera  comment  il  faut 
traiter  et  résoudre  les  problèmes  philosophiques  qui  sont  à  la 
base  de  la  Science;  il  leur  apprendra  à  comprendre  el  à  interj 
correctement  les  résultats  paradoxaux  tir  la  Métagéomélrie.  li  l<> 
mettra  notamment  en  garde  contre  cel  empirisme  inconscient  el 
naïf  qui  les  porte  à  attribuer  d'emblée  à  l'expérience  toutes  les 
notions  primitives  et  tous  les  principes  de  la  Science,  en  un  mot 
tout  ce  qu'on   ne  peut  ni  définir,   ni  démontrer  logiquement;  il 


(  '  )    Voir  une  analyse  j •  I  u -  complète  el  une  discussion  de  l'Ouvragé  au  poinl  de 
vue    philosophique  dans   la    Revue  de  Métaphysique  et  de    Morale,   mai    is',^ 

(t.  VI.  p.    ■  ., 
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leur  enseignera,  par  sa  critique  de  Helmhollz  et  d'Erdmann,  que 
l'expérience  n'est  possible  qu'à  de  certaines  conditions  et,  par 
suite,  présuppose  certaines  hypothèses  qu'elle  ne  peut  vérifier, 
puisqu'elle  les  postule.  C'est  pourquoi  il  est  illogique  de  fonder 
l'homogénéité  de  l'espace  sur  l'existence  de  corps  rigides,  car 
comment  connaissons-nous  la  rigidité  des  corps,  sinon  par  des 
mesures  qui  impliquent  d'avance  l'homogénéité  de  l'espace? 
L'hypothèse  d'une  déformation  des  corps  par  le  déplacement  n  esl 
pas  seulement  absurde,  en  tant  qu'elle  attribue  à  l'espace  vide,  au 
lieu,  une  action  physique  réelle  sur  les  corps  qui  l'occupent;  elle 
n'a  pas  de  sens,  rigoureusement  parlant.  En  ell'et,  cette  supposi- 
tion, que  deux  corps,  égaux  quand  ils  coïncident,  cessent  de  l'être 
une  fois  séparés,  est  invérifiable,  puisqu'on  ne  peut  constater  leur 
égalité  que  par  leur  superposition.  Si  la  grandeur  des  corps  va- 
riait en  fonction  du  lieu,  une  telle  fonction  serait  arbitraire  et 
indéterminée;  et  au  fond,  comme  dit  M.  Russell,  celte  indéter- 
mination mathématique  ne  fait  que  traduire  l'absurdité  philoso- 
phique de  l'hypothèse  (§  147).  L'axiome  de  libre  mobilité  (ou 
de  congruence)  n'est  donc  pas  une  vérité  d'expérience,  comme 
on  le  croit  trop  souvent,  mais  une  condition  a  priori  de  la  mesure, 
impliquée  dans  la  définition  même  de  l'égalité  géométrique.  Il 
s'ensuit  que  la  Mécanique  et  la  Physique  reposent  sur  la  Géomé- 
trie, et  ne  peuvent,  par  conséquent,  servir  à  fonder  ni  à  vérifier 
les  axiomes  géométriques  (§§  70-73,  82). 

D'un  autre  côté,  on  commet  une  pétition  de  principe  lorsque, 
comme  Rie  m  an  n,  on  essaye  de  donner  une  définition  analytique 
de  l'espace  et  de  ses  propriétés.  En  effet,  tout  système  de  coor- 
données suppose  que  l'on  conçoit  d'avance  l'espace  comme  un 
ensemble  de  grandeurs,  et  postule  la  possibilité  de  la  mesure, 
c'est-à-dire  du  déplacement  sans  déformation.  Or,  d'une  part,  la 
connaissance  de  J'espace  comme  ensemble  de  grandeurs  repose 
sur  la  connaissance  préalable  des  qualités  de  l'espace,  c  est-à-dire 
de  ses  propriétés  projectives;  et,  d'antre;  pari,  la  libre  mobilité 
exigée  par  la  mesure  implique  la  constance  de  la  courbure,  qui 
est  déjà  une  propriété  métrique  de  l'espace.  En  résumé,  la  Géo- 
métrie métrique  présuppose  la  Géométrie  projective;  el  la  Géo- 
métrie analytique  repose  nécessairement  sur  la  Géométrie  synthé- 
tique.  On  ne  peul  doue  sans  cercle   \ieien\  donner  des  propriétés 
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de  l'espace  une  définition  analytique  et  métrique,  et  ce  n'esl  pas 
Là  la  moindre  méprise,  ni  la  moins  fréquente,  qu'engendre  ee  que 
M.  Kussell  appelle  la  tendance  quantitative  des  analystes. 

Cette  tendance  antiphilosophique  se  rattache  à  un  préjugé  non 
moins  répandu,  que  nous  appellerions  le  préjugé  nominaliste,  et 
qui  porte  les  mathématiciens  à  croire  que  les  vérités  géométriques, 
en  particulier  les  axiomes,  sont  affaire  de  définition  et  de  conven- 
tion arbitraire.  M.  Russell  réfute  ee  préjugé  d'une  manière  lumi- 
neuse et  décisive,  en  montrant  qu'il  ne  se  justifie,  en  Mélagéo- 
métrie,  que  par  une  confusion  d'idées  (§  33,  sqq.).  On  a  cru  que 
toutes  les  Géométries  non-euclidiennes  étaient  valables  pour  le 
même  espace,  moyennant  une  modification  de  la  définition  delà 
distance,  de  sorte  que  la  question  de  savoir  laquelle  est  vraie 
n'aurait  plus  de  sens.  Mais  on  n'a  pas  pris  garde  que  la  distance, 
telle  que  l'a  définie  Cayley,  est  une  généralisation  projectile  de 
la  distance  métrique,  telle  qu'on  l'entend  d'ordinaire,  et  qu'elle 
n'a  pas  du  tout  le  même  sens,  attendu  que  la  distance  projeclive 
exige  quatre  points  pour  sa  définition,  tandis  que  la  distance 
métrique  est  déterminée  par  deux  points  seulement.  Il  en  résulte 
qu'on  a  attribué  aux  coordonnées  projectives  un  sens  métrique 
qu'elles  n'ont  pas,  et  qu'on  s'est  flatté  à  tort  de  réduire  les  pro- 
priétés métriques  de  l'espace  à  des  propriétés  projectives.  Celte 
réduction  n'est  qu'un  trompe-l'œil  ou  un  tour  de  passe-passe 
analytique,  et  n'a  qu'une  valeur  technique.  Au  point  de  vue  pro- 
jectif,  diverses  définitions  de  la  distance  soûl  possibles,  car  elles 
dépendent  du  choix  de  la  conique  ou  quadrique  fondamentale; 
mais,  au  point  de  vue  métrique,  il  n'y  a  qu'une  définition  admis- 
sible de  la  distance,  laquelle  détermine  tout  le  système  des  rela- 
tions métriques,  et,  par  suite,  la  seule  Géométrie  métrique  qui 
convienne  à  notre  espace.  Le  choix,  en  apparence  arbitraire,  de  la 
conique  fondamentale  équivaut précisémenl  à  cette  détermination 
du  sens  de  la  dislance  ou,  plutôt,  à  la  substitution  lacile  de  la 
distance  métrique  à  la  dislance  projeclive.  Il  ne  constitue  donc 
pas  une  convention  ou  une  définition,  mais  un  véritable  postulat 
déguisé. 

Enfin  (et  c'est  encore  là  un  travers  de  I  espril  formaliste  el 
analytique),  il  ne  faul  pas  croire  que  toul  ce  qui  esl  logique  smi 
possible,  el  que  la  seule  absurdité  consiste  'Lui-  la  contradiction. 
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Nous  avons  déjà  vu  que  l'hypothèse  suivant  laquelle  la  grandeur 
des  corps  varierait  en  fonction  de  leur  position  est  logiquement 
valable,  mais  philosophiquement  absurde.  De  même,  il  \  a  telle 
hypothèse  de  M.  Sophus  Lie  (à  savoir  que  l'axiome  de  libre  mo- 
bilité ne  vaudrait  que  pour  une  certaine  région  de  l'espace),  qui 
est  mathématiquement  admissible,  mais  impossible  et  inconce- 
vable au  point  de  vue  philosophique  (§  45);  M.  Piussell  a  fort 
bien  vu  que  c'est  là  l'erreur  fondamentale  commise  par  les  méta- 
géomèlres  dans  les  attaques  qu'ils  ont  dirigées  contre  la  valeur  de 
Géométrie  euclidienne.  Us  croyaient  prouver  le  caractère  empi- 
rique de  l'espace  euclidien  en  concevant  d'autres  espaces  logique- 
ment possibles.  Us  oubliaient,  d'une  part,  que  la  Géométrie  n'est 
pas  seulement  soumise  au  principe  analytique  de  contradiction, 
mais  est  fondée  sur  des  principes  svnthétiques  (axiomes  ou  pos- 
tulats); d'autre  part,  que  les  vérités  de  l'Analyse  ne  prennent  un 
sens  géométrique  et,  par  suite,  une  valeur  objective  qu'une  fois 
appliquées  à  une  intuition.  Il  ne  suffit  donc  pas  d'établir  la  vali- 
dité logique  des  Géométries  non-euclidiennes  ;  il  faudrait  prouver, 
en  outre,  l'existence  d'une  intuition  correspondante;  or,  Helm- 
holtz  n'y  a  pas  réussi  (§  68).  Aussi,  loin  de  ruiner  l'apriorisme 
kantien,  comme  ils  le  prétendaient,  les  métagéomètres  n'ont 
guère  fait  que  le  confirmer.  M.  Russell  remarque  spirituellement 
que  les  conclusions  légitimes  de  leurs  travaux  sont  ainsi  contraires 
à  leurs  intentions  et  à  leurs  tendances  empirisles,  et  que,  plus 
les  mathématiciens  se  sont  désintéressés  de  la  Philosophie,  plus 
leurs  recherches  ont  été  intéressantes  pour  la  Philosophie.  Il  v  a 
là,  évidemment,  une  pointe  de  paradoxe  et  d'humour.  Ce  qui 
esl  vrai,  c'est  que  les  travaux  des  mathématiciens  gagneraient 
en  justesse  et  en  portée  s'ils  étaient  mieux  au  courant  des  pro- 
blèmes philosophiques  qu'ils  posent  et  tranchent  parfois  sans 
s'en  douter.  Cette  initiation  philosophique  fait  particulièrement 
défaut  aux  savants  français,  et  c'est  sans  doute  pour  cela  (pu-  leurs 
contributions  à  la  Métagéométrie  ont  été  relativement  peu  im- 
portantes, au  jugement  de  notre  auteur  (§  100).  \ucnu  livre  n'esl 
plus  propre  (pic  celui  de  M.  Russell  à  combler  cette  fâcheuse  la- 
cune de  notre  enseignement  scientifique;  aus^i  ne  saurions-nous 
en  recommander  trop  vivement  la  lecture  à  tous  les  mathémati- 
ciens qui  réfléchissent  sur  leur  science,  ei  qui  veulent  vraimenl 
l.i  comprendre. 


6a  PREMIÈRE    PAU  TIR. 

Nous  sommes  heureux  de  pouvoir  leur  annoncer  que  la  maison 
Gauthier-Villars  doit  en  faire  paraître  prochainement  la  traduc- 
tion. Puisse-t-elle  contribuer  à  développer  en  France  le  goût  des 
recherches  critiques  et  épistémologiques,  à  rapprocher  les  mathé- 
maticiens et  les  philosophes  trop  longtemps  désunis,  et  à  renouer 
entre  les  deux  ordres  d'études  ces  longues  et  glorieuses  relations 
qui  ont  été  si  fécondes  pour  la  Science  et  pour  la  Philosophie. 

Loi  is  CoUTUB  vt. 


Victor  MORTET.  —  Ux  nouveau  texte  des  Traités  d'Arpentage  et  de 
Géométrie  d'Ep.vphroditi  s  et  de  Ymu  vus  IU  fis,  publié  d'après  le  ras. 
latin  13084  de  la  Bibliothèque  royale  de  .Munich,  avec  une  Introduction  de 
M.  Paul  Tannery  (tiré  des  Notices  et  extraits  des  manuscrits  de  la  Biblio- 
thèque nationale  et  autres  Bibliothèques,  t.  XXXV.  2e  Partie).  44  P-  in-4° 
(avec  2  PI.  et  de  nombreuses  fig-).  Paris,  Imp.  Xat.,  1896. 

Comme  le  dit  l'auteur  de  l'Introduction,  le  présent  travail  a 
pour  but  de  mettre  au  jour  un  nouveau  document  touchant  une 
question  très  complexe,  celle  des  sources  qui  ont  été  utilisées 
pour  deux  compilations  dont  le  rôle  a  été  considérable  dans  l'en- 
seignement pendant  le  moyen  âge,  à  savoir  les  deux  Géotnétries 
attribuées,  l'une  à  Boèce,  l'autre  à  Gerbert.  11  est  parfaitement 
établi  que  la  plus  importante  de  ces  sources  se  retrouve  dans  une 
série  de  textes  qui  figurent  parmi  ceux  des  agrimenseurs  romains, 
soit  anonymes,  soit  sous  les  noms  de  M.  Junius  Nipsus,  d'Epa- 
phroditus  et  de  Vitruvius  Rufus,  architecton.  Mais  si  l'on  se  de- 
mande quels  ont  été,  en  réalité,  les  auteurs  des  Géométries  attri- 
buées à  Boèce  et  à  Gerbert,  à  quelles  dates  ces  compilations  ont 
été  rédigées  et  sous  quelle  forme  les  rédacteurs  avaient  à  leur  dis- 
position immédiate  la  série  des  textes  précitée,  la  controverse  est 
loin  d'être  épuisée.  Il  est  encore  plus  malaisé  de  discerner  ce 
(prêtaient  en  fait  les  ouvrages  originaires  d'où  les  textes  en  ques- 
tion ont  été  extraits  à  une  époque  voisine  de  la  chute  de  l'Empire 
romain. 

Le  célèbre  Codex  Arcerianus  de  \\  olfenbultel  1  du  \  r  ou  du 
VIIe  siècle),  qui  est  le  plus  ancien  et  le  plus  important  pour  la 
collection  des  Gromalici  veteres,  débute  par  le  M.  Junii  Vipsi 
liber,  après  lequel  >e  trouve  le  fttàe/'d'Epaphroditlis  el  \  itruvius 
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Rufus,  architecton,  dont  une  partie  a  été  mutilée,  ainsi  que  cela 
mi  lieu  aussi  pour  le  liber  précédent. 

Les  publications  des  savants  qui  ont  utilisé  le  Codex  Arceria- 
nus,  comme  André  Schott,   dans  ses  Geometrica  et  Gromatica 
vetusti  scriptores  (Anvers,  1616)  Hase,  dans  ses  Epistolœ  Pa- 
risienses  (Paris,  1812)  Lachmann,   dans  son  éd.  des   Gromatici 
veteres  (Berlin,    1848),    ces   publications   étaient  restées  incom- 
plètes. M.  MoritzCantor  a  été  le  première  donner  le  texte  intégral 
du  liber  d'Epaphroditus  et  de  Vilruvius  Rufus,  dans  son  ouvrage 
Die  rômischen  Agrimensoren  und  i/tre  Stellung  in  der  Ge- 
schichte   der  Feldmesskunst,   eine  historisch-mathematische 
Untersuchung (Leipzig,  i8;5).  Enfin,  M.  Max.  Curtze  a  comblé  à 
très  peu   près   la  lacune  du  feuillet  manquant  de  VArcerianus, 
en  s'aidant  du  ms.  anonyme  de  Munich,  14836  {Abhandlungen 
zur  Geschichte  der  Mathematik,  VII,  1890).   Mais  avant  cette 
publication  de  M.  Curtze,  M.  V.  Mortel,  archiviste  paléographe, 
bibliothécaire  de   l'Université  à  la  Sorbonne,  avait  reconnu  que 
le  ms.  que  M.  Curtze  a  utilisé  était  moins  ancien  et  moins  com- 
plet qu'un  autre  ms.  de  la  Bibliothèque  de  Munich  (lat.  13084), 
qui  a   été    signalé    par  ses    soins  à  l'Académie  des  Inscriptions  : 
«   Ce  ms.  représente,  dit  M.  Tannery,  une  source  différente  de 
celle  de  VArcerianus,  mais  à  certains  égards  d'une  importance 
au  moins  égale,  surtout  parce  que  l'ordre  des  matières  est  beau- 
coup plus  rationnel  et  plus  voisin,  semble-t-il,  de  l'ordre  origi- 
naire. D'autre  part,  le  texte  est  souvent  plus  correct.    »  C'est  ce 
ms.  qui  fait  l'objet  de  la  publication  de  M.  \  .  Mortel. 

La  première  Partie  (I.  De  conditionibus  et  mensuris  agro- 
ru/n),  après  quelques  indications  métrologiques,  donne  une  suite 
de  problèmes  concrets  sur  des  champs.  La  deuxième  (IL  De  Jigu- 
rarum  diversis  speciebus  et  arearum  mensuris)  donne,  au  con- 
traire, des  mesures  de  surface  sous  leur  dénomination  géomé- 
trique abstraite  (');  la  troisième  Partie  enfin  (III.  De  Geometria 
columnarum  ci  mensuris  aliîs)  est  beaucoup  plus  courte;  les 
problèmes  y  sont  de  forme  concrète,  mais  exclusivement  stéréo- 
métriques.  Ce  ms.  établit  sans  conteste  possible  que  le  fragment 

(')  nu  \  remarque  plusieurs  fragments  nouveaux,  notamment  sur  la  mesure 
du  losange  el  de  l'aire  d'un  carré  dont  on  connaît  la  diagonale. 

Certains  problème*  ne  présentent  point  la  faute  de  formule  qui  les  entache 
.1  m-   I'  Ircerianus. 
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publié  par  La  ch  marin  sous  le  Litre:  De  jugeribus  metiundis  doit 
rire  rattaché  aux  problèmes  similaires  de  I'  irccrianus  el  qu'il 
constituait  avec  eux  une  partie  do  prétendu  liber  d'Epaphrodilus 
el  de  Vilruvius  Rufus;  on  peut  bien  dire  prétendu,  car  on  ne 
saurait  soutenir  sérieusement  l'hypothèse  d'une  collaboration  de 
ces  deux  auteurs.  Il  est  clair  que  la  Partie  I  esl  l'œuvre  d'un 
arpenteur,  que  la  Partie  II  esl  l'œuvre  d'un  géomètre  praticien 
qui  ne  vise  pas  en  particulier  la  mesure  des  champs,  el  qui  a  pu 
faire  suivre  ses  problèmes  abstraits  de  questions  stéréométriques 
sur  les  colonnes,  etc. 

La  Partie  I  serait  l'œuvre  d'Epaphrodilus,  les  Parties  II  el  III 
appartiendraient  à  Vilruvius  Rufus.  Le  nom  d'Epaphroditus  nous 
reporterait  au  n'  ou  1 11e  siècle;  avec  Vitruvius  Rufus,  nous  serions 
au  me  siècle  et  plus  probablement  au  ne,  ainsi  qu'avec  M.  Junius 
Nipsus  :  «  H  est  incontestable,  dit  M.  Tannerv,  que  la  deuxième 
Partie  représente  une  source  grecque,  qu'elle  esl  empruntée  à 
quelque  "éodète  de  la  bonne  époque.  On  pensait  naturellement  à 
Héron  d'Alexandrie,  lorsqu'on  était  d'accord  pour  le  placer  vers 
l'an  100  avant  J.-C;  maintenant  qu'on  ne  peut  guère  le  consi- 
dérer comme  antérieur  au  ne  siècle  de  notre  ère,  il  faut  plutôt 
penser  que  l'auteur  suivi  par  Vitruvius  Rufus  est  un  de  ceux  que 
Héron  a  compilés  de  son  côté,  et  si  un  nom  peut  être  indiqué  à 
tilre  de  simple  conjecture,  je  n'hésiterai  pas  à  prononcer  celui  de 
Philon  de  Bvzance,  qui  me  paraît  avoir  été  le  guide  principal  de 
Héron  pour  la  Géométrie,  comme  Ctésibios  le  fut  pour  la  Méca- 
nique, et  dont  un  architecte  romain  devait  naturellement  étudier 
les  écrits.  »  On  remarque  toutefois,  comme  sujet  à  controverse,  le 
l'ail  que  le  texte  publié  contient  une  singulière  classification  des 
triangles,  ainsi  que  le  malencontreux  emploi  de  formules  arith- 
métiques relatives  aux  nombres  polygones  pour  le  calcul  de  l'aire 
des  surfaces  de  polygones  réguliers. 

Quant  à  la  troisième  Partie,  qui  contient  des  problèmes  stéréo- 
métriques  relatifs  aux  colonnes,  elle  a  été  l'objet  d'une  étude 
approfondie,  qui  a  été  publiée  par  M.  V.  Mortel  dans  un  Mémoire 
spécial  (  '  ). 


(')  Bibliothèque  de  l'École  des  Chartes,  t.  I.YI1.  p.  177-324,  1896(01  à  part); 
article  intitulé:  Lu  mesure  des  colonnes  <i  la  fin  de  l'époque  romaine,  d'après 
un  très  ancien  formulaire. 
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Chaque  paragraphe  de  ce  texte  est  précédé  de  références, 
autant  qu'il  est  nécessaire,  soit  au  texte  de  Lachmann  (Grom. 
vet.),  soit  à  celui  de  M.  Cantor,  soit  enfin  à  celui  de  M.  Curtze; 
on  y  a  joint  l'indication  de  quelques  leçons  qui  n'ont  pas  été 
données  par  ce  dernier,  pour  le  ms.  14836  de  Munich. 

L'intelligence  en  est  facilitée  par  une  soigneuse  annotation  i\ue 
à  M.  P.  Tannerj,  pour  la  partie  mathématique,  cl  à  M.  \  .  Mortet, 
pour  la  partie  historique  et  philologique. 

Deux  fac-similés  sont  placés  à  la  lin  de  cette  publication. 


CLAUDII  PTOLE.M.EI  opéra  qu.e  exstant  omnia.  —  syntaxes  hathematica 
edidit  J.-L.  Hciberg.  Pars  1,  libros  I-VI  continens.  >46  pages  in-i6.  Leipzig, 

Teubner,  1898. 

Après  ses  éditions  d'Archimède,  d'Apollonius  et  d'Euclide, 
l'infatigable  Heiherg  a  entrepris  celle  de  Ptolémée  et  nous  donne 
aujourd'hui  la  première  moitié  de  V Almageste.  Jusqu'à  présent, 
le  texte  grec  n'avait  paru  que  deux  fois  :  à  Bàle  en  1  538,  à  Paris 
en  1 8 1 3.  Comme  la  plupart  des  éditions  du  xvie  siècle,  la  pre- 
mière ne  reposait  que  sur  un  seul  manuscrit,  et  le  premier  venu  ; 
l'abbé  Halma,  qui  a  donné  celle  de  Paris,  avait,  au  contraire,  col- 
lationné  d'excellents  manuscrits  et  il  a  imprimé  les  variantes  des 
trois  principaux,  parmi  lesquels  deux  étudiés  à  nouveau  par 
M.  Heiberg,  à  savoir  :  A  ==  Bibl.  Nat.,  gr.  2089,  et  C  =  3  i3  de  la 
Bibl.  Saint-Marc  de  Venise.  Malheureusement,  Halma  n'avait  ni 
un  sens  critique  suffisamment  exercé,  ni  une  connaissance  de  la 
langue  grecque  qui  pût  inspirer  confiance.  La  publication  d'une 
nouvelle  édition,  faite  conformément  aux.  règles  philologiques 
actuelles,  était  donc  éminemment  désirable,  et  elle  honore  égale- 
ment la  librairie  Teubner  et  le  savant  danois  dont  elle  emploie  si 
utilement  la  précieuse  activité. 

M.  Heiberg  a  établi  son  texte  en  suivant  de  préférence  le  ma- 
nuscrit A,  qui  est  du  ixe  siècle  et  paraît  provenir  de  l'Egypte.  Il 
en  a  relevé  avec  soin  toutes  les  particularités  orthographiques  el  a 
donné  en  même  temps  la  collation  complète  des  manuscrits 
B  =  Vaticanus  gr.    i5o,4>   également   du   xi1'  siècle:    <'..  copie  du 

Ilull.  des  Sciences  mathém.,  1'  série,   t.  XXIII.  (Mars  1 S99.  )  J 
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précédent,  d  D  =  Vaticanus  ^r.  180,  du  xiie  siècle  seulement, 
niais  conservant  parfois  seul  la  vraie  leçon  à  côté  d'interpolations 
audacieuses. 

On  peut  désormais  avoir  confiance  de  posséder  le  texte  de 
Ptolémée,  sinon  comme  il  l'a  écrit,  au  moins  comme  le  lisaient 
les  savants  d'Alexandrie  vers  l'an  5oo,  date  à  laquelle  paraissent 
remonter  les  prototypes  des  manuscrits  précités. 

Le  travail  ingrat  accompli  par  M.  Heiberg  est  d'autant  plus 
méritoire  que  le  texte  n'est  pas  autant  amélioré,  par  rapport  à 
l'édition  de  Paris,  qu'il  aurait  pu  l'espérer;  la  vérité  est  que,  quand 
llalma  a  été,  un  jour,  assez  malencontreux  pour  lire,  au  lieu  de 
Abyoùirzov  Ky.izy.zz:  (César  Auguste),  AtrpùffTqu  xa!  trapoç,  et  tra- 
duire Auguste  et  le  saros,  on  devait  se  demander  ce  que  pouvait 
valoir  son  texte  de  Ptolémée.  Mais,  en  fait,  ce  texte,  au  moins 
pour  Y Aima geste (')  était  satisfaisant,  et  relativement  très  supé- 
rieur à  la  version  française,  où  les  erreurs  sont  fréquentes;  c'est 
qu'en  réalité  il  n'y  a  pas  eu  d'altérations  graves  dans  la  traduction 
manuscrite,  comme  pour  tant  d'autres  auteurs  mathématiques,  et 
que,  d'un  autre  côté,  l'édition  de  Bàle  avait  été  déjà  assez  soigneu- 
sement faite  (par  Simon  Grynœus?)  pour  servir  de  guide. 

Le  résultat  le  plus  saillant  de  la  nouvelle  édition  est  peut-être 
au  reste  de  nous  apprendre  que  l'usage  de  distinguer  par  des 
accents  les  minutes,  secondes,  tierces  sexagésimales  ne  remonte 
pas  au  temps  des  manuscrits  anciens.  Les  nombres  de  chaque  ordre 
se  suivent  simplement  en  commençant  par  celui  des  degrés,  cha- 
cun d'eux  étant  surmonté  d'un  trait  horizontal  (comme  au  reste 
tout  nombre  cardinal)-,  l'accent  indique  un  nombre  ordinal  ou  un 
quantième  (c'est-à-dire  le  dénominateur  d'une  fraction).  Les 
accents  des  minutes,  secondes,  etc.  auraient  donc  été  introduits 
par  les  Byzantins,  et  nous  aurions  ainsi  conservé  au  moins  une 
trace  de  l'activité  scientifique  si  souvent  déniée  aux  Grecs  du 
Bas-Empire. 

M.  Heiberg  a  reculé  devant  la  tâche  d'une  traduction;  on  ne 
peut  que  le  regretter,  car  on  n'en  a  point  de  satisfaisante,  et  si  la 
langue  de  Ptolémée  est,  en  général,  assez  claire,  il  y  a  nombre  de 


(')  Il   n'en  est  pas  de   même   pour  les  Hypothèses  des  planètes,  ni  pour  les 
Commentaires  cl  autres  pièces  publiée-  par  Halma. 
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passages,  particulièrement  ceux  qui  intéressent  l'histoire  de  l'As- 
tronomie, dont  le  sens  est  difficile  à  saisir.  Le  nouveau  texte  a  un 
autre  inconvénient  pour  le  lecteur  :  conformément  à  l'habitude 
qui  règne  maintenant  pour  les  éditions  critiques,  parce  qu'elle  se 
rapproche  de  l'usage  des  manuscrits,  les  signes  de  ponctuation 
sont  aussi  rares  que  possible.  Dans  l'édition  Ilalma,  ils  sont,  au 
contraire,  prodigués  outre  mesure,  et  souvent  à  faux;  cependant, 
pour  mon  compte  particulier,  je  trouve  plus  commode  de  lire  un 
texte  où  il  y  a  trop  de  virgules  que  celui  où  l'on  rencontre  jus- 
qu'à cinq  lignes  de  suite  sans  un  signe  de  ponctuation.  Et  je  crois 
devoir  d'autant  plus  protester  contre  un  errement  qui  me  semble 
fâcheux,  que  trop  souvent  (M.  Heiberg  sait  bien  que  je  ne  dis  pas 
cela  pour  lui)  l'éditeur  évite  ainsi  trop  aisément  une  des  difficultés 
de  sa  tâche,  qui  est  de  donner  un  texte  facilement  intelligible; 
lorsque  la  ponctuation  est  ambiguë,  il  est  commode  de  laisser  au 
lecteur  le  souci  de  la  placer  où  il  faut.  Mais  il  préférerait  être 
guidé  et  avoir  au  moins  devant  lui  une  opinion. 

Paul  T  wneky. 


YVTSLICENUS  (Dr.  Walteb  F.  ).  —  Astrono.misciie  Chronologie,  ein  Hllfs- 
bucii  fur  Historiker,  Arcii.eologen  und  Astronomen.  Fii— 8°,  i63  |).  Leipzig, 
Teubner,  189^. 

Cet  opuscule  est  destiné  à  servir  de  manuel  pour  les  historiens 
qui,  pour  des  problèmes  chronologiques,  ont  à  effectuer  des  cal- 
culs du  ressort  de  l'Astronomie.  Une  première  Partie  donne  les 
définitions  et  notions  indispensables;  la  seconde  expose,  sur  des 
exemples  numériques,  la  solution  méthodique  des  diverses  ques- 
tions qui  peuvent  se  présenter  lorsque,  d'une  indication  sur  le 
lever  ou  le  coucher  d'une  étoile,  sur  une  éclipse  de  Soleil  ou  de 
Lune,  etc.,  on  espère  déduire  une  date  plus  ou  moins  approchée. 
Le  mode  de  passage  d'un  calendrier  à  un  autre  est,  d'autre  part, 
sommairement  indiqué. 

L'auteur  présente  avec  raison,  je  crois,  son  travail  comme  pou- 
vant rire  11  h  lise  par  les  astronomes  qui  s'occupent  de  recherches 
sur  l'histoire  de  leur  science;  pour  des  date-  très  éloignées,   les 
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Tables  du  Soleil  de  Le  Verrier,  par  exemple,  ne  suffisent  pas,  et 
les  calculs  à  effectuer  peuvent  être  sensiblement  abrégés  par  les 
procédés  qu'indique  le  professeur  de  l'Université  de  Strasbourg. 
Son  manuel  rendra-t-il  de  même  des  services  aux  historiens? 
J'en  douterais  davantage,  quoiqu'il  soit,  en  fait,  d'un  format  très 
commode,  qu'il  soit  très  suffisamment  clair  et  n'exige  que  des 
connaissances  élémentaires.  Mais  il  ne  dispense  naturellement 
point  de  Tables  astronomiques  ;  son  but  est  au  contraire  d'enseigner 
à  tirer  des  diverses  Tables  tout  le  parti  possible.  Mais  tout  d'abord 
les  Tables  les  plus  simples  et  les  plus  commodes  effraient  ceux  qui 
ne  sont  point  habitués  à  en  manipuler;  puis,  s'il  faut  que  l'histo- 
rien aille  dans  une  grande  bibliothèque  publique  afin  de  faire  un 
calcul,  il  y  a  bien  des  chances  pour  qu'il  y  renonce.  La  véritable 
solution  serait  de  mettre  à  la  disposition  de  ceux  qui  s'occupent 
de  recherches  de  ce  genre,  et  cela  sous  un  format  commode,  un 
Volume  contenant  des  tables  faites  spécialement  pour  eux,  avec 
toutes  les  instructions  nécessaires.  Peut-être  serait-on  amené  à  en 
dresser  une  série  pour  l'antiquité,  et  une  autre  pour  le  moyen  âge. 
En  tout  cas,  s'il  existait  un  tel  Volume  bien  complet,  l'usage  à  en 
faire  en  serait  aisé  à  comprendre  dans  les  diverses  techniques  que 
l'historien  doit  apprendre  et  dont  plusieurs  sont  notablement 
plus  difficiles.  Paul   Tannery. 


MELANGES. 

DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE  DE  L'EXISTENCE 
DES    FONCTIONS    IMPLICITES: 

Par  M.  Ernst  LJNDELÔF. 

Soit  donné  le  système  des  n  équations 

(')        Fiiyuyzi yn;  xux2,  ...,xp)=  o        (*  =  i, a,  ...,*), 

les  F  étant  des  fonctions  analytiques  de  tous  les  arguments  s'an- 
nulant  pour  les  valeurs  y",  j|! v"  ;  sc°{,  #!j,  .  .  . ,  x°p,  et  holo- 
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morphes  dans  leur  voisinage;  déplus,  pour  ces  mêmes  valeurs,  le 
déterminant  fonctionnel  des  F,  par  rapport  aux  y,  est  supposé 
différent  de  zéro.  Dans  ces  conditions,  les  équations  (1)  définissent 
un  système  bien  déterminé  de  fonctions  analytiques  yK ,  y2,  .... 

yn  des  arguments  x, ,  x2,  .  .  .,xp,  qui,  pour  ^;,  =  ar",  /2=/!! 

xp=.T°,   se   réduisent  respectivement  à  y%  y\,  •  •  • , jk"  1  eL  qui 

sont  holomorph.es  tant  que  les  modules  des  différences  xt  —  x" 

xp —  x°  restent  suffisamment  petits. 

Pour  établir  cette  proposition  fondamentale,  on  a  souvent  re- 
cours au  théorème  concernant  l'existence  des  intégrales  des  équa- 
tions différentielles  (');.  c'est  là  un  détour  qu'on  pourrait  évidem- 
ment éviter  en  appliquant  directement  aux  équations  données  la 
méthode  de  Cauchy  dite  Calcul  des  limites. 

Une  antre  démonstration  est  fondée  sur  la  théorie  des  résidus 
de  Cauehy  ;- elle  a  l'avantage  de  s'étendre  facilement  au  cas  des 
fonctions  algébroïdes  (-). 

On  peut  encore  employer  avec  succès  la  méthode  des  approxi- 
mations successives,  comme  l'a  fait  M.  Schwarz  dans  une  question 
analogue  (3). 

Ces  dernières  démonstrations  s'appuient  sur  certains  théorèmes 
généraux  de  la< théorie  des  fonctions  qui  ne  sont  pas  tout  à  fait 
élémentaires.  Nous  donnerons  ici  une  démonstration  très  simple 
qui  ne  suppose  que  les  premières  notions  sur  la  convergence  des 
séries  entières.  Ensuite  nous  montrerons  comment,  après  avoir 
établi  l'existence  des  fonctions  implicites,  on  en  déduit  immédia- 
tement celle  des  intégrales  d'un  système  d'équations  différen- 
tielles ordinaires. 

1.  Nous  considérons  d'abord  un  système  particulier  de  la  forme 
(•2)  yi'~xfi{x\yu  .  ..,  yn\  À, '/.,,)        (i  =  1,  2.  ...,  »), 

les  y  désignant  des  fonctions  analytiques  de  jr,  j', yni  el  des 

paramètres).,,...,)^,  qui  sont  holomorphes  pour  x-     1         /./,  =  o. 


(')  Voir,  par  exemple,  Goursat,  Leçons  sur  l'intégration dès- équations  aux 
dérivées  partiel/es  du  premier  ordre,  p.   18. 

f:)  É.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II.  Chap.  IX. 

Zur  Lehre  von  den  unauswickelten  Funktionen  {Sitzungsbencfit 
Akademie  der  Wissenschajten  zu  Berlin,  1897). 
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Soient 


(3)  r/  =  2G^, v'-'Aî' 


. . .  X  ! 


les  séries  qui  satisfont  formellement  aux  équations  précédentes. 
Pour  en  démontrer  la  convergence,  nous  remplacerons  tous  les 
coefficients  des  développements  f  par  leurs  module-.  Soil 

(4)  yt=  ■r.fi ' ■'■;.!•, j-„;Ài,  ••-,  >.,,) 

le  système  obtenu.  Il  admettra  comme  solutions  formelles  certaines 
séries  à  coefficients  positifs  : 

(5)  *i  =  2C®'' V^M'-"^ 

et  l'on  aura  évidemment,  pour  toutes  les  valeurs  des  indices  £,  y, 


i  »  •  •  •  j  'pi 

•  i  <  r"'' 


Il  nous  suffit  donc  de  démontrer  la  convergence  des  séries  (5). 
A  cet  effet,  considérons  les  polynômes 

nM '■'■  =2  2-- 2^- >*^....x^ 


D'après  la  loi  de  formation  même  des  séries  (5),  on  aura  la  for- 
mule de  récurrence  suivante 

(7)  *i  '    =xYfi\x-,Xj  :  a, ,*p)\*,k, '■,,- 

la  notation  [/]*,*,  hl  désignant  que,  dans  le  développement  de/", 
on  n'a  conservé  que  les  termes  dont  le  degré,  par  rapport  à  x, 
A,,  .  .  . ,  Àp,  ne  dépasse  respectivement  pas  les  nombres  /,\  À,,  .. ., 
kp.  On  aura,  en  particulier,  pour  A==o, 

(8)  Y'/'  '     "  f)=  x[fi(x;o,  ..  .,  o:  ).,,  .  . . ,  À,,  (]<,,*, kf. 

Fixons  un  domaine  de  convergence  pour  les  développements  /  : 

kl  =  «>      \yj\$b,      l**|    '■• 

et  soit  M  le  maximum  des  |/|  pour  ces  valeurs.  Dans  ce  qui  suit, 
nous  ne  donnerons  ;'i  ./-.  /.,,..  ..  i.p  que  des  valeurs  réelles  el  /'"- 
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sitives  comprises  dans  le  domaine  précédent.  Tous  les  termes  des 
séries  f  et  des  polynômes  (6)  étant  alors  positifs,  l'équation     S 
nous  donne 

Y/ ■'■■       k'^xJi{x\ot  ...,o:X„  ...,>.„.     AI./-, 
et,  par  suite,  si  nous  imposons  à  la  variable  .r  la  condition  o    xS.li, 
h  désignant  la  plus  petite  des  quantités  a  et  ^j 

1  ~       M 

Il  s'ensuit,  x  restant  toujours  dans  le  même  intervalle, 

y,2*' ^  =  *[/*(*; */'*' *'  ;*.,•••, Olu <>  ^>    /,. 

et  plus  généralement,  puisque  ce  raisonnement  s'étend  successi- 
vement à  toutes  les  valeurs  de  /. \ 

Y/'*' *■»•»<  6, 

inégalité  qui  subsistera,  quels  que  soient  les  indices  k,  />,,  —  //,. 
pour  les  valeurs  réelles  et  positives  dex,À,,  — \p  comprises  dans 
les  intervalles 

Les  séries  (5)  sont  donc  convergentes  dans  le  domaine 
\v\%h,        |X*|£c, 
et,  par  suite,  il  en  est  de  même  des  séries  (  j 

2.  Avant  d'arriver  au  cas  général,  considérons  encore  le  système 

(g)  yi=aix-[-fi(x;yi,...1ya)        (t'  =  i,  2,  ...,  n) 

les  développements  dcs^nc  contenant  que  des  termes  de  degr 
Pour  démontrer  la  convergence  des  séries  qui  le   vérifient,  nous 
remplaçons  les  coefficients  des  fi  par  leurs  modules  el    les  con- 
stantes %i  par  leur  plus  grande  valeur  absolue  x;  soient 

(10)  yi=  xx -h /{ (x;  .r,.  .  ,.,y„  I, 

\f^  équations  ainsi  obtenue-..  En  \  substituant   >  ,      ./•   -/ 


72  PREMIÈRE  PARTIE, 

aura 

(  I  1  )  Zi  =  X  (fi ( X ;  Z\ ,  .  .  . ,  Zn)i 

où  les  fonctions 

(11)       fi(x;  su  —  8»)=  zt/d3" ;*(*-»-  -i ) '  '  v.     c,,  i] 

sont développables  suivant  les  puissances  de  .r.  c, .  ....  3^,,  puisque, 
après  la  substitution,  tous  les  termes  des  y  contiendront  x-  en 
facteur. 

Admettons  que  les  séries  f  convergent  dans  le  domaine 

\x\^«,       \yiJ>. 

et  que  le  maximum  de  leurs  modules  y  est  égal  à  M.  Les  dévelop- 
pements des  œ  seront  certainement  convergents  dès  qu'on  aura 

\x\ga,         |*|  («-H*/ |)i&, 
ou  bien 

\x\<  k,        \zt  |  £(>  —  <i, 

en  désignant  par  p  un  nombre  positif  quelconque  plus  grand  que  a, 
et  par  k  la  plus  petite  des  quantités  a  et--  Ceci  est  évident, 
puisque,  pour  a?  =  A:,  zt  =  . .  .  =■  sn=  o  —  a,  on  aura 

x(z  -^  Zi)  =  .rp  1  6, 

et  que,  par  suite,  d'après  (12),  la  somme  d'un  nombre  quelconque 

de  termes  de  la  série  cp/  sera  inférieure  à  la  quantité  M,  =  pr- 

Or,  d'après  le  numéro  précédent,  les  solutions  du  système  (1  1) 
convergent  pour  \x \ S  la  plus  petite  des  deux  quantités 

/.     et 


M, 


ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  pour  |^|=  la  plus  petite  des 
quatre  quantités 


h        z,  — -  y.  p  —  ï  .  h    "- 

.      ""-      et      — v7—  I  -      • 


"'       pJ  M  M 


Donc  les  séries  vérifiant  les  équations  (10)  el  pai  suite,  a  fortiori, 
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1rs  solutions  du  système  (9)  sont  certainement  convergentes  dans 
le  même  domaine. 

Comme  nous  l'avons  dit,  p  désigne  un  nombre  positif  quelconque 
plus  grand  que  a;  on  le  déterminera  facilement  dans  chaque  cas 
particulier  de  manière  à  étendre  le  plus  possible  le  domaine  de 
convergence. 

3.  Nous  sommes  maintenant  en  état  de  démontrer  le  théorème 
général.  Sous  les  conditions  énoncées  au  début,  le  système  (1)  peut 
toujours  être  mis  sous  la  forme  suivante,  où  nous  avons  écrit, 
pour  abréger,  x  et  y,  au  lieu  de  x  —  x°  et  y  — ya  : 

(i3)    yi  =  au  Xi  -+-...  +  *iPXp-+-ft(ta:u  ■  •  •i*piyu  ■  ■  ■  ,Xn)     (*'  =  «,  2,  ■••,«), 

les  a  désignant  des  constantes  et  les  f  des  séries  entières  en 
xu  .  .  . ,  xp,y\,  •  •  -,  Yn,  dont  les  termes  sont  au  moins  du  se- 
cond degré.  Ces  équations  sont  vérifiées  formellement  par  un 
système  bien  déterminé  de  séries  entières  en  xt ,  x2,  .  ■ . ,  xp.  Pour 
la  démonstration  de  la  convergence,  nous  remplacerons  toujours 
les  coefficients  des  séries  fi  ainsi  que  les  constantes  a  par  leurs 
modules.  Puis,  dans  les  équations  qui  en  résultent  : 

([,',)       yt=  |  an  \xt  -+-...-+-  |a/p  \xP  —  fi{xu  ...,xp\yx yn), 

nous  substituerons  xK  —  x2  —  .  .  .  =  xp  =  x  et  nous  serons  ra- 
mené à  un  système 

(i5)  Ji=(\  *li|  +...•+■  \aip  |)a?  -hffi(x;yit  ..  .,  yn  ), 

de  la  forme  considérée  au  numéro  précédent. 
Supposons  que  les  séries  f  convergent  pour 

\orj\<a,         \yk\%b, 

et  soit  M  leur  module  maximum  dans  ce  domaine.  Les  séries  çp  se- 
ront convergentes  pour  |  x  \  ^a,  \yk  |  ^  b,  et  auront,  pour  ces  va- 
leurs, le  même  maximum  absolu  M.  Donc,  en  désignant  par  a  la 
plus  grande  des  quantités  j  oc/(  |  — l —  .  -  -  — ! —  |  &ip\,  et  par  p  un  nombre 
positif  quelconque  plus  grand  que  a,  nous  sommes  assuré.  <l  après 
ce  qui  précède,  que  les  séries  vérifiant  les  équations  (i.">)  con- 
vergent  pour   |#|</i,   //    désignant    la    plus    petite    «les    quatre 


/ 1 
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quantités 

h         p   —  y.  '-  - —  a  ;  b     - 

"■  '      L   m      a        (:t  m         -  )    ' 

M  M     <  p  / 

On  en  conclut  que  les  séries  vérifiant  les  équations  (i4)  et  par 
suite,  a  fortiori,  les  solutions  du  système  (i3),  équivalent  au 
système  proposé  (i),  sont  certainement  convergentes  dans  le  do- 
maine 

\xt\     h,         ...,         \<vP\%h. 

Le  théorème  que  nous  avions  en  vue  est  donc  démontré. 

i.  Après  avoir  établi  l'existence  des  fonctions  implicites,  on 
peut,  en  quelques  mots,  démontrer  le  théorème  fondamental  de 
Cauchj  concernant  l'existence  des  intégrales  d'un  système  d'équa- 
tions différentielles  ordinaires.  Pour  cette  démonstration,  il  nous 
suffit  même  d'invoquer  le  résultat  du  n°  1. 

Considérons,  en  effet,  les  équations  différentielles 

(16)  -^=Fdx;yuyt yn)        (i=i,a »), 


les  F  étant  des  fonctions  analytiques  de  x,yt,y-2,  .  .  .  ,  yu,  holo- 
morphes  au  point  x0.  r".  )!,'.  .  .  . ,  y°u,  et  proposons-nous  de  dé- 
montrer que  ces  équations  admettent  un  système  d'intégrales 
qui,  pour  x  =  x0  -f-  ç,  se  réduisent  respectivement  à  v" -f-"'l(, 
1'!,'—  tt.1 Pn-t-tln,  et  qui  sont  développables  suivant  les  puis- 
sances entières  et  positives  des  quantités  x  —  x0.  ;.  y,,,  y,., y\a. 

Faisons  un  changement  de  variables  en  posant 

x  =  x0-^î—  x,       yj  =  y°j  -*-*,]  + yj. 
Le  système  (16)  sera  transformé  en  un  système  d'équations  diffé- 
rentielles entre  x,  y(,  y« V>,,  dont  on  aura  à  chercher  les 

intégrales  qui,  pour  x  =  o,  se  réduisent  toutes  à  zéro,  et  où  les 

quantités  ç,  y,,.  7j2 r\n  joueront  le  rôle  de  paramètres.   Le 

théorème  que  nous  venons  d'énoncer  se  ramène  donc  au  théo- 
rème plus  -(''néral  que  voici  : 

Le  système  des  équations  différentielles 
1-         '-^■=fl(x;yi yn\  h X,,)        (1  =  1,2 n), 

il  r 
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où  les  f  sont  tirs  fonctions  analytiqij.es  de  x,  yt,  ....  )  ;,  et  des 
paramètres  X,,  .  .  .,  \p,  holomorphes  tant  que  les  modules  de 
toutes  ces  quantités  restent  suffisamment  petits,  admet  un  sys- 
tème d'intégrales  qui  s'annulent  avec  x  et  qui  sont  dévelop- 
I tables  en  séries  suivant  les  puissances  de  x.  À,,  . . .,  Xp. 

Les  séries  enlières  en  x,\{ , .. .,  \p  satisfaisant  formellement  aux 
équations  précédentes  convergent  évidemment  en  même  temps 
(pie  celles  qui  vérifient  le  système 

(18)  C^  =fi(x;yu  ■■■■y/t.  Xi,  ...,X„), 

fi  désignant  toujours  la  série  obtenue  en  remplaçant  tous  les  coef- 
ficients de  fi  par  leurs  modules.  Or,  comparons  (i 8)  aux  équa- 
tions à  termes  finis 

(19)  yi  —  xfi(x;yu  ...,yn;  À,,  . ..,  \p). 

On  voit  immédiatement,  en  écrivant  les  équations  qui  les  déter- 
minent, que  les  coefficients  des  séries  vérifiant  (19)  sont  égaux  ou 
supérieurs  aux  coefficients  correspondants  des  séries  qui  véri- 
fient (18).  Soit  donc,  en  reprenant  la  notation  du  n"  1, 

\x\ta,        \yj\ib,        |X*|     c, 

un  domaine  où  convergent  les  séries  f,  et  soit  M  la  plus  grande 
valeur  absolue  qu'elles  y  acquièrent.  Nous  savons,  d'après  le  n°  \  , 
que  les  séries  qui  nous  donnent  la  solution  de  (19)  convergent 
pour 

(20)  \x\i'i,        |**|  =  ci 

k  désignant  la  plus  petite  des  quantités  a  et  ^-  Par  suite,  en  re- 
montant successivement  aux  équations  (18)  et  (17),  nous  pouvons 
affirmer  que  les  séries  enlières  en  ./•,  à, a;i.  qui  vérifienl  for- 
mellement le  système  proposé  (17),  sont  certainement  conver- 
gentes dans  le  domaine  (20)  et  qu'elles  nous  fournissent',  par 
conséquent,  les  intégrales  cherchées.  Le  théorème  de  Cauchj  esl 
donc  démontré. 
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CESARO  (E.).  —   ElJEMENTl  D[  CALCOLO  INFINITESIMALE  CON  N0MEROSE  APPLI- 

cAzroNi    geometriche.    Un  volume  in-8",  4oo   pages.   Xapoli,  L.   Alvano. 
1899- 

Les  Eléments  de  Calcul  infinitésimal de  M.  Cesàro  sont  divisés 
en  trois  Parties  :  Théories  fondamentales,  Calcul  différentiel, 

Calcul  intégral.  L'auteur  s'est  limité  aux  variables  réelles. 

Les  Théories  fondamentales  comprennent  tout  ce  qui  est  néces- 
saire pour  élucider  et  préciser  les  notions  de  fonction,  de  limite,  de 
dérivée,  de  séries  de  fonctions;  elles  se  terminent  par  un  Chapitre 
sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables.  Ces  théories  sont  expo- 
sées sous  la  forme  abstraite,  d'une  façon  très  rigoureuse  en  même 
temps  que  très  sobre;  tout  en  multipliant  les  illustrations  géomé- 
triques, l'auteur  montre,  sur  des  exemples,  comment  l'intuition 
géométrique. ordinaire  est  insuffisante  :  ces  exemples  sont  très  bien 
choisis,  intéressants  en  eux-mêmes  et  assez  simples  pour  que 
l'attention  ne  s'écarte  pas  de  l'objet  que  l'auteur  a  en  vue. 
M.  Cesàro  ne  se  contente  pas  d'ailleurs  d'enseigner  ce  qui  esl 
essentiel;  il  tient  à  éviter  les  erreurs  dans  lesquelles  tombent  faci- 
lement les  étudiants.  On  sent  chez  lui  l'habitude  et  le  souci  de 
l'enseignement. 

Le  Chapitre  sur  les  séries  contient  :  la  notion  de  la  convergence 
uniforme  et  les  propositions  qui  s'y  rapportent,  par  exemple,  le 
théorème  sur  la  possibilité  de  différentier  terme  par  terme  une 
série  qui  donne  ainsi  naissance  à  une  série  uniformément  conver- 
gente; l'étude  de  la  série  de  Taylor;  un  intéressant  paragraphe 
sur  les  valeurs  asymptotiques  des  séries  entières  et,  en  particulier, 
sur  le  théorème  d'Abel,  l'étude  de  la  variation  des  fonctions. 
Signalons  aussi  une  exposition  élégante  des  principes  delà  théorie 
de  l'interpolation,  fondée  sur  la  formule  d'Ampère.  Dans  le  Cha- 
pitre sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables,  à  propos  de  la  règle 
pour  prendre  la  dérivée  d'un  déterminant,  l'auteur  établi)  la  pro- 
priété fondamentale  des  déterminants  wronskiens.  Pour  la  théorie 
de-  maxima  et  des  minima,  il  se  limite  au  cas  où  leur  détermina- 
lion  dépend  de  la  considération  d'une  forme  quadratique  définie. 

Huit,  des  Sciences  mat  hé  m.,   ■'  série,   1.  WIII.      \\nl  18  a 
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J'ai  déjà  insisté  sur  le  soin  qu'a  apporté  M.  Cesàro  au  choix  des 
exemples  et  des  exercices;  beaucoup  mériteraient  d'être  signalés, 
mais  leur  nombre  est  si  considérable  qu'on  est  quelque  peu  embar- 
rassé pour  choisir.  Afin  de  montrer  seulement  combien  il  a  le 
souci  de  faciliter  au  lecteur  ses  études  ultérieures  je  cite  ceux  qui 
se  rapportent  à  cette  théorie  des  maxima  et  des  minima  :  longueur 
des  axes  d'une  conique;  cas  d'une  section  centrale  dans  un  ellip- 
soïde; équation  de  la  surface  des  ondes;  plus  courte  distance  de 
deux  droites;  ce  dernier  problème  et  les  problèmes  analogues 
conduisent  à  chercher  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  de 
n  variables,  liées  par  m  équations  linéaires;  et  cette  dernière 
question  permet  de  donner  au  lecteur  des  indications  utiles  sur 
la  méthode  des  moindres  carrés. 

La  notation  différentielle  dont  il  u'a  pas  encore  été  question 
est  introduite  au  début  du  Calcul  différentiel;  elle  donne  l'occa- 
sion à  M.  Cesàro  de  se  moquer  des  philosophes  qui  n'entendent 
pas  les  Mathématiques.  Il  développe  ensuite  la  théorie  du  change- 
ment de  variables,  des  fonctions  implicites,  des  déterminants 
fonctionnels,  etc.  Les  principales  applications  géométriques  sont 
traitées  dans  une  centaine  de  pages,  avec  d'abondants  exemples. 
On  est  peut-être  un  peu  étonné,  au  début,  de  voir  que  l'auteur,  qui 
a  pris  tant  de  soin  à  établir  les  principes,  admet,  sans  s'arrêter  à 
la  justifier,  la  notion  de  la  longueur  de  lare  d'une  courbe.  M.  Ce- 
sàro aura  sans  doute  consenti  à  ce  sacrifice  pour  ne  pas  déranger 
l'ordre  qu'il  avait  adopté  et  ne  pas  introduire  trop  tôt  la  notion 
d'intégrale  définie.  Sans  doute  celte  dernière  notion  aurait  pu  être 
placée  dans  les  concepts  fondamentaux,  à  côté  des  séries  ;  mais  alors, 
à  moins  de  la  laisser  en  l'air,  il  fallait  l'accompagner  de  quelques- 
unes  des  règles  de  calcul  qui  permettent  de  l'appliquer  :  c'était 
tout  un  Chapitre  de  Calcul  intégral  placé  au  commencement.  Tout 
ordre  comporte  des  inconvénients,  et  il  faut  bien  en  accepter 
quelques-uns,  puisqu'on  ne  peut  tout  dire  à  la  fois.  L'inconvénient 
qu'il  y  a,  une  fois  les  principes  bien  établis,  à  introduire  une 
notion  incomplète,  est  d'autant  moins  grave  que  la  lacune  est  plus 
évidente  et  que  le  lecteur  ne  peut  manquer  de  la  voir. 

La  notion  d'intégrale  est  d'ailleurs  introduite,  au  début  du 
Calcul  intégral,  d'une  façon  rigoureuse,  el  les  conditions  de  Rie- 
mann,  pour  l'existence  de  l'intégrale  définie,  son!  établies.  Signa- 
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Ions  une  suite  d'jntégrales  définies  importantes  obtenues,  comme 
limites  de  sommes,  par  des  décompositions  ingénieuses  de  l'inter- 
valle d'intégration  :  l'auteur  obtient  ainsi,  en  particulier,  les  inté- 
grales 


I      (—'-(/j-,       /      ^^  de       I     vsP-^e~xdx,       l    lo-l'(./) 


dx. 


La  notion  d'intégrale  double,  rattachée  d'abord  au  problème  de 
l'intégration  de  l'équation 

est  ensuite  présentée  sous  forme  abstraite,  mais  seulement  avec 
les  indications  qui  doivent  suffire  au  lecteur  pour  qu'il  se  rende 
compte  de  la  nature  de  cette  notion. 

Après  avoir  développé  les  procédés  classiques  d'intégration, 
l'auteur  dit  quelques  mots  des  fonctions  elliptiques,  avec  l'inten- 
tion évidente  d'intéresser  le  lecteur  à  un  sujet  qu'il  ne  peut  déve- 
lopper, puis  passe  aux  applications  géométriques. 

Les  parties  ultérieures  du  Calcul  intégral  sont  traitées  dans  le 
sens  pratique;  le  but  de  l'auteur  est  évidemment  de  mettre  l'étu- 
diant à  même  de  traiter  quelques  exemples  simples  et  de  se  fami- 
liariser avec  les  méthodes;  mais  il  ne  s'attardera  plus  aux  théo- 
rèmes  d'existence.  Ainsi  le  problème  de  l'intégration  des  équations 
différentielles  ordinaires  du  premier  ordre  est  posé  géométrique- 
ment. Tout  en  restant  dans  le  même  ordre  d'idées,  il  conviendrait 
peut-être  d'apporter  quelques  restrictions  à  la  méthode  indiquée 
pour  la  formation  de  l'intégrale  singulière.  INI.  Cesàro  explique  la 
méthode  de  Lagrange  pour  l'intégration  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre,  à  deux  variables  indépendantes, 
et  termine  par  des  indications  rapides  sur  la  méthode  des  variations. 

Le  livre  de  M.  Cesàro  rendra  d'excellents  services  aux  étudiants, 
les  principes  y  sont  établis  d'une  manière  solide;  la  pratique  du 
calcul  y  est  expliquée  avec  soin;  le  lecteur  peut  se  rompre  à  cette 
pratique  grâce  à  de  nombreux  exemples  :  ces  exemples,  par  la  façon 
dont  ils  sont  traités,  lui  fourniront  des  modèles  d'élégance  et  ne 
manqueront  pas  d'exciter  chez  lui,  par  leur  intérêt,  la  curiosité  et 
le  goût  de  la  Science.  .) .  T. 


s,,  MIEMIËKK    l'A  HT  II-. 

M«  AULAY  (A.). —  Octonions  a  Development  op  Clippobd's  biquaternions. 
i  Vol.  in-8°;  xiv-253  p.,  Cambridge,  University  Press,  1898. 

Voici,  tout  d'abord,  quelques  définitions  nécessaires  pour 
comprendre  l'objet  de  l'auteur.  Ces  définitions  sont  empruntées 
en  partie  à  Glifibrd. 

Un  la/or  est  une  quantité  définie  par  une  direction  et  un 
nombre  positif  ou  négatif  [scalar). 

Un  rotor  est  une  quantité  définie  par  une  direction,  une  droite 
indéfinie,  parallèle  à  celte  direction  et  un  scalar.  La  droite  indé- 
finie est  l'axe  du  rotor. 

Un  motor  est  une  quantité  définie  par  un  rotor  et  un  lator 
qui  sont  parallèles.  L'axe  du  rotor  est  l'axe  du  motor.  L'un  des  élé- 
ments  peut  être  supposé  nul  en  sorte  qu'un  rotor  pris  isolément, 
ou  un  lator,  doit  être  considéré  comme  un  motor  particulier. 
Toutefois,  dans  le  cas  d'un  lator,  l'axe  du  motor  n'est  pas  défini; 
toute  droite  parallèle  au  lator  peut  être  regardée  comme  l'axe  du 
motor.  La  supposition  faite  dans  la  définition  générale  du  motor, 
à  savoir  que  le  rotor  et  le  lator  dont  il  est  composé  sont  paral- 
lèles, n'intervient  que  pour  pouvoir  dire  que  l'axe  du  motor  est 
l'axe  du  rotor.  Si  on  la  supprime,  on  peut  dire  seulement  que 
l'axe  du  motor  est  parallèle  à  l'axe  du  rotor. 

Un  oclonion  est  défini  par  un  motor  et  deux  scalars,  dont 
l'un  est  dit  le  scalar  ordinaire  et  l'autre  le  couvert  de  Voctonion . 
L'axe  du  motor  est  l'axe  de  Voctonion . 

Comme  cas  particulier  de  Voctonion  on  a  le  motor,  le  scalar 
(c'est  le  scalar  ordinaire),  le  scalar  octonion,  formé  de  deux 
seniors.  Si  le  motor  qui  entre  dans  Voctonion  n'a  pus  d'axe  dé- 
fini, il  en  est  de  même  de  Voctonion . 

Un  axial  quaternion,  ou  plus  brièvement  un  axial,  est  un 
octonion  dont  le  lator  et  le  couvert  sont  nuls. 

Un  axial  par  un  point  fixe  O,  c'est-à-dire  dont  l'axe  passe  par 
un  point  fixe  O,  est  exactement  la  même  chose  qu'un  quaternion, 
au  sens  d'Hamilton.  A  un  système  d '0. riais  par  un  point  fixe  O, 
on  transporte  toutes  les  lois  de  compositions  des  quaternions. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  qu'un  octonion  peut  être  entièrement 
défini  par  deux  axials  (ou  quaternions)  par  un   point  donné  O. 
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Il  peul  être  regardé  comme  l'ensemble  de  ces  deux  quaternions. 

L'auteur  pose 

Q  =  q  +  Qr, 

en  désignant  par  Q  Voctonion ;  par  q,  /-les  deux  quaternions,  el 
par  il  un  symbole  qui  jouera  exactement  le  rôle  d'un  scalar,  si  ce 
n'est  que  son  carré  devra  être  regardé  comme  nul.  C'est  de  là  que 
résultent  les  règles  pour  l'addition  et  le  produit  de  deux  oc- 
tonions. 

Le  rôle  des  iators,  rotors  et  motorsen  Mécanique  apparaît  suf- 
fisamment sur  les  définitions.  Le  motor  coïncide  avec  ce  que 
Pliicker  avait  proposé  d'appeler  dyname  au  début  de  sa  JVeue 
Géométrie  des  Raumes  et  la  Theory  of  Screws  de  sir  Robert 
Bail  est,  si  Ton  veut,  une  théorie  des  motors.  Au  reste  M.  Mac  Aula\ 
déclare  qu'un  grand  nombre  des  applications  qu'il  traite  lui  ont 
été  suggérées  par  ce  dernier  Livre.  D'autres  se  rapportent  à  la 
Physique  mathématique,  où  les  octonions  peuvent  rendre  des 
services  très  analogues  à  wu^  que  l'on  lire  des  quaternions. 

Dans  la  partie  purement  théorique  de  son  Livre,  l'auteur  déve- 
loppe, outre  les  opérations  fondamentales  sur  les  octonions, 
la  théorie  des  motors  comme  fonctions  linéaires  d'autres  motors; 
une  telle  fonction  sE  d'un  motor  est  elle-même  un  motor  qui 
jouit  de  la  propriété 

?E  +  cpF  =  o(E-t-F)  : 

à  ce  degré  de  généralité,  elle  n'est  pas  l'analogue  de  la  fonction 
linéaire  d'un  quaternion,  définie  de  la  même  façon.  La  fonction 
linéaire  particulière  qui  conserve  l'analogie  avec  la  fonction  li- 
néaire de  la  doctrine  des  quaternions  est  désignée  par  l'auteur  sous 
le  nom  de  fonction  commutative  et  ses  propriétés  ><>m  étudiées 
en  détail.  Enfin,  un  important  Chapitre  est  consacré  aux  motors 
comme  grandeurs  du  premier  ordre,  au  sens  de  I  Ausdelinungs- 
lehre. 

Le  Livre  de  M.  Mac  Aulav  est  plutôt  un  Mémoire  qu'un  Traité 
didactique;  l'auteur  a  reculé  devant  celle  dernière  loi  me.  qui 
aurait  nécessité  quelques  développements.  Il  esl  permis  de  le 
regretter  et  de  penser  que  M.  Mac  \ulav  s'esl  exagéré  la  longueur 
de  ces  développements  :  la  clarté  el   la  précision  de  ses  idées,  la 
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sûreté  avec  laquelle  il  manie  les  calculs  symboliques  lui  auraient 
permis  de  rester  concis,  dans  un  Livre  qui  se  sérail  adressé  à  un 
plus  grand  nombre  de  lecteurs.  J.   T. 


GENOCCHI  (A.).  —  Differential-Recunung  und  Grundzuge  deb  Intégral 
Rechnung,  herausgegeben  von  G.  Peano.  —  Autorisirte  deutsclie  Ueber- 
zetzung,  von  G.  Bohlmann  und  A.  Scliepp;  mit  einein  Vorwort  von  A. 
Murer.  Erste Lieferung,  >>\  p.  in-8".  Leipzig,  Teubner;  1898. 

Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  traduction  allemande  du 
Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  de  MM.  Genocchi  et  Peano. 
Cet  excellent  Livre  a  été  assurément  un  des  premiers  Ouvrages 
didactiques  où  plusieurs  propositions  fondamentales  ont  été  pré- 
sentées d'une  façon  entièrement  satisfaisante;  il  est,  en  outre, 
simple  et  clair.  Son  succès  est  amplement  justifié.  J.   T. 


MELANGES. 

SUR  LES  ROTATIONS: 
Par  M.  C.  BURALI  FORTI. 

Le  mot  vecteur  avant  la  signification  qui  lui  esl  donnée  par 
Hamillon,  il  est  bien  connu  (')  que  si  A  est  un  vecteur  unité  et  si 
Ton  indique  par/3  le  verseur  cosO  -f-  AsinO,  alors  la  position  d'un 
vecteur  u  après  une  rotation  égale  à  0  autour  de  l'axe  À  est 
représentée  par  le  produit 

!  I 

p    -up>. 
Le  1  >  1 1 1  de  ce  travail  esl  de  fane  voir  comment,  en  suivant  la  mé- 


(')  Voir,  par  exemple,   la  Noie  de  M.  Sarrau  au    Traité  d'Électricité  et  de 
Magnétisme  de   Maxwell^  l.  II.  p.  667. 
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thode  de  II.  Grassmann,  on  obtient,  pour  les  rotations,  une  opé- 
ration bien  plus  simple  que  celle  qu'on  obtient  au  moyen  des 
quaternions.  Je  suppose  que  le  lecteur  connaisse  le  contenu  de 
mon  Livre  :  Introduction  à  la  Géométrie  différentielle  suivant 
la  méthode  de  If.  Grassmann  (Paris,  Gauthier- Villars ;  1897) 
que  j'indique  avec  la  notation  m.  I. 

1.  Nous  rappelons  ici  quelques-unes  des  propriétés  des  trans- 
formations linéaires. 

Soient  m,  v ,  w,  . . .  des  systèmes  linéaires  d'une  même  dimension 
de  formes  géométriques  (m.  /.,  p.  53). 

Nous  (lisons  que  7  est  une  transformation  linéaire  (ou  simple- 
menl  transformation)  parmi  les  //  cl  les  v  quand,  quels  que  soient 
les  éléments  a,  b,  . .  .  de  //  el  le  nombre  réel  ./•,  <ra,  7b,  . . .  sont 
des  éléments  Lien  déterminés  de  r.  et  qu'on  a 

a(a-hb)  =  <7a->e-<jb,         i(xa)  =  t(  ia). 

Un  nombre  réel  est  toujours  une  transformation. 
Si  7,  À  sont  des  transformations  parmi  les  u  et  les  r,  on  aî  =  ), 
quand,  quel  que  soit  l'élément  a  de  m,  on  a  ia  =  t. a. 

Posons,  dans  les  mêmes  hypothèses, 

(a-l-X)a  =  (ra-l-Xa; 

el  7  -j-  A  constitue  une  transformation  bien  déterminée. 

Si  7  est  une  transformation  parmi  les  u  et  les  v  et  si  X  est  une 

transformation  parmi  les  v  el  les  w,  nous  posons,  quel  que  soit 

l'élément  a  de  u, 

(  \a)a  =  l(5fl), 

el  X<r  constitue  une  transformation  bien  déterminée  parmi  les  u  el 
les  w. 

Dans  les  mêmes  hypothèses,  nous  posons,  pour  abréger, 

Xaa  =  (X<i)a. 

Le  produit  des  transformations  n'a  pas,  en  général,  la  propriété 
commutalive ;  mais  le  produit  de  trois  ou  plusieurs  transforma- 
tions a  toujours  la  propriété  associative.  Le  produil  de  deux 
transformations  donl  nue  esl  un  nombre  a  toujours  la  propriété 
commulaln  e. 
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Soit  a-  une  transformation,  parmi  les  u  et  les  r,  fonction  cl  une 
variable  numérique  t,  et  soit  t0  une  transformation  fixe  parmi  les 
u  et  les  v.  Nous  disons  que 


Uni  -  =  <j0, 
1=1. 


lorsque,  quel  que  soit  l'élément  a  uV  //. 

lim  (ia)  =  7,,  n . 
i  =  t„ 

Dans  les  mêmes  hypothèses,  nous  posons 

da  q(/  +  /Q-^Q  de 

-r-  =  lim  ; et  a-  =  -j-  dt 

ilt       /,  — 0  /t  <// 

quand  la  limite  considérée  pour  h  =  o  est  une  transformation 
bien  déterminée.  Les  règles  ordinaires  de  dérivation  subsistent, 
celles  qui  dépendent  de  la  propriété  commutative  exceptées. 

Si  s-,,  <7o,  7iy  ...  est  une  suite  illimitée  de  transformations 
parmi  les  u  et  les  p,  nous  posons 

at  ■+■  (T2  +  a3  -h  . . .  =  lim  (  7,  —  7,  -+-  7^  .  .  ,  —  -„  i 

Il  =  00 

quand  le  deuxième  membre  est  une  transformation  bien  déter- 
minée. 

Une  transformation  parmi  les  u  et  les  u  est  appelée  substitu- 
tion. Si  o-  est  une  substitution  entre  les  u  et  n  un  nombre  entier, 
posons 


c'est-à-dire,  nous  indiquons  par  t""1"'  le  produit  de  n  -+-  i  substi- 
tutions égales  à  n. 

Dans  les  mêmes  hypothèses,  posons 


■>.  !  3  !        

i,rj  constitue  une  substitution  bien  déterminée. 

"1.   Dans  toul  ce  qui   suil,  I   esl   un   vecteur  li\c  dont  le  module 
est  l'unité. 

\<>ii>  définissons  le  signe  il  opération  (/.  I  l  en  posant,  quel  que 
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soit  le  vecteur  U, 
(i)  (*\I)U  =  |IU, 

où  (m.  L,  p.  27)  |  IU  est  l'index  du  bivecteur  IU  (axe  moment 
du  couple  IU). 

Quand  on  n'a  pas  à  craindre  d'équivoques,  nous  écrirons,  tout 
simplement,  /  au  lieu  de  (/,  I). 

L'opération  (i,l)  est  une  substitution.  En  effet,  quels  que 
soient  les  vecteurs  U,  V  et  le  nombre  x,  on  a 

t(U  ■+■  V)  =  |  I(U  -+-  V)  =  I  (IU  -+-  IV)  =  I  IU  ■+■  I IV  =  iU  -+-  i\  . 
ixV  =  |  I(^Uj  =a?]IU  =xi\}. 

Le  vecteur  |  IU  est  le  produit  régressif  [m.  L,  p.  4(j)  dans  le 
plan  à  l'infini  des  vecteurs  |I,  I  U;  par  conséquent  on  a 

i*U  =  »|lU  =  |(I.|IU)  =  -|(|I.|U)I=—  |j|U  — (I|U)|I|, 
d'où  l'on  tire 

(2)  £U  =  (I|U)I  —  U. 

En  observant  que  (i,  1)1  =  o,  on  a,  par  l'équation  (2), 

(3)  z»U=  — iU, 

(4)  i*U=  —  i^U, 

(5)  t*U=      (U. 

3.  Soit  O  un  point  fixe,  que  nous  prenons  comme  origine  de 
tous  les  vecteurs. 

Le  vecteur  i\J  a  les  propriétés  suivantes  :  il  est  un  vecteur  du 
plan  O  |  ï  (le  plan  perpendiculaire  à  1  qui  passe  par  O);  il  est 
perpendiculaire  au  plan  OIU  ;  son  module  est  le  module  du  bi- 
vecteur IU  (le  moment  du  couple  IU);  son  sens  est  tel  que  le 
nombre  OlU(/U)  est  positif.  En  observant  que  (I  |  U)I  est  la  pro- 
jection, en  grandeur  et  sens,  de  U  sur  I,  il  résulte  par  l'équa- 
tion (2)  que  i-  U  est  le  vecteur  du  plan  O  1 1  qu'on  obtient  en  fai- 
sant tourner  i\J  d'un  angle  droit  dans  le  sens  inverse  des  aiguilles 
d'une  montre,  placée  sur  le  plan  O  J I,  et  dont  un  observateur,  qui 
a  les  pieds  en  O  et  la  tête  en  (  )  -H  I  regarde  le  cadran.  De  ce  que 
nous  venons  de  dire,  il  résulte  que  lorsque  la  substitution  (1,  I 
est  appliquée  aux  vecteurs  du  plan  ()jl  elle  coïncide  avec  l  opé- 
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ration  qu'on  indique,  ordinairement  et  tout  simplement,  avec  le 
signe  i  (m.  /.,  p.  20),  le  sens  positif  de  la  rotation  restant  sous 
entendu  (/'U  est  la  projection,  en  grandeur  et  sens,  de  U  sur 
le  plan  O  |  I). 

Fig.  1. 


«-  -..iru 


Cela  posé,  e"'1'  '  ou  simplement  eix  est  une  opération  qui,  appli- 
quée à  un  vecteur  du  plan  0|I,  (ait  tourner  ce  vecteur  d'un 
angle  x  dans  un  sens  déterminé  (111.  L,  p.  ri'\).  Alors  si  nous 
disons  que  :  K.  est  le  vecteur  qu'on  obtient  en  faisant  tourner  U 
autour  de  I  de  l'angle  x,  lorsque 

c'est-à-dire  lorsqu'on  obtient  la  projection  deYs.  sur  le  plan  O  |I 
en  faisant  tourner  de  l'angle  x,  sur  le  même  plan,  la  projec- 
tion de  U,  on  a 


f'k 


i'U-j-  ix(iV) —  — |  (iU) ôt(£U)-4-  yjfi\J)-*-. 


ou,  par  les  formules  (2),  (3),  (4),  (5), 

iK  =  (U  +  *((»U)  +  ^(*3U)+|^(**U)-t-  Çje'5U) 

./                  .          £F*t2  .Ht'3  \   ..  .    .     ¥I 

=  l(l     -Xl-r-  j--J-  -ry-  -+-...J  U  =  ie'*U, 

et,  par  conséquent, 

K  =  eixV. 

Ce  qui  revient  à  dire,  en  d'autres  termes,  que  e'''1  '  es/  le  signe 
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de  V opération  qu'on  doit  appliquer  à  un  vecteur  quelconque 
pour  le  foire  tourner  de  l'angle  x,  en  un  sens  déterminé, 
autour  du  vecteur  I  ('). 

Soient  U  un  vecteur  quelconque,  x,  y  des  nombres  réels  cl  // 
un  nombre  entier.  On  a  fort  aisémenl 


(6) 

(7) 
(8) 

(9) 


e  'M)l  =  I, 

ineix  =  ,>i.i  i>t 

,■'■•  c'y  =  <?«*+j  . 
deix  U  =  dx .  eix  i  U  -f-  eix  d\S . 


3  bis.   Soient  I,  J,  K.  des  vecteurs  unité.  Si  nous  posons 


JK 


modJ  K 


J.= 


Kl 


inoil  Kl 


K,= 


II 


mocl  IJ 


il  résulte  que  I,,  J(,  K.(  sont  des  vecteurs  unité. 

Indiquons  avec  la  notation,  par  exemple,  ang(J,  K)  le  plus  petil 
nombre  positifs  tel  que  K.  =  e ''''' '  J,  et  nous  aurons,  si  J  ^  K., 
ang(J,  K)  +  ang(K,  J)  =  ■>.-. 

Cela  posé,  et  en  observant  que  e(I,I)7t,  e'"]  ~,  e  ' ,K ~  sont  les 
symétries  par  rapport  aux  vecteurs  1,  J,  K,  nous  avons 


(10) 


>(i".J)7l  pU. K)TC  —  Ai, I)2ang    K,  J 


et  deux  autres  formules  analogues  pour  les  couples  K,  I  et  I,  J. 

En  effet,  si  U  est  un  vecteur  complanaire  avec  les  vecteurs  J,  K, 
la  formule 


(">') 


e  '•■'  ~  c  '■hl7t  U 


r,I|)  ianï  i  K,  J  i  IJ 


( ist  Immédiatement  vérifiable  sur  le  plan  des  vecteurs  J,  K,  U. 

Si  U  n'est  pas  complanaire  avec  J  et  K,  posons  U  =  U|  -f-  U2, 
U,  étant  parallèle  au  vecteur  I,  et  L-.  complanaire  avec  J  et  K  :  les 
deux  membres  de  la  formule  (io)  sont  des  opérations  qui  trans- 
forment U  en  U|,  et  donc  pour  la  (io')  la  formule  (io)  est,  en 
général,  \  raie. 

En  vertu  de  La  propriété  associative  du  produit  de  substitutions 
et  en  observant  que  le  produit  d'une  symétrie  par  elle-même  esl 


1   i  oir  c,.  Peano,  Calcolo  geometrico,  p.  164.  Torïno,  1888. 
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l'identité  (le  nombre  i),  nous  avon- 

(jui  donne,  parles  formules  (10), 

(il')  g('\  'i    '"i-   K,  J   e(/,  J|  )2»ng(l,  K    g(/,  K|   aang    11    =i} 

ou  encore 

(,,\  g(j',I)iang    U,  M    ,.  i,  J    •anïJK.  IJ    e(*,K   i»ng   kl,  Jk    _  ,  (  i  j. 

qui  est  la  formule  fondamentale  pour  la  composition  <\c>  rotations 
(Môbius,  Calcul  barycentrique). 

4.   Si  nous  posons,  u  étant  un  bivecleur, 

(là)  I  /.    I  )  U  =    ,1  /.    I   1     '/. 

il  résulte  que  ( /,  1)  est  une  substitution  pour  1rs  bivecleurs. 
Par  l'équation  (1^),  on  a 

(1 3 )  |  lu  =  1 '  ]  ». 

(]ui  prouve  que  les  deux  opérations  |,  i  sont  commutâmes. 
Si  n  esl  un  nombre  entier  on  a 

(  1  1  |  i"  a  =     /"    n . 

et  encore 

04')  !  I"  u  =  /"  j  u. 

d'où  il  résulte  que  x  étant  un  nombre  réel 
(i5  j  eix  \  u  —  eixu. 

Nous  pouvons  dire  que  eu'1  '  u  est  le  bivecleur  qu'on  obtient 
en  faisant  tourner  u  autour  du  vecteur  I  de  l'angle  x. 
Par  la  formule  (i5)  on  a 

i  1  '.  i  |  eixu  =  eix    », 

qui  démontre  que  les  deux  opérations  indiquées  par  les  signes  |  '"■' 
sont  commutables. 

(')  On  nous  avons  p  - -    IJ,  M         ang    K  .   1    i 
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La  formule  (9)  subsiste  encore  lorsque  U  est  un  bivecteur. 
Si  J,  K,  U  sont  vecteurs 

(16)  (e'**J)(e'*K)  =  e"  1  JK  1. 

(17)  1  e'*J)(e**K)(e'*U)  =  JKU. 

o.    Voici  des  applications  des  formules  précédentes  : 
«n  O   étant  un   point  fixe  et  x  un  nombre   réel,    nous  ('lisons 
correspondre  à  chaque  point  P  le  point 

P,=  0  +  eif.i   '■(  [P  —  O). 

Nous  pouvons  dire  qu'on  obtient  P  en  donnant  au  point  P  une 
rotation  égale  à  x  autour  de  Taxe  01.  Si  P  est  un  point  de  Taxe, 
c'est-à-dire  si  P  =  O  -h  ml,  alors 

P,  =  O  -t-  eixm  I  =  O  -+-  meix  I  —  O  —  m  I  =  P, 

et  chaque  point  de   l'axe  correspond  à   lui-même.  Si  P,  Q,  R,  S 
sont  des  points,  alors 

CQi—  Pi)(Ri—  Pi)  =  e'*[(Q-P)(R-P)l, 
(Q,-P1)(Ri-Pi)(S1-P1)  =  (Q-P)(R-P)(S-P), 

d'où  l'on  déduit  qu'à  une  figure  quelconque  correspond  une  figure 
égale. 

20  Si  un  corps  a  un  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  01 
(O  est  un  point  fixe),  et  si  P0  est  la  position  initiale  d'un  parmi 
les  points  du  corps,  alors  la  position  P  de  P0  à  la  fin  du  temps  t  est 

P  =  O -1- <?<'> ''-'(Po—  O), 

où  .r  est  une  fonction  de  t.  Pour  la  vélocité  du  point  P,  nous  avons 

dP        d.r    ....         „ 

__  =  _t>,<MP„_0, 

Le  vecteur  /(P0 —  O)  a  pour  module  la  distance  du  point  P0 
(ou  P)  à  la  droite  01  et,  par  conséquent,  -—  est  la  grandeur  <l>- 
la  vélocité  de  tous  les  points  du  corps  dont  la  distance  à  I  axe  I  H 

est  l'unité:  c'est-à-dire  -j-  est  la  vélocité  angulaire  «lu  mouve- 

dt 

ment,  qui  esl    indépendante  du   poinl  P.  Pour  l'accélération  du 
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point  P,  nous  avons 

ei»l-(P0_o)-*-(^y«te,-»(p0_o). 


rf*P  _  d"-x    ,_  .,„        rtx  .   (dx\ 
~dtï  ~  dt1 


Les  vecteurs  **(P0—  O),  i2(V0—  O),  de  même  module,  ont 
respectivement  la  direction  de  la  tangente  et  de  la  normale  prin- 
cipale au  point  P0  à  la  courbe  décrite  par  P;  par  conséquent,  la 
précédente  formule  donne  immédiatement  les  composantes  lan- 
gentielles  et  normales  de  l'accélération  au  point  P  el  donne  encore 
l'accélération  angulaire  totale,  langentielle  et  normale,  indépen- 
dante du  point  considéré  P. 

3"  Posons 

P  =  0-+-  <?,,'>,>jr(Q  —  0)  +  mxI. 

Si  Q  est  un  point  fixe  (ou  bien  Q=0-t-eli,i  P(R —  O) -H mari, 

R  étant  un  point  fixe),  le  point  P,  x  variant  de  -f-oo  à  — uo,  décrit 
une  hélice  dont  l'axe  est  la  droite  01  et  m  est  le  pas  réduit  (pour 
m  =  o,  P  décrit  une  circonférence).  Pour  la  tangente  au  point  P, 
nous  avons 

dP 

flL  =efcrj(Q_  Oi  +  ml  -ei*\i(  0  —  0  )  h-  »ï  I  ] . 

tir 

qui  donne  immédiatement  la  construction  de  la  tangente  al  hélice 
au  point  P  en  faisant  usage  du  pas  réduit. 

4°  En  conservant  pour  P  l'expression  précédente,  soit  Q  un 
point  fonction  d'une  variable  y  indépendante  de  x.  Le  point  P 
décrit  une  surface  de  révolution  générale  pour  m  =  o  el  une 
surf  ace  hélicoïdale  générale  pour  m^éo.  Pour  y  constante,  P 
décrit  un  parallèle  ou  une  hélice  de  la  surface,  et  pour  x  constante, 
une  courbe  égale  a  celle  décrite  par  Q,  courbe  que  nous  pouvons 
choisir  de  la  sorte  qui  nous  convient  mieux  pour  L'étude  «les  pro- 
priétés de  la  surface  (  '  |.  l.tant 


dp 

dO 

—    ,.u  __5 

<*y 

dy 

(')  Pour  appliquer  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer  ;i  l'étude  des  sur- 
faces de  révolution  et  hélicoïdales,  voir  ma  Note  :  Sopra  alcune  questioni  di 
Geometria   differenziale  {Rendiconti  del   Circolo    matematico  di  Palermo, 
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pour  le  plan  tangent  au  point  P,  nous  avons 

d?  d?         .    L  .,_        _  flrfQ) 

-, j-  =  e'-r  [  i(Q  —  0)  -+-  m  II  -y±  \ . 

■  1 './■   dy  ('  '  dy  \ 

6.  Soient  m  un  nombre  réel,  O  et  P  des  points.  Définissons  le 
signe  d'opération  (/,  T,  O),  en  posant 

(t,  I,  O)  fn!P)  =  ni(i.  [)(P_0). 

Il  résulte  bien  aisément  que  (i,  I,  O)  est  une  transformation 
des  formes  du  premier  ordre  en  vecteurs.  Si,  n  étant  un  nombre 
entier  quelconque  et  x  un  nombre  réel,  nous  posons 

(«,  1,0)"  P  =  (»,  I)"(P—  0), 

(/    |    O  )'2  r- 
el  r.1,0  \x  p  =  P  +  (  i.  J,  0  ).r  P  +  {-^y  >—  P  h-  ,  .  . , 

•>.  ! 

on  a 

e(/,i,0)j"p  _  o  -i-g"'.'i  '(P  — O), 

et,  par  conséquent,  e'  '  °  P  représente  le  point  P  depuis  la  rota- 
tion x  autour  de  l'axe  01. 

Nous  pouvons  donner  une  signification  analogue  aux  expressions 

e(/.I,  0)aj      e(/,I,0  a, 

où  <v  est  une  forme  de  deuxième  ordre  et  a  une  forme  de  troisième 
ordre.  On  a  ainsi  une  mélbodc  un  peu  différente  pour  la  forme 
de  celle  cjuc  nous  avons  employée  au  n"o,  pour  étudier  les  hélices, 
les  surfaces  de  révolution  et  hélicoïdales  décrites  par  un  point  ou 
par  une  droite,  ou  enveloppées  par  un  plan;  mais  nous  laissons 
aux  lecteurs  de  développer  les  formules  relatives  aux  notations 
que  nous  venons  d'indiquer  et  d'en  faire  des  applications. 

7.  Soient  ï,  N,  B  les  vecteurs  fonctions  de  la  variable  numé- 
rique s  qui  paraissent  dans  les  formules  de  Frenet  (ni.  /. ,  p.  120), 
formules  qui  peuvent  être  considérées  indépendamment  d'une 
courbe,  et   <|iii  sont  liées  par  les  relations 

dT  _  1  ,/\        _  1  1  dB  _  1  N 

ds         s  ds  z  1  ds        t 
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U  étant  un  vecteur  constant  quelconque,  nous  avons 

4(i,T)U  =lim  ]■[  T(s-hh)U-\T(s)U] 

as  u  =o  /' 


=  limi|[T(5H-/0-T(5)U]  =  |^U=- 

/,  —  o  /'  fis  o 


NU  =  -(i,N)U, 


et  par  suite 


rf(,-,T)=, 

P 


Au  moyen  de  ces  formules,  on  obtient  les  dérivées  successives 
de  l'opération  (;',  T),  mais  en  forme  bien  compliquée,  sauf  dans 
le  cas  où  o  et  t  sont  des  constantes. 

La  dérivée  de  e"-T'-r  se  présente  aussi  sous  forme  compliquée, 

,     i ,  •    ,  ,       ,     .,     ,     .  -di  .     .di        di  . 

car  la  dérivée,  par  exemple,  de  i-  n  est  pas  ii-j>  mais  i-j — | — j i. 

La  rotation  autour  d'un  axe  variable  se  présente  dans  le  mou- 
vement général  d'un  corps. 
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MAUNI  (le  baron).  —  Les  bandages  pneumatiques  et  la  résistance 
au  roulement,  étude  théorique  et  pratique.  Paris,  Dunod,  1899. 

On  dit,  c'est  un  commun  proverbe,  qu'une  question  bien  posée 
est  à  moitié  résolue.  On  exagère.  Les  problèmes  de  la  Irisection 
de  l'angle  et  de  la  quadrature  du  cercle  sont  très  clairement  el 
très  nettement  énoncés;  leur  solution  n'en  êsl  pas  plus  avancée. 
On  pourrait  déclarer,  avec  plus  de  raison,  que  toute  question  mal 
posée  devient  insoluble,.  .  .  jusqu'à  ce  qu'on  la  pose  mieux. 

La  théorie  de  la  résistance  au  roulement  paraît  mériter  ce  re- 
proche; M.  de  Mauni,  qui  l'a  beaucoup  étudiée,  le  lui  adresse 
énergiquement;  il  dénonce,  un  peu  rudement,  des  contradictions, 
des  omissions  et  des  erreurs  commises  dans  les  Ouvrages  clas- 
siques à  l'occasion  de  «  l'une  des  théories  de  la  Mécanique  dont 
la  revision  est  le  plus  impérieusement  réclamée  ». 

M.  de  Mauni  est  sévère.  Les  plus  illustres  ont  leur  part  de 
blâme.  Le  nom  même  de  frottement  de  roulement  est  condamné; 
il  accuse  ceux  qui  désignent  ainsi  la  résistance  au  roulement 
«  d'un  abus  de  langage  devenu  intolérable  »;  il  ne  dit  pas  depuis 
quand.  Coulomb  est  le  moins  maltraité.  «  11  n'a  jamais  songé  à 
traiter  à  fond  la  résistance  au  roulement.  »  11  est  vrai  que  «  ses 
conclusions  sont  formulées  de  manière  à  donner  le  change  à  des 
lecteurs  même  assez  attentifs  ».  Coulomb,  dit-il  ailleurs,  «  a 
commis  une  inadvertance,  il  n'a  pas  fait  attention  aux  conséquences 
que  plusieurs  générations  en  tireraient  ». 

Pour  Poncelet  seul,  M.  de  Mauni  se  montre  indulgent.  Poncelel 
s'est  refusé  à  traiter  la  question  :  «  Il  faut  louer  sa  réserve  si 
loyale  et  si  scientifique.  »  Dans  le  passage  cité  du  Traité  de  Mé- 
canique  industrielle,  je  ne  trouve  rien  à  admirer  et,  si  j'avais  à 
signaler  dans  ce  livre  excellent  et  utile  la  page  la  moins  digne  de 
l'illustre  auteur,  c'est  celle-là  que  je  choisirais.  Bien  loin  d'admirer 
la  réserve  de  Poncelet,  le  lecteur  a  le  droit  de  la  blâmer  el  de  s'en 
plaindre. 

Pour  faire   apprécier  l'utilité  des  roues,   Poncelet  compare  le 

tirage   d'une  voilure  à   celui  d'un    simple  traîneau.  Il    trouve,    par 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,   i.   XXIII.    (Mai  1899.) 
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un  calcul  minutieusement  pousse'  jusqu'au  centième  de  kilo- 
gramme, que  l'effort  imposé  au  cheval,  clans  les  conditions  qu'il 
suppose,  est  35k6,5g.  La  grande  supériorité  de  la  voiture  sur  le 
traîneau  étanl  démontrée  par  des  chiffres,  35kg,5g  contre  9.65^, 
il  ajoute  :  «  Quant  au  point  de  vue  pratique,  il  conviendrait  en- 
core de  considérer  :  i"  la  résistance  que  l'air  oppose  au  mouve- 
ment de  la  voilure;  2°  le  frottement  circulaire  ou  latéral  qui  a 
lieu  contre  les  épaulemenls  du  moyeu  des  roues....  3°  enfin,  le 
frottement  de  seconde  espèce  ou  de  roulement,  qui  naît  du  con- 
tact de  ces  roues  avec  le  sol.  »  Mais,  ajoute  l'illustre  auteur, 
«  ainsi  que  nous  en  avons  déjà  averti,  notre  intention  ne  saurait 
être  de  nous  étendre  ici  sur  les  considérations  expérimentales  et 
physiques  qui  se  rapportent  à  ce  genre  de  questions  ». 

Non  seulement  Poncclct  ne  s'étend  sur  aucune  considération 
expérimentale  ou  physique,  mais  il  n'aperçoit  pas  le  contretemps, 
qu'il  aurait  pu  vérifier  en  relisant  ses  leçons  de  Metz.  La  force 
qu'il  néglige,  se  bornant  à  la  mentionner  pour  mémoire,  forme 
les  neuf  dixièmes  environ  de  la  résistance  totale  dont  il  veut  faire 
ressortir  la  petitesse.  Ponce! et  a,  assurément,  le  droit  de  glisser 
sur  une  théorie  qu'il  n'entre  pas  dans  son  plan  d'approfondir  en 
ce  moment,  non  pas  celui  de  laisser  croire  qu'il  a  calculé  l'effort 
du  cheval  à  quelques  grammes  près,  alors  qu'il  a  négligé  des  cen- 
taines de  kilogrammes.  L'inadvertance  est  petite,  mais  la  faute 
est  grave.  M.  de  Mauni  loue  également  Sonnet,  auteur  estimable 
d'un  dictionnaire  de  Mathématiques,  d'avoir,  à  l'article  roulement, 
«  constaté  le  dissentiment  radical  existant  sur  ce  sujet  entre  les 
plus  célèbres  analystes,  et  conseillé,  en  attendant,  de  se  servir  de 
la  formule  de  Dupuit  ». 

C'est  à  Dupuit  que,  de  même  que  Sonnet,  M.  de  Mauni  semble 
accorder  l'avantage,  mais  avec  quelles  réserves!  Si  les  charre- 
tiers et  leurs  chevaux  volaient  pour  quelqu'un,  ce  serait  sans  doute 
pour  M.  Dupuit,  mais  on  ne  leur  demande  pas  leur  avis.  » 

M.  de  Mauni  ne  craint  pas  de  donner  le  sien;  il  joindrait  har- 
diment son  suffrage  à  celui  des  chevaux  ;  au  point  de  vue  pratique, 
s'entend.  Les  expériences  et  les  calculs  de  Dupuit  sont  déclarés 
par  lui  généralement  justes,  malgré  leur  association  «  aux  bévues 
grossières  et  aux  vices  des  bases  premières  sur  lesquelles  repose 
sa  théorie  ». 
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Quanl  au  général  Morin,  dont  le  crédit  dans  la  Science  a  été 
grand,  M.  de  Ma  uni  déclare  «  que  ses  théories  el  ses  calculs  oui 
été  reconnus  et  démontrés  faux,  dans  toutes  leurs  parties,  excepté 
quelques  détails  ».  ' 

Le  rapporteur  académique  de  la  longue  discussion  entre  Morin  et 
Dupuit,  l'excellent  Coriolis,  dont  le  nom  est  resté  fort  au-dessus 
du  commun,  a  conclu  en  faveur  de  Morin.  «  Grâce  à  l'autorité 
de  ce  rapport,  dit  M.  de  Mauni,  la  théorie  de  la  résistance  au 
roulement  est  restée  un  tissu  de  contradictions  et  même  d'absur- 
dités, sans  que  pendant  un  demi-siècle  personne  ait  jugé  utile  d'y 
prendre  garde.  » 

M.  de  Mauni,  sans  entrer  au  détail  de  ces  contradictions,  comme 
on  aurait  le  droit  de  s'y  attendre,  veut  bien  déclarer  qu'il  ne  se 
croit  pas  infaillible  et  inviter  ses  lecteurs  à  user  envers  lui  de  la 
franchise  dont  il  donne  l'exemple.  J'en  userai  pour  déclarer  ses 
critiques  trop  vagues  malgré  leur  énergie;,  et  souvent  outrées. 
J'ai  moins  que  personne,  cependant,  le  droit  de  les  dire  sans  fon- 
dement; plus  d'une  fois,  moi-même,  au  sujet  de  la  théorie  méca- 
nique du  roulement,  j'ai  éprouvé  quelque  mauvaise  humeur. 

D'excellents  auteurs,  et  des  professeurs  très  méritants,  sans 
proposer,  comme  on  les  en  accuse,  des  raisonnements  contradic- 
toires et  absurdes,  ont  pu  provoquer,  par  la  négligence  de  leur 
langage  et  l'absence  d'explications,  l'impatience  et  le  blâme  d  un 
ami  de  la  vérité  trop  exigeant  sur  la  précision  cl  la  rigueur. 

Le  zèle  sans  mesure  de  M.  de  Mauni  me  rappelle  un  vieux  sou- 
venir. Lorsque  j'étais  élève  à  l'Ecole  Polytechnique,  Le  Verrier, 
chargé  du  cours  de  Mécanique,  avait  enseigné,  sans  s'écarter  de 
la  tradition,  la  théorie  du  frottement  de  roulement.  Je  n'y  avais 
rien  compris.  Le  langage  me  semblait  incorrect,  les  conclusions 
vagues  et  obscures.  Appelé  quelques  jours  après,  selon  la  cou- 
tume de  l'Ecole,  à  une  interrogation,  une  colle,  comme  nous 
disions,  sur  la  théorie  du  frottement  de  roulement,  je  me  bornai  à 
dire  quels  embarras,  après  avoir  écoulé  la  leçon  de  Le  \  einer. 
m'empêchaient  de  trouver  la  théorie  acceptable.  Le  répétiteur  qui 
m  interrogeait,  c'était  Delaunaj  .  sans  rien  tenter  pour  débrouiller 
cet  embrouillement,  m'accorda  la  note  20,  la  plus  liante  de 
l'échelle*  Quelques  années  après,  devenu  professeur,  il  enseignait, 
fidèle  aux  traditions,  la  théorie  du  frottement  de  roulement,  abso- 
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lument  comme  l'avaient  fait  ses  prédécesseurs,  et  comme  le  font 
aujourd'hui  ses  successeurs. 

Quelles  sont  donc  ces  contradictions  et  ces  absurdités,  appa- 
rentes ou  réelles,  que,  même  avertis,  les  meilleurs  esprits  accep- 
tent sans  y  prendre  garde?  Elles  s'expliquent  par  une  langue  mal 
faite,  origine  captieuse  de  sophismes,  pour  les  philosophes,  et 
d'équivoques  obscures  indignes  des  géomètres.  Le  nom  de  résis- 
tance au  roulement  est  réservé,  non  à  la  totalité  des  actions  par 
lesquelles  le  sol  résiste  au  roulement  d'une  roue,  mais  à  une  partie 
seulement,  souvent  petite,  quelquefois  négligeable  de  ces  résis- 
tances. Aucun  maître  ne  l'ignore,  on  l'enseigne  sans  embarras,  le 
langage  est  libre  ;  mais  on  a  Je  tort,  le  plus  habituellement,  de 
mal  choisir  le  moment  de  le  dire.  Quand  on  croit,  dans  les  meil- 
leurs livres,  étudier  la  résistance  au  roulement,  la  force  qu'on 
apprend  à  connaître  n'est  qu'un  minimum;  d'autres  subsistent 
dans  les  applications  les  plus  simples,  qu'il  est  impossible  d'en 
séparer.  Les  auteurs  classiques  en  tiennent  compte,  mais  irrésolus 
et  indécis,  au  moins  en  apparence,  ils  semblent  en  faire  peu  de 
cas.  J'en  dirai  bientôt  la  raison.  On  peut  citer  de  nombreux 
exemples. 

Lorsque  Poncelet,  aujourd'hui  leur  maître  à  tous,  veut  com- 
parer l'effort  du  cheval  qui  traîne  une  voiture  à  celui  qu'impose- 
rait la  traction  d'un  traîneau,  il  nomme  frottement  de  glissement 
la  résistance  opposée  au  traîneau  qui  glisse,  mais  non  pas  résis- 
tance au  roulement  la  résistance  opposée  à  la  voiture  qui  roule. 
Après  avoir  évalué  cette  résistance,  Poncelet  déclare,  comme  nous 
l'avons  dit,  que,  pour  plus  d'exactitude,  il  aurait  fallu  tenir  compte 
de  la  résistance  au  roulement.  Qu'a-t-il  donc  calculé? 

Delaunav,  professeur  à  1  Ecole  Polytechnique  et  à  la  Faculté 
des  Sciences,  étudiait  dans  ses  leçons  le  roulement  d'un  cvlindre 
qui  tombe  en  roulant  sur  un  plan  incliné.  La  résistance  du  plan 
est  la  seule  cause  qui  le  retarde.  11  en  calcule  l'intensité,  il  en 
étudie  les  effets,  et  le  lecteur  croit  le  problème  complètement 
résolu,  quand  il  ajoute  :  «  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  négligé 
la  résistance  au  roulement  à  laquelle  le  cylindre  est  soumis 
tandis  qu'il  roule  sur  le  plan.  » 

Ces  citations  de  Poncelet  et  de  Delaunaj  expliquent  tout. 
L'étrangeté  ei  les  contradictions  du  langage  \  paraissent  en  pleine 
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évidence.  Un  peu  d'agacement  est  permis,  quand  on  voit  des 
auteurs  considérables,  on  pourrait  en  citer  beaucoup  d'autres, 
sans  s'appuyer  sur  aucune  explication  antérieure,  établir  une  dis- 
tinction entre  la  résistance  au  corps  qui  roule  et  la  résistance  au 
roulement  du  corps;  imposant  ainsi,  à  qui  veut  raisonner  de  ces 
choses,  une  minutieuse  attention  à  la  position  des  virgules. 

Il  est,  dit  la  Logique  de  Port- Royal,  des  pédants  de  toutes  robes 
et  de  tous  étals.  Dans  leur  louable  vouloir  de  bien  dire,  quel  nom 
doivent-ils  donner  à  la  force  opposée  au  cylindre?  Est-ce  un  frot- 
tement? Pas  de  glissement,  le  cylindre  roule.  De  roulement? 
Moins  encore,  en  le  calculant  on  néglige  la  résistance  au  roule- 
ment. Existerait-il  un  frottement  de  troisième  espèce?  Les  maîtres 
de  la  Science,  je  veux  dire  les  professeurs  de  Mécanique,  devraient 
nous  en  instruire.  Cette  équivoque  embarrasse  les  esprits  délicats, 
les  choque,  les  irrite  même,  comme  autrefois  la  grâce  suffisante 
qui  ne  suffisait  pas. 

Les  auteurs  les  plus  autorisés  adoptent  les  conclusions  et  les 
explications  de  Coulomb.  L'action  exercée  par  le  sol  supposé 
horizontal  est  une  force  verticale  égale  et  contraire  au  poids  de  la 
voiture  et  appliquée  en  avant  du  point  de  contact. 

La  résistance  au  roulement  étant  une  force  verticale  ou,  pour 
parler  plus  correctement,  se  réduisant  au  déplacement  du  point 
d'application  de  cette  force,  on  peut  se  demander  s'il  existe  une 
action  horizontale.  Les  géomètres  ignorent  les  rélicences.  L'étu- 
diant doit  croire  que,  si  une  telle  force  agissait,  quelquefois  ou 
toujours,  sur  une  roue  qui  roule,  on  s'empresserait  de  le  lui  dire. 
Les  auteurs  ne  cachent  pas  la  réponse,  mais  réservent  la  question 
pour  un  autre  chapitre.  On  l'y  abordera  correctement,  jamais 
nettement;  sans  tromper  le  lecteur,  mais  sans  l'éclairer. 

Il  faudra  se  garder,  quand  cette  force  interviendra,  de  l'appeler 
résistance  au  roulement.  Nous  avons  vu  Poncelet  et  Delaunay 
l'introduire  et  la  calculer,  en  plaçant  à  l'arrière-plan,  comme  une 
inllucnce  distincte  et  négligeable,  la  résistance  au  roulement.  Le 
général  Morin  prend  avec  la  langue  des  géomètres  des  libertés 
presque  divertissantes.  Dans  les  nombreux  Tableaux,  officielle- 
ment approuvés,  sur  le  tirage  des  voilures,  et  qu'on  a  pu  appeler 
réglementaires,  on  lit,  en  tête  d'une  colonne  :  Résistance  au  rou- 
lement.  Celte  résistance,   évaluée    en    kilogrammes,   esl   horizon- 
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talc...  Faut-il  donc  renoncer  à  regarder  l'action  du  sol  comme 
verticale?  Morin  se  serait  étonné,  je  n'en  doute  pas,  qu'un  lecteur 
se  rencontrât,  assez  ignorant  ou  assez  peu  perspicace,  pour  lui 
imputer  une  telle  contradiction.  Me  s'est-il  pas  suffisamment 
expliqué  dans  les  quelques  lignes  qui  précèdent  ses  tableaux,  en 
écrivant  :  «  Nous  nommerons  R  la  résistance  opposée  par  le  sol 
au  roulement,  et  rapportée  à  la  circonférence  de  la  roue.  » 

Ce  jargon  intolérable  chez  un  professeur  de  Mécanique  avait, 
longtemps  avant  M.  de  Mauni,  choqué  les  lecteurs  attentifs.  Plus 
d'un  s'était  demandé  comment  une  résistance  peut-elle  être  rap- 
portée à  la  circonférence  d'une  roue? 

Le  général  Morin  croyait  le  savoir.  La  question  l'aurait  surpris. 
La  force  verticale  dont  la  résistance  au  roulement  déplace  le 
point  d'application  forme  un  couple  avec  le  poids  du  corps.  On 
peut,  Poinsot  l'a  démontré,  faire  tourner  ce  couple  à  sa  guise  : 
l'effet  produit  ne  dépend  que  de  son  moment.  Quand  on  déclare 
la  force  verticale  rapportée  à  la  circonférence  de  la  roue,  il  faut 
être  bien  puriste  pour  affecter  de  ne  pas  comprendre  que,  maître 
de  la  placer  comme  on  veut,  on  a  voulu  la  faire  tangente  au  point 
le  plus  bas  de  la  roue,  en  donnant  à  l'autre,  pour  point  d'applica- 
tion, le  centre  de  la  roue.  Tout  cela  n'a  pas  besoin  d'être  dit.  Celte 
force  horizontale,  qu'on  oppose  à  la  traction  du  cheval,  est-elle 
réelle  ou  fictive?  La  demande  n'est  pas  indiscrète.  L'esprit  pra- 
tique de  Morin  l'aurait  jugée  inutile. 

Quel  doit  être  l'embarras,  quelquefois  l'impatience  du  lecteur, 
quand  /il  voit  un  auteur,  incontestablement  autorisé,  regarder, 
sans  plus  ample  explication,  l'effort  imposé  au  cheval  d'une  voi- 
ture comme  la  somme  de  deux  résistances  dont  l'une  a  été  dé- 
clarée verticale,  mais  est  rapportée  à  la  circonférence  d'une  roue? 
Cet  embarras  et  celte  impatience  ne  doivent-ils  pas  s'accroilre 
quand,  après  avoir  continué  sa  lecture,  il  a  compris  que.  sur  ces 
deux  résistances  subies  par  la  roue  qui  roule,  la  première  seule- 
ment est  la  résistance  au  roulement?  La  seconde  ne  reçoit  au- 
cun nom. 

Lu  ouvrant  au  hasard  le  Tableau  de  Morin,  je  trouve,  à  la 
page  63,  que,  la  moyenne  des  efforts  employés  à  vaincre  le  frolle- 
ment  des  essieux  étanl  égale  à  17-*.  les  résistances  qu'on  a  loué 
Poncelel  d'avoir  négligées  onl  pour  moyenne  1  '■>- . 
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Lorsqu'une  locomotive  entraîne  un  train  sur  un  chemin  de  fer, 
la  force  motrice,  qui  surmonte  l'inertie  des  wagons  et  les  résis- 
tances qui  les  retardent,  est  exercée  par  les  rails  sur  les  roues  que 
la  vapeur  contraint  à  tourner.  La  roue  de  la  locomotive  roule 
comme  les  antres,  les  points  de  sa  circonférence  décrivent  des 
cycloïdes,  mais  la  vapeur  intervient,  et  il  n'est  permis  en  aucune 
façon  de  l'assimiler  au  rouleau  de  Coulomb,  quoiqu'elle  roule 
comme  lui.  La  force  développée  par  le  rail  n'est  pas  une  résistance 
au  roulement.  Pourquoi?  Ne  s'oppose-t-elle  pas  énergiquement 
à  la  rotation  sans  laquelle  la  roue  ne  roulerait  pas?  On  ne  le  nie 
pas;  mais  la  raison  doit  céder  à  l'usage.  Les  conventions  sont 
libres. 

Les  rails,  dont  l'action  entraîne  la  locomotive,  relardent  au 
contraire  les  wagons,  mais  la  moindre  partie  seulement  de  la  force 
retardatrice  reçoit  le  nom  de  résistance  au  roulement  ;  l'autre 
partie  doit  figurer,  quand  on  analysera  les  forces,  dans  une  autre 
colonne  du  Tableau. 

Les  roues  tournent,  en  effet,  autour  d'un  essieu,  qui,  pour  les 
supporter,  pénètre  dans  un  moyeu  nommé  boîte  à  graisse  ;  il  exerce 
sur  ce  moyeu  un  frottement  de  glissement,  qui,  résultant  des 
actions  mutuelles  entre  deux  parties  du  train,  est  sans  influence 
directe  sur  le  mouvement  de  son  centre  de  gravité,  mais  qui,  ce- 
pendant, le  retarde.  Le  frottement  de  l'essieu  tend  en  effet,  très 
directement,  à  ralentir  la  rotation  de  la  roue.  Pour  que  le  roule- 
ment persiste  et  ne  devienne  pas  un  glissement,  qui  arrêterait  le 
convoi,  il  faut  que  le  rail  développe  la  force  nécessaire  pour  main- 
tenir la  rotation  de  la  roue;  il  le  faut,  cela  pourrait  ne  pas  suffire, 
mais  de  plus  il  le  peut,  nous  en  dirons  la  raison.  La  résistance 
dont  c'est  là  l'origine  s'ajoute  à  la  résistance  au  roulement. 

Le  premier  point  à  établir  dans  l'élude  du  roulemenl  esl  l'exis- 
tence d'une  force  développée  à  chaque  instant  par  le  sol,  variable 
de  grandeur  entre  des  limites  forl  étendues,  changeanl  de  direc- 
tion lorsque  cela  devient  nécessaire,  et  toujours  exactemenl  déter- 
minée par  la  condition  d'assurer  une  vitesse  nulle  au  poinl  par 
lequel  la  roue  repose  sur  le  sol.  Le  mécanicien  le  plus  ingénieux, 
si  cette  dispensation  immédiate  de  la  force  nécessaire  ne  -  accom- 
plissail  pas  automatiquement,  en  trouyerail  la  réalisation  pénible. 
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Le  charron  ne  s'en  occupe  pas.  Le  frottement  du  sol  (c'est  du 
frottement  de  glissement  qu'il  s'agit)  s'oppose  sans  cesse  au  mou- 
vement du  point  en  contact  avec  lui;  si  donc  une  vitesse  vient  à 
naître,  si  petite  qu'elle  soit,  et  en  quelque  sens  qu'elle  se  produise, 
il  la  détruit;  le  glissement  n'est  possible  que  sur  un  sol  assez  glis- 
sant pour  rendre  insuffisant  le  frottement  régulateur.  On  pourra 
donc,  dans  la  théorie  du  roulement,  déterminer  les  efforts  déve- 
loppés par  le  sol,  par  la  condition  que,  associés  aux  vitesses 
acquises  par  les  différents  points  du  système,  et  aux  forces  agissant 
sur  lui,  quelle  qu'en  soit  l'origine,  ils  assurent  une  vitesse  nulle 
au  point  de  contact  de  la  roue.  On  peut  conserver  un  scrupule, 
sinon,  un  doute.  Comment  le  sol  inerte,  le  rail  si  l'on  veut,  pressé 
parla  même  roue,  qui  tourne  avec  la  même  vitesse,  peut-il  exercer 
des  actions  absolument  différentes  avec  une  justesse  toujours  par- 
faite? Une  comparaison,  presque  une  identité,  servira  de  réponse. 
Supposons  un  corps  solide  pesant,  reposant  immobile  sur  le  sol  ; 
quelle  est  sur  lui  l'action  du  sol?  La  réponse  est  simple  :  elle  est 
verticale,  égale  et  contraire  à  la  pesanteur;  il  nTy  a  pas  d'action 
horizontale. 

Si  ce  même  corps  est  tiré  par  une  force  horizontale  trop  faible 
pour  l'entraîner,  il  ne  bougera  pas,  mais  le  sol  développera  une 
force  précisément  égale  et  contraire  à  celle  qu'elle  doit  détruire, 
et  cela  aura  lieu  jusqu'au  moment  où  le  frottement  de  glissement, 
inférieur  à  la  force  de  traction,  ne  pourra  plus  la  détruire.  La 
résistance  du  sol  sur  Je  corps  immobile  peut  donc,  la  position 
restant  la  même,  varier  depuis  zéro  jusqu'à  une  limite  supérieure 
égale  au  frottement  de  glissement.  Quand  une  roue  roule  sur  un 
sol  horizontal,  le  point  de  support,  sans  être  immobile,  avant  une 
vitesse  nulle,  les  conditions  sont  pour  lui  presque  identiques  à 
celles  d'un  corps  dont  toutes  les  parties  sont  sans  vitesse. 

Ajoutons,  enfin,  qu'il  ne  faut  pas  s'étonner  de  voir  un  corps, 
dans  des  conditions  en  apparence  identiques,  reposant  sur  le 
même  sol,  éprouver  de  ce  sol  des  actions  variables,  exactement 
mesurées  sur  les  besoins  de  l'équilibre.  Les  conditions,  en  appa- 
rence identiques,  sonl  en  réalité  différentes.  Le  corps,  pour  le 
mettre  en  marche,  doit  surmonter  les  obstacles  opposés  par  les 
rugosités  du  sol  el  bar  les  siennes,  il  les  faii  fléchir,  il  les  déforme 
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plus  ou  moins  et  met  en  jeu  leur  élasticité,  qui,  pour  des  dépla- 
cements également  invisibles,  mais  très  différents,  fait  naître  des 
résistances  inégales. 

La  résistance  au  roulement  ne  joue  aucun  rôle  dans  les  expli- 
cations précédentes.  Si  l'on  étudie  d'après  ces  principes,  dans  les 
différents  cas,  le  mouvement  d'une  roue,  on  approchera  beaucoup 
de  la  vérité.  Dans  quelques  cas  cependant,  dans  celui  qu'a  choisi 
Coulomb,  par  exemple,  l'erreur  serait  grande.  Supposons  un  rou- 
leau ou  un  cerceau  roulant  sur  un  plancher  horizontal.  Le  sol, 
dans  ce  cas,  d'après  la  théorie  indiquée,  n'aurait  aucune  résis- 
tance horizontale  à  exercer;  il  détruira  le  poids  du  rouleau,  ce 
serait  tout  son  rôle.  Le  corps  solide  n'étant  sollicité  par  aucune 
force  roulera  indéfiniment,  sans  se  ralentir  ni  s'arrêter  jamais. 

Cette  théorie  n'est  pas  acceptable;  la  pratique  la  dément.  Le 
résultat  exige  une  correction.  En  ne  tenant  pas  compte  de  la  dé- 
formation du  sol,  on  a  réduit  le  contacta  une  ligue  mathématique  \ 
il  se  fait,  en  réalité,  sur  une  petite  surface,  et  la  résistance  verti- 
cale, pour  cette  raison,  est  appliquée  un  peu  en  avant  du  centre 
de  gravité.  Une  correction  est  toujours  nécessaire,  mais,  dans  le 
cas  actuel,  elle  est  considérable. 

La  force  à  corriger  étant  nulle,  l'erreur  relative  serait  infinie. 
Dans  d'autres  cas,  elle  est  peu  importante;  comme,  par  exemple, 
quand  on  étudie  la  chute  libre  d'un  cylindre  sur  un  plan  incliné. 
Souvent,  au  contraire,  la  résistance  au  roulement  forme  une 
partie  importante  de  la  résistance  opposée  au  corps  qui  roule, 
sans  en  faire  la  totalité. 

Quel  que  soit  le  langage  adopté,  on  doit  se  demander  s'il  esl 
évident,  s'il  esl  démontré,  si  surtout  il  est  exact  qu'on  puisse 
étudier  chaque  cause  de  résistance  pour  en  calculer  les  effets. 
comme  si  elle  était  seule,  en  négligeant  les  influences  mutuelles. 
S'il  s'agit  d'une  voiture,  par  exemple,  on  évalue  la  résistance  au 
roulement  opposée  à  chacune  des  roues,  comme  s'il  s'agissail  du 
rouleau  étudié  par  Coulomb,  pour  v  joindre  la  résistance  due  au 
frottement  de  l'essieu,  rapportée,  comme  dit  Morin,  à  la  circon- 
férence de  la  roue.  Cette  décomposition  du  problème  est-elle 
permise?  On  n'a  jamais  étudié  la  question.  Il  ne  semble  pas  qu  un 
premier  examen  soit  favorable.  Lorsque  plusieurs  systèmes  de 
forces  agïssenl  sur  un  même  corps  solide,  les  accélérations  qui  en 
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résultent  pendant  l'instant  qui  va  suivre  sonl  les  résultantes  de 

celles  que  produirait  chaque  système,  s'il  ét;iit  seul.  Les  forces 
qu'il  laut  appliquer  au  point  qui  va  se  placer  en  contact  avec  le 
sol,  et  dont  la  vitesse  actuelle  est  infiniment  petite,  pour  que  celle 
vitesse  devienne  nulle,  sont  les  résultantes  de  celle  qu'il  faudrait 
appliquer  dans  chaque  système  :  c'est  de  ce  théorème  qu'on  dé- 
duit le  principe;  mais,  quand  on  introduit  la  résistance  au  rou- 
lement, due  à  la  déformation  du  sol,  il  semble  évident  que  celle 
déformation,  dont  le  rôle  est  si  grand,  sera  influencée  par  toutes 
les  forces  qui  agissent  sur  la  roue,  elle  ne  peut  rien  changer  aux 
autres  résistances  dont  leur  détermination  est  un  problème  de 
Géométrie  dans  lequel  celte  détermination  ne  joue  aucun  rôle.  La 
résistance  au  roulement  étant  la  seule  qui  puisse  subir  un  chan- 
gement, si  la  somme  varie,  il  faudra  (pie  ce  soit  par  elle.  Il  n'est 
pas  permis,  par  conséquent,  de  l'évaluer  par  un  calcul  distinct; 
les  autres  la  changent  en  s'y  associant,  et  le  principe  énoncé  sans 
restriction  n'est  pas  acceptable.  Approche-l-il  de  la  vérité  dans 
les  cas  où  on  l'a  appliqué?  La  question  mérite  examen.  L'expé- 
rience serait  difficile  à  combiner  et  à  exécuter,  plus  difficile  en- 
core à  remplacer  par  une  discussion  théorique. 

On  a  traité  souvent  les  problèmes  relatifs  au  frottement,  sans 
faire  intervenir,  sans  mentionner  môme  la  force  horizon  laie 
exercée  sur  la  roue  par  le  sol  qui  la  porte.  Cette  force  est  grande; 
ceux  qui  la  négligent  ne  l'ignorent  pas.  Pourquoi,  dans  les  expli- 
cations, lui  accorder  si  petite  importance?  L'explicalion  est  facile. 

La  tendance  des  mécaniciens  à  tout  expliquer  par  la  théorie  du 
travail  est  de  plus  en  plus  marquée.  Évaluer  le  travail  dépensé  el 
le  travail  produit  semble  devenir,  pour  les  plus  habiles,  le  moyen 
le  plus  sûr  pour  s'avancer  dans  l'étude  des  phénomène-. 

Le  travail,  la  force  vive,  l'énergie  ne  sont  pas  pour  eux  des 
expressions  mathématiques,  mais  des  êtres  réels,  des  substances 
impérissables  sous  leurs  transformations;  on  les  fail  entrer 
comme  (elles  dans  les  explications.  L'espril  >'\  repose  sur  des 
raisonnements  plus  faciles  que  rigoureux,  et  que  l'on  croil  très 
clairs,  parce  (pie,  pour  toute  preuve,  on  invoque  l'évidence. 

Le  rôle  de  la  force  horizontale  développée  par  le  sol  sur  les 
loue-  il  une  voiture  CSl  prépondérant,  cela  s'entend  de  soi.  Pour 
ceux  qui,  cependant,    porlenl    leur  attention  sur  l'évaluation  des 
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forces  vives  et  veulent  prendre  la  question  par  ce  Liai-,  il  perd 
tout  intérêt.  Cette  force  est  grande,  ou  n'en  disconvient  pas  ;  mais, 
si  rapide  que  soit  l'allure  de  la  voiture,  la  vitesse  du  point  qui 
touche  le  sol  est  nulle.  Il  n'en  faut  pas  davantage;  la  force  qui  lui 
est  appliquée  ne  produit  pas  de  travail;  ne  pouvant,  dès  lors, 
engendrer  aucune  force  vive,  il  importe  peu  qu'elle  soit  grande 
ou  petite;  le  calculateur  n'a  pas  besoin  de  la  connaître.  Celui  qui 
raisonne  sans  calculer  comprend  difficilement  celte  indifférence. 

Les  mécaniciens,  pour  étudier  le  mouvement  d'une  voiture, 
peuvent  invoquer  deux  principes  el,  par  deux  voies,  en  apparence 
contraires,  atteindre  le  même  but  avec  une  éirale  certitude.  Le 
premier,  que  l'on  pourrait  nommer  l'élève  de  l'ancienne  école, 
disciple  de  Poinsot,  par  exemple,  prendra  pour  guide  le  principe 
du  mouvement  du  centre  de  gravité.  Le  mouvement  de  ce  point 
est  le  même  que  si,  toutes  les  masses  y  étant  concentrées,  on  y 
appliquait,  en  les  transportant,  avec  leur  intensité  et  leur  direction 
conservées,  toutes  les  forces  extérieures  qui  agissent  sur  le  sys- 
tème. Ces  forces  sont  la  résistance  du  sol,  la  traction  du  cheval  el 
la  pesanteur.  On  peut,  sur  un  terrain  horizontal,  supprimer  la 
troisième,  en  même  temps  que  la  partie  verticale  de  l'action  du 
sol,  quelqu'en  soit  le  point  d'application.  Deux  forces  seulement 
devront  donc  intervenir  :  l'action  horizontale  du  sol  et  la  traction 
du  cheval. 

Si  l'on  demande  au  mécanicien  qui  procède  ainsi  :  «  Ouel  rôle 
réservez-vous  au  frottement  de  l'essieu?  »  Il  répondrait  certaine- 
ment, avec  grande  raison  :  «  Ce  frottement  ne  figure  pas  dans  mes 
calculs!  »  Grand  scandale  assurément,  car  on  n'ignore  pas  qu'une 
roue  dont  l'essieu  est  bien  srraissé  roule  mieux  et  fatigue  moins  le 
cheval:  il  n'est  pas  admissible  que  ce  frottement,  qu'il  importe 
tanl  di1  diminuer,  ne  joue  aucun  rôle.  Cela  n'esl  pas  admissible, 
en  effet,  parce  que  cela  est  faux. 

Celte  force,  sans  paraître  directement  dans  les  calculs,  accroît 
la  résistance  du  sol  :  elle  joue,  sous  ce  rapport,  un  rôle  comparabi  : 

à  celui  du  poids  d'un  traîneau,  qui,  sans  opposer  auc •  résistance 

au  mouvement  horizontal,  accroît  en  même  temps  que  la  pression, 
le  frottement  qui  le  retarde. 

I.n  résumé,  l'action  du  sol  influe  seule  sur  le  mouvement.  Le 
frottement  de  l'essieu  est  sans  influence  su!  la  vitesse  du  centre 
de  grav  lié,  mais  il  chancre  l'art  jim  du  sol. 
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Supposons  le  second  mécanicien,  élève  de  Poncelel.  Pour 
étudier  le  mouvement  de  la  même  voiture,  il  lui  suffira  de  calculer 
le  travail.  L'essieu  glisse  sur  le  moyeu  de  la  roue,  c'est  une  source 
de  travail  dépensé,  le  point  de  la  roue  qui  touche  au  sol  a  une 
vitesse  nulle.  Pas  de  travail  à  attendre,  par  conséquent,  des 
actions  exercées  sur  lui,  il  est  inutile  d'en  parler.  Si  le  point 
d'application  de  la  résistance  verticale  se  déplace,  par  suite  de  la 
déformation  du  sol,  cette  résistance  produira  un  travail,  dont  il 
faut  tenir  compte,  c'est  la  résistance  au  roulement  ;  enfin,  bien 
entendu,  il  faut  évaluer  le  travail  du  cheval. 

En  résumé  :  Pour  celui  qui  veut  suivre  la  première  méthode, 
aucun  besoin  de  connaître  le  frottement  de  l'essieu  et  la  position 
de  la  réaction  verticale;  il  pourra  dire,  sauf  à  s'expliquer  ensuite, 
que  ces  deux  forces  n'influent  pas  sur  la  vitesse.  La  résistance 
horizontale  importe  seule.  L'élève  de  Poncelet,  au  contraire,  n'a 
pas  besoin  de  connaître  la  résistance  horizontale,  il  pourra  dire, 
sauf  à  s'expliquer  ensuite,  que  cette  force  n'influe  pas  sur  la 
vitesse.  Le  frottement  de  l'essieu  et  le  point  d'application  de  la 
réaction  verticale  importent  seuls.  La  vérité,  qui  domine  tout, 
s'accommode  des  deux  solutions.  Quand  on  va  jusqu'au  bout,  les 
résultats  sont  identiques.  On  comprend  cependant  que  la  diver- 
sité des  langages  ait  fait  naître  des  accusations  d'incohérence  et 
de  contradiction. 

Alors  même  qu'aucune  erreur  n'est  commise  dans  la  solution 
d'un  problème  de  Mécanique,  la  claire  vue  du  phénomène  et 
l'analyse  des  causes  qui  le  produisent,  c'est,  pour  les  esprits 
curieux,  un  des  résultats  les  plus  désirés.  Sans  lui,  la  solution 
reste  imparfaite.  Tout  mouvement  suppose  une  force  qui  le  pro- 
duit, oir  qui  le  maintient.  On  doit  désirer  la  connaître. 

Delaunay,  dans  son  Traité  de  Mécanique,  quoiqu'il  se  tienne 
loin  d'une  préoccupation  trop  absolue  de  la  considération  du  tra- 
vail, laisse  paraître,  dans  le  passage  suivant,  un  exemple  de  l'abus 
qu'on  en  peut  faire  : 

On  voit  que,  lorsqu'un  cylindre  roule  sur  mi  pi. m  incliné,  l'accélération 
du  mouvement  de  son  centre  de  gravité  esl  plu-  petite  que  celle  du  mou- 
vement d'un  point  qui  glisserait  le  long  du  pi. m  sans  éprouver  de  frotte- 
ment, ri  cela,  lors  même  qu'on  ne  lient  pas  compte  de  la  résistance  .m 
roulement.  Gela  tient  à  ce  que  la  pesanteui  détermine  eu  même  temps  le 
mouvement  de  translation  du  cylindre  le  long  'lu  pi. m  et  son  mouvement 


COMPTES  UENDOS  ET  ANALYSES.  ,,», 

de  rotation  sur  lui-même.  Le  travail  développé  par  la  pesanteur  pendant 
que  le  rentre  de  gravité  du  cylindre  descend  d'une  certaine  hauteur  doil 
produire,  non  seulement  l'accroissement  de  force  vive  de  la  masse  entière 
du  corps  supposé  concentré  en  son  centre  de  gravité,  mais  encore  l'accrois- 
sement de  force  vive  de  ce  corps  dans  son  mouvement  autour  du  centre 
de  gravité. 

Ces  lignes  sont  irréprochables;  les  assertions  sont  exactes, 
mais,  après  avoir  lu,  le  lecteur  ignore  quelle  force  produit  le  re- 
tard. Cette  force  ne  produisant  pas  de  travail  n'a  pas  droit  à  la 
moindre  mention.  Le  plan  sur  lequel  roule  le  cylindre  ne  produit 
aucun  travail  ! 

Je  crois  pouvoir  affirmer  que  peu  de  lecteurs  peuvent  com- 
prendre cette  assertion  qui,  cependant,  est  exacte. 

A  ceux  qui  sur  ce  point  se  feraient  illusion,  je  demanderai  s'ils 
consentiraient  à  dire  :  La  résistance  du  plan  ne  travaille  pas. 
Si  la  première  assertion  est  fort  éloignée  de  l'évidence,  c'est  parce 
que  le  langage^familier  à  tous  repousse  la  seconde.  La  résistance 
du  sol  détermine  et  accélère  la  rotation  du  cylindre,  elle  seule 
retarde  le  mouvement  du  centre  de  gravité;  non  seulement  elle 
intervient,  mais  elle  produit  les  deux  parties  du  phénomène  : 
n'est-ce  pas  travailler  cela?  Le  verbe  travailler,  dans  le  diction- 
naire de  Littré,  reçoit  vingt-six  significations  différentes,  pas  une 
seule  n'autorise  à  répondre  non;  mais,  parmi  les  sens  assignés  au 
mot  travail,  il  en  est  un,  que  d'ailleurs  le  dictionnaire  de  l'Aca- 
démie ne  mentionne  pas,  d'après  lequel  cette  force,  qui  travaille 
utilement  à  la  marche  de  la  voiture,  produit  un  travail  utile  dont 
la  mesure  est  zéro.  Elle  travaille  sans  rien  produire.  Le  cas  n'est 
pas  rare.  En  adoptant  ce  langage,  accepté  par  tous  les  mécaniciens, 
on  pourrait  et  l'on  devrait  dire  qu'un  artiste,  en  promenant  sur 
une  feuille  de  papier  blanc  la  pointe  finement  taillée  de  son  crayon, 
lors  même  qu'il  a  fait  un  chef-d'œuvre,  n'a  produit  aucun  travail. 

Dans  la  longue  discussion  entre  Dupuit  et  Morin,  j'inclinerais, 
comme  M.  de  Mauni,  à  donner  raison  à  Dupuit;  en  exceptant  les 
cas  où  ils  se  trompent  tous  deux,  sans  pour  cela  s'accorder.  La 
thèse  de  Dupuit,  dans  les  limites  des  expériences  et  des  con- 
ditions habituelles,  semble  s'écarter  moins  de  la  vérité.  Tous  deux 
ont  étudié  l'influence  du  diamètre  des  roues,  celles  do  charges  el 
de  la  largeur  «les  jantes,  le  meilleur  emploi  des  ressorts,  la  dété- 
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rioration  et  l'entretien  des  routes  et  les  que-lions  relatives  à  lu 
police  du  roulage.  Ces  questions,  si  intéressâmes  qu'elles  soient, 
appartiennent  à  un  autre  ordre  de  travaux. 

Je  n'aborderai  pas  davantage  l'étude  des  bicyclettes  et  des  ban- 
dages pneumatiques,  qui,  pour  M.  de  Mauni,  donnent  à  la  ques- 
tion une  importance  toute  nouvelle.  C'est  aux  constructeurs  de 
cycles  locomoteurs  qu'il  s'adresse,  ainsi  qu'à  ceux  qui  font  usage 
de  ces  véhicules.  La  théorie  du  roulement  n'est  pour  lui  qu'une 
préparation  nécessaire  aux  applications  qui  l'intéressent.  L'atten- 
tion due  à  ces  nouveaux  moyens  de  locomotion  impose  selon  lui 
la  nécessité  «  de  faire  jaillir  la  lumière  au  milieu  des  antiques 
ténèbres  ».  L'étude  des  roues  de  charrette  ou  de  diligence  lui 
paraît  de  moindre  conséquence  et  moins  digne  de  curiosité. 

Sans  revenir  sur  la  partie  critique  des  observations  de  M.  de 
Mauni,  je  ne  puis  terminer  sans  y  signaler  une  accusation  regret- 
table adressée,  un  peu  légèrement,  à  la  mémoire  de  Dupuit  : 

Gomme  pour  augmenter  la  confusion,  dit-il,  M.  Dupuit.  en  réfutant  ce 
qu'il  croit  être  la  théorie  de  Coulomb,  altère  pour  les  besoins  île  la  cause 
le  texte  du  Traité  des  machines  simples. 


L'accusation  est  grave.  Comme  s'il  devinait  que  ceux  qui  ont 
connu  Dupuit  la  déclareraient  invraisemblable,  M.  de  Mauni  re- 
produit la  phrase  copiée  dans  le  Mémoire,  en  la  rapprochant  du 
texte  de  Coulomb.  Coulomb  a  écrit  :  «  A  chaque  expérience,  on 
commence  par  ébranler  le  rouleau.  »  On  lit  dans  Dupuit,  qui 
analyse  sans  citer  textuellement  :  «  Coulomb  a  soin  de  prévenir 
»  qu'à  chaque  essai,  on  commence  à  ébranler  le  rouleau.  >>  La 
substitution  du  mot  essai  au  mot  expérience  n'est  pas  reprochée, 
celle  du  mot  à  au  mot  par  semble  très  grave.  M.  de  Mauni  la 
croit  intentionnelle.  Quelles  que  soient  les  conséquences  à  déduire 
de  l'un  ou  l'autre  de  ces  mots,  je  me  refuse  à  y  voir  un  grief 
sérieux,  moins  encore  une  intention  déloyale. 

J.  IhmTRAxn. 
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F.  TISSERAND.  —  Leçons  sur  la  détermination  des  orbites,  professées 
a  la  Faculté  des  Sciences  de  paris.  Rédigées  et  développées  pour  les 
calculs  numériques,  par  J .  Perchot,  avec  une  préface  de  H.  Poincaré. 

Nous  devons  être  reconnaissants  à  M.  Perchot  qui  nous  a  con- 
servé les  Leçons  de  Tisserand  sur  la  détermination  des  Orbites. 
Les  nombreux  lecteurs  du  Traité  de  Mécanique  céleste  de 
Tisserand,  qui  connaissaient  la  clarté  de  son  exposition  et  qui 
appréciaient  la  simplicité  et  l'élégance  de  sa  méthode,  croyaient 
sa  voix  éteinte  à  jamais.  Grâce  à  M.  Perchot,  ils  auront  la  joie  de 
l'entendre  de  nouveau. 

Les  idées  que  Tisserand  exposait  dans  les  Leçons  qu'il  pro- 
fessait à  la  Sorbonne  se  retrouvent  presque  toutes  dans  le  grand 
Traité  précédemment  publié  et  qui  est  maintenant  entre  les 
mains  de  tous  les  astronomes.  Elles  n'y  sont  pas  toutes  cepen- 
dant ;  bien  des  questions  qu'il  a  traitées  dans  son  Cours  ont  été 
laissées  de  côté  dans  son  Ouvrage.  Il  faut  espérer  que  M.  Perchot 
et  ses  autres  élèves  feront  revivre  la  partie  inédite  de  son  Œuvre 
et  sauveront  de  sa  pensée  tout  ce  qu'une  mort  prématurée  permet 
d'en  sauver. 

La  détermination  des  orbites  des  planètes  et  des  comètes,  ce 
problème  si  important  pour  l'astronome,  n'avait  pas  été  étudiée 
dans  le  Traité  de  Mécanique  céleste  :  c'est  là  le  sujel  des  Le- 
çons recueillies  par  M.  Perchot;  le  seul  Ouvrage  écril  en  français 
sur  cette  question  est  la  traduction  du  Traité  d'Oppolzer.  Cet 
utile  Volume  est  consulté  tous  les  jours  par  les  calculateurs;  mais 
il  faut  reconnaître  que  la  lecture  en  est  difficile  et  rébarbative. 

Les  débutants  ne  seront  pas  seuls  à  s'applaudir  d'avoir  à  leur 
disposition  un  Traité  où  ils  retrouveront  la  limpidité  française. 
Grâce  à  ce  Guide,  les  étudiants  avanceront  sans  fatigue;  j'ajoute 
que  ce  Guide  peut  les  mener  jusqu'au  bout,  car  M.  Percbol  a  fail 
suivre  les  Leçons  de  Tisserand  d'un  résumé  général  des  formules 
mises  sous  leur  forme  définitive,  c'est-à-dire  sous  une  forme 
propre  au  calcul  et  même  d'un  modèle  de  calcul  où  aucun  détail 
u'est  omis. 

Pour  déterminer  les  six  éléments  d'une  orbite  on  dispose  de 
trois  observations;  chacune  de  ces  observations  nous  fournissait 
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deux  données,   nous  avons  six  équations  pour  calculer  nos    six 
inconnues. 

Géométriquement,  il  s'agit  de  déterminer  l'orbite  d'une  pla- 
nète, sachant  que  cette  planète  se  trouvait  à  trois  instants  donnés 
sur  trois  droites  données  dans  l'espace. 

Dans  le  cas  où  l'orbite  de  la  planète  serait  dans  le  plan  de 
l'écliptique,  on  n'aurait  plus  que  quatre  éléments  au  lieu  de  six. 
Mais,  d'autre  part,  chaque  observation  ne  fournirait  qu'une  seule 
donnée,  la  longitude.  Il  faudrait  donc  quatre  observations  pour 
déterminer  l'orbite;  ce  qui  veut  dire  pratiquement  que,  si  l'incli- 
naison est  faible,  il  sera  plus  exact  d'employer  une  quatrième  ob- 
servation de  longitude  que  de  se  servir  des  trois  observations  de 
latitude.  N'insistons  pas  sur  ce  point  et  revenons  au  cas  général. 
Comme  le  nombre  des  équations  est  le  même  que  celui  des 
inconnues  le  problème  est  théoriquement  possible,  mais  les  res- 
sources actuelles  de  l'Analyse  ne  permettent  pas  de  le  résoudre 
en  toute  rigueur  et  dans  toute  sa  généralité. 

Il  y  a  cependant  un  cas  où  une  solution  complète  serait  pos- 
sible, c'est  celui  des  orbites  paraboliques.  Pour  la  plupart  des 
comètes,  on  peut  admettre,  en  première  approximation,  que  leur 
trajectoire  est  une  parabole;  mais  une  orbite  parabolique  ne 
dépend  plus  que  de  cinq  éléments  au  lieu  de  six  et,  comme  nous 
avons  toujours  nos  six  équations,  nous  avons  une  équation  sura- 
bondante. De  plus,  dans  ce  cas,  nos  six  équations  peuvent  èlre 
mises  sous  la  forme  algébrique. 

Cette  double  circonstance  suffit  pour  rendre  le  problème  réso- 
luble. 

Nous  avons  en  effet  six  relations  algébriques  entre  cinq  incon- 
nues et  un  certain  nombre  de  données.  En  éliminant  quatre  des 
inconnues,  on  aura  deux  équations  algébriques  entre  une  seule 
inconnue  et  les  données.  Les  premiers  membres  de  ces  deux 
équations  seront  deux  polynômes  entiers  par  rapport  à  l'inconnue. 
Cherchons  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ces  deux  polynômes 
et  arrêtons  l'opération  quand  nous  arriverons  à  un  reste  qui  sera 
un  polynôme  du  premier  degré.  En  égalant  ce  reste  à  zéro,  nous 
aurons  l'inconnue  en  fonction  rationnelle  des  données. 

En   résumé,  nous  aurons  les  éléments  de  l'orbile  parabolique 
sous  la   forme  de   fonctions  rationnelles   des  époques    des 
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observations,  ainsi  que  des  cosinus  et  des  sinus  des  trois  ascen- 
sions droites  et  des  trois  déclinaisons  observées. 

Nul  doute  d'ailleurs  qu'un  algébriste  habile  ne  puisse  arriver  à 
ce  résultat  beaucoup  plus  rapidement  que  par  l'application  bru- 
tale de  la  méthode  que  je  viens  d'esquisser. 

Une  pareille  méthode  éviterait  l'emploi  des  approximations  suc- 
cessives; elle  permettrait  d'utiliser  non  seulement  dois  observa- 
tions distantes  de  peu  de  jours,  mais  trois  observations  quel- 
conques. 

Il  n'y  a  aucune  raison  pour  qu'elle  soit  illusoire,  ou  moins 
exacte  que  les  méthodes  ordinaires.  Serait-elle  plus  rapide  et  plus 
commode  pour  les  calculs  numériques?  C'est  une  question  sur 
laquelle  il  convient  de  faire  des  réserves  jusqu'à  ce  que  l'on  ait 
entièrement  développé  les  formules  auxquelles  elle  conduirait. 

On  pourrait  aussi  supposer  que  l'on  dispose  de  trois  observa- 
lions  :  les  deux  premières  très  voisines  l'une  de  l'autre,  la  troi- 
sième suffisamment  éloignée  des  deux  autres.  On  pourrait  ainsi 
considérer  comme  connues  :  i°  l'ascension  droite,  la  déclinaison 
et  leurs  dérivées  du  premier  ordre  à  l'instant  /  ;  20  l'ascension 
droite  et  la  déclinaison  à  l'instant  l".  Les  cinq  éléments  inconnus 
nous  seraient  encore  donnés  par  six  équations  algébriques. 
Comme  on  aurait  encore  une  équation  surabondante,  on  pourrait 
appliquer  le  même  procédé  qui  conduirait  cette  fois  à  des  calculs 
plus  simples. 

Aucune  méthode  de  ce  genre  n'a  jamais  été  emplovée. 

Dans  le  cas  des  orbites  elliptiques,  une  pareille  solution  n'esl 
plus  possible.  D'une  part,  en  effet,  il  n'y  a  plus  d'équation  sura- 
bondante; d'autre  part,  les  équations  sont  transcendantes.  Pour 
avoir  des  équations  surabondantes,  il  faudrait  plus  de  trois  obser- 
vations ;  mais,  pour  pouvoir  arriver  à  une  solution  analogue  à 
celle  dont  je  viens  de  montrer  la  possibilité  dans  le  cas  des  orbites 
paraboliques,  il  faudrait  éliminer  les  transcendantes,  el  pour  cela 
il  faudrait  six  observations  (à  moins  que,  se  contentant  d'une 
approximation,  on  remplace  les  fonctions  transcendantes  par  des 
fonctions  algébriques  qui  en  diffèrent  fort  peu). 

En  ne  faisant  pas  intervenir  les  époques  des  observations  el  en 
écrivant  que  l'ellipse  décrite  par  la  planète  rencontre  six  droites 
données  dans    l'espace,    on   obtiendrait  six.  équations    de   forme 
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algébrique  entre  les  cinq  éléments  qui  définissent  la  forme  el  la 
position  de  l'ellipse.  <)u  se  trouverait  donc  dans  les  mêmes  con- 
ditions que  pour  les  orbites  | iiirii lu A i< 1 1 1 es .  Inutile  d'ajouter  qu'une 
pareille  méthode  ne  saurait  être  recommandée  à  aucun  point 
de  vue. 

Les  méthodes  rigoureuses  sont  donc  ou  inapplicables,  ou  inap- 
pliquées, el  il  faul  bien  recourir  à  des  procédés  d'approximations 
successives.  Pour  que  ces  approximations  soient  possibles,  il  faut 
supposée  que  les  trois  observations  se  font  à  des  époques  très  rap- 
prochées l'une  de  l'autre.  Les  intervalles  des  observations  sont 
alors  regardés  comme  de  liés  petites  quantités  et  c'est  par  rapport 
aux   puissance  de  ces  intervalles  que  l'on  développe. 

Il  v  a  là  une  nécessité  qui  nous  esl  imposée  par  le-  difficultés 
analytiques  du  problème.  Si  l'on  n'avail  pas  à  tenir  compte  de  ces 
difficultés,  il  esl  évident  qu'on  aurait  d'autanl  plus  de  garantie 
d'exactitude  que  les  observations  employées  seraient  plus  éloi- 
gnées les  unes  des  autres;  mais,  si  les  intervalles  étaient  trop 
grands,  les  méthodes  d'approximations  successives  seraient  inap- 
plicables ou  trop  pénibles. 

La  première  de  ces  méthodes  est  celle  de  Laplace  :  aujourd'hui 
elle  n'est  plus  employée  et  elle  est  tombée  dans  un  discrédit  peut- 
être  injuste;  disons-en  quelques  mots  cependant,  pour  la  com- 
parer avec  celle  de  Gauss  et  d'Olbers  qui  sont  exposées  dans  cet 
Ouvrage. 

Avec  trois  observations,  ou  en  en  faisant  intervenir  un  plus 
grand  nombre  s'il  v  a  lieu,  on  calcule  par  interpolation  les  va- 
leurs, à  un  certain   instant  L,   de  l'ascension  droite  a.  de  la  décli- 

•n         ,     ,  ,  ,    •     ,       d'x      d1  v.      do     <7-  o 

naison  o  el  de  leurs  dérivées  -7-  j  -j-r>  • -,   >  -777- 

dt      d/-     <li      <li- 

Ce  sont  ces  six  quantités  que  noxs  regarderons  comme  les  don- 
nées  de   la   question.    Prenons,    d'autre    part,    pour   inconnues    la 

distance  p  de  la  planète  à  la  Terre  et  ses  deux  dérivées  - ."  >  -  .  \  ■ 

Les  trois  composantes  de  l'accélération  de  la  planète  seront  des 

fonctions  linéaires  non  homogènes  de  p,  -£■>  •—  -  Les  coefficients 

de  ces  fonctions  linéaires  seront  des  quantités  connues  dépendant 
directement  des  données.  D'autre  part,  la  loi  de  Newton  nous 
donne  ces  trois  composantes  en  fonctions  des  coordonnées  de  la 
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planète,  et  ces  coordonnées  dépendent  seulement,  d'une  part, 
de  o,  et,  d'autre  part,  de  a  et  <le  o  qui  sont  des  données.  Ainsi,  la 
loi  de  Newton  nous  donne  les  trois  composantes  en  fondions 
de  o.  En  égalant  les  deux  valeurs  de  chacune  de  ces  trois  compo- 
santes, nous  obtiendrons  un  système  de  trois  équations  que  j'ap- 
pellerai pour  abréger  les  /'///(/fions  (i)  de  Laplace. 

(-uniment  lirer  de  ces  trois  équations  les  valeurs  des  inconnues? 

-y,  , ,  •     •  do        <l-  '     ,  .  , 

Nous  commencerons  par  éliminer  --:■  et  -,  -,-•  rour  cela,  projetons 

l'accélération  sur  une  droite  perpendiculaire  à  la  fois  au  rayon 
vecteur  qui  joint  la  Terre  à  la  planèle  à  l'instant  /.  et  au  rayon 
vecteur  infiniment  voisin  qui  joint  ces  deux  astres  à  l'instant  /  dt. 
Egalons  les  deux  expressions  de  cette  projection,  nous  obtien- 
drons une  équation  que  j'appellerai  l'équation  (2)  de  Laplace. 
Cetle  équation  est  algébrique  et  elle  ne  contient  d'autre  inconnue 
que  p. 

Quand  on  aura  tiré  p,    les  équations  (1)  ne  contiendront  plus 

i  dp        dïa  1      r  i-    /   •         ■ 

les  inconnues  restantes  -'-  et  — =-7  que   sous  la  tonne   linéaire.  Le 

al         ai-     l 

calcul  de  ces  deux  inconnues  se  ramènera  donc  à  la  résolution 
d'équations  du  premier  degré. 

Telle  est  Ja  méthode  de  Laplace,  dont  l'avantage  est  de  tenir 
compte,  non  seulement  de  trois  observations,  mais  de  toutes  celles 
dont  on  dispose. 

Passons  à  la  méthode  de  Gauss  qui  est  exposée  dans  le  Cha- 
pitre 11  de  cet  Ouvrage;  elle  est  fondée  sur  la  considération  des 
trois  triangles  formés  par  le  Soleil  et  les  trois  positions  de  la  pla- 
nète et  dont  les  aires  sont  désignées  *  page  12  )  par 


1 

-  I  r,  r 


[r,  r'],  -['•','■"],  :J''-''"1- 

Ces  aires  peuvenl  être  développées  suivant  les  puissances  des  inter- 
valles des  observations,  ou  des  petites  quantités  0.  0',  8"  que  l'on 
définit  page  i3  et  qui  sont  proportionnelles  à  ces  intervalles. 

En  première  approximation,  ces  triangles  se  confondront  avec 
les  secteurs  correspondants;  ils  seront  donc  proportionnels  à  0",  0 
etQ'=9  +  ô". 

L'erreur  commise  est  doue  ('gale  au  segment  compris  entre  un 
petit  arc  d'ellipse  et  sa  corde:  elle  cii  donc  du  troisième  ordre. 
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On  verrait  aisément  que  ce  segment  est  sensiblement  au  secteur 
correspondant  comme  L'accélération  |  qui  est  toujours  dirigée  vers 
le  Soleil),  multipliée  par  le  carré  de  l'intervalle  correspondant, 
esl  à  sis  fois  !<■  rayon  vecteur.  Après  cette  correction,  l'erreur 
n'est  plus  que  du  quatrième  ordre.  C'est  ainsi  que  s'expliquent 

fi- 
les termes  en  - — ,-  dans  les  formules  qui  sont  à  la  fin  de  la  page  i£. 

g  j.  .;  1  l 

On  aurait  pu  d'ailleurs,  avec  la  même  approximation,  remplacer 
dans  la  première  de  ces  formules  par  exemple  /■'  par  /•",  c'est-à-dire 
qu'on  aurait  pu  introduire,  au  lieu  du  rayon  vecteur  au  commen- 
cement de  l'intervalle,  le  rayon  vecteur  final  ou  un  rayon  vecteur 
intermédiaire  quelconque.  C'est  ainsi  que  le  rayon  vecteur  /■',  qui 
figure  au  dénominateur  du  second  terme  dans  nos  trois  formules, 
est  le  rayon  initial  pour  la  première  formule,  un  rayon  intermé- 
diaire pour  la  seconde,  le  rayon  final  pour  la  troisième. 

L'examen  de  la  seconde  formule  montre  que  si  les  observations 

dr' 
sont  équidistantes  le  terme  en  —r-  disparaît.  Cela   signifie  que  si 

dans  le  calcul  du  terme  correctif  on  introduit,  au  lieu  du  rayon 
initial  ou  final,  celui  qui  correspond  au  milieu  de  l'intervalle,  l'er- 
reur commise   n'est  plus  que   du  cinquième  ordre.  Cela  revient, 

dans  la  première  formule,  par  exemple,  à  changer  /■'  en  /•'  -+-  -  ^— j  • 

Ainsi  s'explique  l'introduction  du  second  terme  correctif  en —• 

Telle  est  la  signification  géométrique  des  formules  de  la  page  i  j . 
L'examen  de  ces  formules  nous  apprend  encore  nn  antre  fait, 
utilisé  dans  la  méthode  d'Olbers  :  c'est  que  si  les  observations 
sont  équidistantes.  le  rapport  de  [/■'.  /'"  ]  à  [r,  /' J  est  égal  à  celui 
de  0  à  h"  au  troisième  ordre  près. 

On  arrive  ensuite  à  (\r±  équations  linéaires  par  rapport  aux  trois 
distances  de  la  planète  à  la  Terre,  z.  p'  el  p"  :  ce  sont  les  équations (i) 
de  la  page  [5,  identiques  aux  notations  près  aux  équations  (i)  de 
la  page  \-.  Ces  équations  correspondent  aus  équations  (i)  de 
Lap lace  et  peuvent  s  j  réduire  en  première  approximation.  Comme 
on  pourrait  ne  pas  les  \  reconnaître,  il  convient  d  insister  un  peu 
sur  ce  point. 

Comme  0  et  8"  sont  très  petits,  nous  pourrons  développer  p 
et  p"  suivant   les  puissances  de  ces  quantités   et  écrire,  en  nous 
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arrêtant  aux  termes  du  second  ordre, 

,       dp'  9        d^'    e* 

Développons  de  même  y.',  fi',  a",  jâ"  et  leurs  lignes  trigonomé- 
triques,  en  nous  arrêtant  toujours  au  second  ordre.  Remplaçons 
[/•,  /'"],  etc.  par  leurs  développements  de  la  page  i4  en  conservant 
les  deux  premiers  termes. 

Substituons  dans  les  équations  (i)  :  les  termes  du  premier  et  du 
second  ordre  disparaîtront  d'eux-mêmes;  nous  négligerons  ceux 
qui  sont  du  quatrième  ordre  ou  d'ordre  supérieur.  Quant  aux 
termes  du  troisième  ordre,  ils  contiendront  en  facteur  le  pro- 
duit Q6'Ô";  si  l'on  supprime  ce  l'acteur,  on  retombera  aux  nota- 
tions près  sur  les  équations  de  Laplace. 

Nos  équations  (i),  analogues  à  celles  de  Laplace,  se  traiteront 
de  la  même  manière  ;  on  les  combinera  de  façon  à  éliminer  p  el  p". 
Quel  est  le  sens  géométrique  de  cette  opération?  La  première  des 
équations  (\)  est  la  traduction  de  l'équation  de  la  page  i-  : 

(  /•',  /•"  ]  x  —  [  r,  r"  ]  ./■'  —  f  /•.  /•'  ]  x"  =  o. 

La  même  équation  a  lieu  évidemment  entre  les  coordonnées  y  ou  ;. 
ou  encore  entre   les  projections  des  rayons  vecteurs  /\  / •'.  /     sur 
une  droite  quelconque.  Choisissons  celte  droite. 
Soient 

S  le  Soleil; 

I',  P',  V  les  trois  positions  de  la  planète; 

T,  T',  ï"  celles  de  la  Terre; 

1)  une  droite  perpendiculaire  à  la  fois  à  PT  et  ;'i  P"  F". 

Si  nous  projetons  surD,  les  deux  distances  0  el  0"  se  trouveront 
éliminées,  et  nous  tomberons  sur  l'équation  (2)  de  la  page  .|<> 
dont  le  sens  géométrique  se  trouve  ainsi  défini. 

On  voit  ainsi  que  l\ ,  \,  B,  G  sont  entre  eux  comme  le  cosinus 
de  l'angle  de  P'T  avec  I  ).  et  les  projections  sur  I  >  des  trois  rayons 
vecteurs  SP,  SI'    el  SI'. 

Cette  équation  (2)  coiTespond  à  l'équation         di    Laplace.  F.n 
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première  approximation,  il  v  a  identité  entre  les  deux  équations. 

Toutes  deux   sonl    linéaires   en  p'  et  -^  \voir  les  équations  (24)1 

page  ji,  et  (26),  page  53];  les  coefficients  sont  à  peu  près  les 
mêmes;  la  différence  provient  de  ce  que  la  <li  < >i te  D  est  perpen- 
diculaire aux  d<m\  vecteurs  PT  et  p"T  qui  sonl  très  voisins, mais 
non  infiniment  voisins.  Dans  la  méthode  de  Laplace,  au  contraire, 
on  projette  sur  la  perpendiculaire  commune  à  deux  vecteurs  infi- 
niment voisins. 

Mais,  et  c'est  là  l'avantage  de  la  méthode  de  Gauss,  la  même 
équation  peut  servir  dans  les  approximations  suivantes.  Dans 
L'équation  (26),  les  coefficients  K.  \,  I!.  C,  d'après  leur  définition 
même,  restent  les  mêmes  à  toutes  les  approximations;  il  n'y  a  à 
changer  que  le  coefficient  Q,  et  le  changement  est  d'ailleurs  très 
faible,  de  sorte  que,  connaissant,  la  solution  de  l'équation  appro- 
chée, mi  en  déduit,  par  un  calcul  rapide,  celle  de  l'équation 
exacte. 

A\  ant  calculé  0',  on  obtiendra  a  et  p"  par  des  équations  linéaires  ; 

(l"j         cl~  0 

de  même  que,  dans  la  méthode  de  Laplace,  le  calcul  de  -T^et  -  — . 

après  la  détermination  de  p,  se  ramène  à  la  résolution  de  deux 
équations  du  premier  degré. 

Ainsi,  et  c'est  là  le  point  que  je  voulais  faire  comprendre,  la 
méthode  de  Gauss  en  première  approximation  ne  diffère  que  par 
la  lorme  de  celle  de  Laplace  ;  l'avantage  qu'elle  présente  c'est  qu'il 
suffit  d'un  petit  changement  dan^  les  équations  pour  passer  aux 
approximal ions  sui\ antes. 

Il  est  clair  qu'il  ne  serait  pas  difficile  de  conférer  à  la  méthode 
de  Laplace  un  avantagé  analogue:  on  pourrait  écrire  par  exemple, 
en  appelant  y.,  x',  a'7 les  trois  longitudes.  (3,  y.  filles  trois  latitudes 
el  en  s'arrêtanl  au  troisième  ordre. 

(    da'         01     d-oc'         (>■     ,1-l 

a  -  a  —    "k777       ,   ^i(/(2  ~  ',■;  k  = ,//  ■  ' 

avec  des  équations  analogues  pour  a",  [jj.  y .  On  trouverait  d'ail- 

—z— -  en  fonction  de  %',    3  . 
(Il  ■  '    ;   l        cil 

.    F.n  iiremièi'P  annrnxim 
,11       dt 


leurs  aisément   l'expression  de  —7—  en  fonction  de  %',  fi',  p  , 

,/y     dp'     ,-  -,  •         •  f       -, 

Lu  première  approximation  on  terail 


d  7 
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et   l'on  aurait  de  premières  valeurs  approchées  de— j-,  '—/'   dont 

1  *  *■  al       dl- 

ou  se  servirait  pour  le  calcul.  Dans  l'expression  de  -y—,  on   rem- 
1  '  dli 

i  •  •  i    ai      i    <ïy-      'I  '      '!'■■'  i  î  i  <  i     • 

placerait  ensuite  a  ,  j.z.     .  >     .   »     ;     par   leurs   valeurs  <  l<-<!  n  il  es 

1  '  '    -  '   7   al      ai      (Il    l 

de  cette  première  approximation,  et  l'on  aurait  de  nouvelles  va- 

.  i.i     da'     fl-  y.'  ... 

leurs  approchées  de  -77?  — ,  —  et  ainsi  de  suite. 

C'est  au  reste  ce  qua  exposé  Laplace  au  Livre  II,  n°  32,  de  sa 
Mécanique  céleste.  On  peut  donc  se  demander  si,  même  à  ce 
point  de  vue,  les  deux  méthodes  ne  sont  pas  équivalentes. 

Dans  le  Chapitre  1er,  Tisserand  étudie  la  méthode  d'Olbers 
pour  la  détermination  des  orbites  paraboliques.  Les  calculs, 
d'après  cette  méthode,  se  divisent  en  deux  parties. 

Dans  la  première  Partie,  on  ne  se  sert  pas  de  l'hypothèse  que 
l'orbite  est  une  parabole,  et  l'on  combine  les  six  équations  don- 
nées par  les  trois  observations  de  façon  à  en  tirer  une  équation 
unique. 

Dans  la  seconde  Partie,  on  introduit  l'hypothèse  de  l'orbite 
parabolique;  on  n'a  donc  plus  que  cinq  inconnues,  et,  si  l'on  ne 
veut  pas  d'équation  surabondante,  il  faut  seulement  cinq  équa- 
tions. On  prendra  les  quatre  équations  données  par  les  observa- 
tions extrêmes  et  l'on  y  joindra  l'équation  finale  obtenue  dans  la 
première  Partie. 

Il  est  clair  que,  dans  la  première  Partie,  on  pourrait  combiner 
d'une  infinité  de  manières  les  six  équations  dont  on  dispose  et  en 
tirer  une  infinité  d'équations  différentes,  et  l'on  ne  voit  pas  bien 
du  premier  coup  d  œil  pour  quelle  raison  on  choisira  l'une  plutôt 
que  l'autre. 

Quoi  qu'il  en  soit,  voici  ce  que  fait  Olbers.  Reprenons  les  équa- 
tions (i)  des  pages  i-  et  45-  Elles  expriment,  nous  l'avons  dit,  que 
les  projections  sur  une  droite  quelconque  des  trois  vecteurs  SI'. 
SI*  .  SP",  multipliées  respectivemenl  par|  /'.  /•"  |.  — [/•,  /■"  |.  (  r,  /•'  |. 
ont  pour  somme  zéro.  Projetons  sur  nue  droite  perpendiculaire 
au  plan  SP  1"  les  projections  des  trois  vecteurs  SP',  >l  .  P  I  se- 
ront nulle-;  et  ces  trois  vecteurs  se  trouveronl  éliminés. 

Les  projections  de  SI'  el  de  SP  sonl  entre  elles  comme  les 
triangles  SP'P',  SPP'.  Or  le  rapporl  de  ces  triangles  esl  égal  au 
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rapport  des  vecteurs,  c'est^-dire  à  —  au  second  ordre  près:   il  est 

encore  égal   à  j  au  troisième  ordre  près,  si  les  observations  sont 

équidistanles. 

Pour  la   même  raison,  le  rapport   des  triangles  ST'T'.   STT', 
c'est-à-dire  le  rapport  des  projections  de  ST"el  'le  ST.  sera  encore 

égal  a  (j  - 


(  )r.  si  l'on  a 


pioj.ST"  _  proj.SP"  _  V 


proj.  ST  proj.  SP  6 

on  aura  également 

proj.P    1  prnj.ST" — proj.SP* 

proj.PT  proj. SX  —  proj.SP  0 

Connaissant  le  rapport  des  projections  de  P''T"  et  PT,  il  est 
aisé  d'en  déduire  le  rapport  de  ces  deux  vecteurs  eux-mêmes  et, 
par  conséquent,  le  rapport  de  z"  à  p. 

Tel  est  le  sens  géométrique  de  l'analyse  du  n°  7,  pages  16  et 
suivantes. 

Tl  est  aisé  maintenant  de  comprendre  la  raison  du  choix  fait 
par  Olbers.  L'équation  à  laquelle  il  parvient  est  d'une  forme  re- 
marquablement simple,  et  elle  conserve  cette  simplicité  en 
deuxième  approximation  dans  le  cas  où  les  observations  sont 
équidistantes. 

Passons  à  la  seconde  Partie  du  calcul.  Nous  avons  à  résoudre 
quatre  équations  à  quatre  inconnues.  Ces  équations  sont  algé- 
briques, mais  leur  résolution  rigoureuse  est  impossible,  et  il  faut 
procéder  à  dis  approximations  successives.  Pour  que  ces  approxi- 
mations soient  rapides,  il  faut  que  la  valeur  dont  on  fait  usage 
dans   le  premier  tâtonnement  soit  déjà  suffisamment  approchée. 

La  méthode  qui  consiste  à  faire  (l'abord  p  =  i  (voir  la  fin  de  la 
page  ri-\)  n'est  donc  pas  justifiée  :  il  vaut  mieux  profiler  de  ce 
que  les  observations  sont  très  rapprochées  el  taire  d  abord  s  =  o  ; 
c'est  la  le  sens  de  la  méthode  d'approximation  exposée  aux  para- 
graphes 9  el  10.  Il  esl  aisé  de  voir  en  effel  que.  si  les  deux  obser- 
vations sonl  infiniment  rapprochées,  s  el  V  sonl  nul-  ,-t   que  I  on  a 
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L'avantage  de  la  méthode  d'Olbers,  e'est  que  la  seule  des  équa- 
tions qui  pourrait  engendrer'  des  difficultés  de  calcul  ne  contient 
d'autre  lettre  que  p.  et  yj. 

Elle  a  donc  pu  être  réduite  en  Tables  à  simple  entrée  qui 
donnent  immédiatement  la  valeur  d'une  de  ces  deux  inconnues  en 
fonction  de  l'autre.  II.   Poiwcaré. 


BOLLETTINO  DI  BlBUGGRAFIA   E  SfORIA   DELLE  SCIENZE    MATEMATICHE  PUBL1CATO 

per    cura   di  Gi\o   Loria.    Anrio  I.    1898.    i    Vol.    in-8",    164   p.    Turin, 
C.  Clausen;  1898. 

Il  est  grand  temps  de  souhaiter  la  bienvenue  à  celte  nouvelle 
publication,  qui  a  maintenant  plus  d'une  année  d'existence;  mais 
le  nom  de  M.  Gino  Loria,  qui  la  dirige,  rendait  superflue  l'expres- 
sion de  ces  souhaits,  qui  sont  aujourd'hui  réalisés. 

Le  Bollettino  contient  surtout  des  articles  bibliographiques 
(Reccnsioiù  ed  annunzi)  sur  les  livres  récents  :  on  trouvera  dans 
le  présent  Volume  des  analyses  de  livres  de  MM.  Maggi,  Enriques, 
Schell,  Russel,  Simon,  Januscke,  Webber,  Sturm,  Laguerre, 
Nernst  et  Schœnflies,  Laisant,  Vailati,  Brocart,  Picard  et  Simart, 
Ricci,  Ferraris,  Berteu,  Darboux,  Loria,  Lévy,  de  Pasquale, 
Schiapparelli,  Lazzeri  et  Bassoni,  Weber,  Steiner,  Klein. 

Ces  analyses  sont  intéressantes  et  se  lisent  facilement  ;  je  me 
permets  de  remarquer  en  passant  que  ce  mérite  n'est  nullement 
banal;  elles  sont  en  général  assez  courtes,  mais  elles  caractérisent 
nettement  les  livres  auxquels  elles  se  rapportent.  La  plupart  sont 
dues  à  M.  Gino  Loria;  d'autres  sont  signées  de  MM.  G.  Vivanti, 
C.  Segre,  P.  Pizzetti,  E.  Daniele,  B.  Levi. 

Des  articles  nécrologiques  sont  consacrés  à  E.  Schcring,  Brio- 
schi,  Schapira,  P.  Serret.  Les  deux  premiers  sonl  suivis  d'une 
liste  des  travaux. 

La  publication  des  programmes  détaillés  de  certains  coins  uni- 
versitaires (')  me  paraît  une    très    heureuse  idée  :  cette  publica- 

(')  Pavie,  Physique  mathématique  (  1895-1896)  :  Prof.  Samagluna,  Bologne, 
Analyse  supérieure  |  1894-1895-1896-1897)  :  Prof.  Pincherle.  Turin,  Histoire  de 
la   Mécanique  11897  1898):  D'  Vailati.  Pisc,  Géométrie  supéria 
Prof,  l'.l.i:  1  im. 
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tion  n'est  pas  une  annoncfo  puisqu'elle  se  rapporte,  au  moins  en 
partie,  à  des  cours  déjà  faits  :  elle  n'en  constitue  pas  moins  un 
renseignement  très  précieux. 

De  courtes  Notes  sur  des  sujets  intéressants  et  variés  terminent 
chaque  numéro.  Qu'il  me  soit  permis  de  remercier  ici  M.  Gino 
Loria  (')  pour  ce  qu'il  a  bien  voulu  dire  de  l'Ecole  Normale  et  de 
son  Centenaire. 

Signalons  enfin  deux  articles  d'un  autre  caractère:  l'un  de 
M.  Gino  Loria,  sur  l'histoire  delà  stropboïde  qui,  outre  le  nom 
qui  semble  devoir  survivre  et  qui  lui  a  été  donné  par  Monlucci 
(Nouvelles  An  un  1rs.  t.  \  .  1846),  a  été  désignée  sous  les  noms  de 
ptéroïde,  à'ala.  de  focale,  focale  régulière,  focale  à  nœud,  de 
kukumaéide,  de  courbe  logocy clique  cl  de  courir  harmonique. 
L'autre,  assez  étendu,  est  dû  à  M.  Vassilief.  11  est  écrit  en  français 
et  est  consacré  à  Tchebvchef:  l'œuvre  scientifique  de  l'illustre  géo- 
mètre y  est  analvsée  de  la  façon  la  plus  intéressante.  11  se  termine 
par  la  liste  des  travaux  de  Tchebychef.  Ji  les    I  \ x m  1  ^  . 
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TROIS  FORMULES  TRÈS  GÉNÉRALES  RELATIVES  AUX  COURBES 
DANS  L'ESPACE; 

l'.u:   M.  N.-J.  HATZIDAKIS, 
Docteur  es  Sciences. 

1.  Etant  données  deux  courbes  quelconques,  c  et  ct,  dans  l'espace, 
on  peut,  de  différentes  manières,  exprimer  la  courbure  et  la 
torsion  de  l'une  par  la  courbure,   la  torsion  el   l'élément  de  1  arc 


(l)  C'est  avec  raison  que  M.  <l.  Loria  appelle  l'attention  des  géomèti 
l'important  article  que  Sophus  Lie,  à  propos  de  cette  solennité,  e(  sur  la  prière 
du  directeur  de  l'École,  a  consacré  à  L'influence  de  Galois  sur  le  développement 
des  Mathématiques.  Le  lecteur  pourrai!  croire,  d'après  un  mol  de  M.  elino  Loria, 
que  le  Volume  paru  sous  le  titre  :  Le  Centenaire  de  l'École  Normale,  ne  se 
trouve  pas  dans  le  commerce;  il  esl  en  vente  à  la  maison  Hachette,  où  il  a  été 
édité. 
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de  l'autre  et  par  la  position  mutuelle  des  deux  combes.  Le  pro- 
cédé le  plus  simple  est  peut-être  le  suivant.  Soit  a  la  variable 
indépendante  dont  dépend  le  point  sur  chacune  des  deux  courbes. 
Par  les  points  correspondants  M,  M,,  de  c  et  de  c,,  menons  deux 
droites  parallèles  à  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  tan- 
gentes en  M  ei  M,  et  considérons-les  comme  les  axes  des  3  et 
des  zK  de  deux  irièdres  dont  les  axes  des  x,  y  et  des  xs ,  yt  soient 
aussi  parallèles  respectivement;  supposons  de  plus,  pour  simplifier 
les  formules,  que  l'axe  des  x  coïncide  avec  la  tangente  à  la 
courbe  c.  Si  l'on  remarque  maintenant  que  ces  deux  Irièdres 
peuvent  être  considérés  comme  appartenant  à  deux  surfaces,  d'ail- 
leurs quelconques,  mais  passant  respectivement  par  les  courbes 
données  et  ayant,  le  long  de  ces  courbes,  des  normales  parallèles 
(les  axes  des  ^  et  des  zj),  on  conçoit  qu'on  peut  appliquer  à  cha- 
rnue des  courbes  les  formules  de  M.  Darboux,  relatives  aux  courbes 
tracées  sur  une  surface  (Surfaces,  t.  II,  pp.  354  et  35^);  en  effet, 
ces  formules  ne  sont  que  le  résultat  de  la  comparaison  du  mouve- 
ment d'un  certain  point  (du  point  1  sur  la  parallèle  menée  d'un 
point  fixe  à  la  tangente  ou  à  la  binormale)  par  rapporta  deux 
Irièdres  :  le  trièdre  principal  de  la  courbe  (tangente,  normale 
principale,  binormale)  et  le  trièdre  xyz  de  la  surface,  lequel  est 
d'ailleurs  quelconque  avec  la  seule  condition  que  l'axe  des  z  soit 
perpendiculaire  à  la  tangente  de  la  courbe. 

Appliquons  donc  les  formules  (17),  (18)  et  (22)  à  chacune  de- 
deux  courbes  successivement;  nous  aurons  évidemment,  pour  la 
courbe  c, 

ds  ds 

—  cosrrr    =  —  = — g  du, 

?  ?  " 

,  ds     .  ds  , 

(1)  <   ■ —   sinza  =  —  =  raii. 

?  ?S 

ds         ,  ds  , 

—  —  (Itt-,       -     --  —  p  du  : 


car  la  courbe  c  a  été  choisie  comme  une  des  courbes  v  =  const. 
sur  la  surface  {voir  aussi  p.  3g2,  même  Ouvrage  el  Volume); 
g$  signifie  l'angle  de  l'axe  des  s  avec  la  normale  principale  de  la 
courbe.  Pour  la  courbe  c,  on  aura   de  même,  T3t  étanl  I  angle  de 
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l'axe  des  z,  avec  la  normale  principale  de  '■,, 

ds\  d$\         .  .  , 

—  costoi  = —  =i sintapau- — coswg du, 

Pi  ?Ul 

(■i)  <  — -  sinîU|  =  =  au)  -+-  rau. 

pi  Pig 

ds\         .  dsx  .  . 

—  —  c/cï]  =  ■ — ■   =  —  cos ujp au  —  sin u)  <j  au , 

'i  "li- 

on u  signifie  l'angle  de  la  tangente  de  c,  avec  l'axe  des  x{  (on 
des^r);  les  rotations  du  trièdrcr,  y,  z-t  sont  évidemment  les  mêmes 
que  celles  du  trièdre  xyz.  En  substituant  maintenant  les  valeurs 
de  p  du,  q  du,  v  du.  tirées  de  (i),  dans  ('2),  on  a  les  formules  défi- 
nitives 

(h,        ds  ds    . 

—  =  —  cosoj sinoj, 

pin  }n  1g 

.  dst        ds 

(a.)  (  —    = au , 

?\g        ?g 

c/i'i         ds    .  ds 

=   SI  11  CD    H COSO), 


qui  sont  évidemment  les  relations  cherchées;  on  en   trouve,  en 

effet,  — -?  — -  parles  formules 

'pi       -i    ' 


5,  /  /''si   ,2  (Isi  *-  dsi         dsx 

—  =  =  4/( —      —     —  et  —  = \-dxst  ; 

>i  \        Pi*/        \?\g/  "i        "là- 


mais  on  exprime  aussi  tangua  par  les  éléments  de  c  et  les  angles  ra 

et  (o;  w  et  m  seuls  sont  donc  les  deux  éléments  de  la  position  mu- 
tuelle des  deux  courbes.  Les  formules  (a),  résolues  par  rapport 
aux  éléments  de  la  courbe  c,  donnent  trois  relations  de  la  même 
forme;  ce  qui  était  ('vident  a  priori. 

2.  Ces  formules  coïncident,  aux  notations  près,  avec  celles 
données  en  premier  lieu  par  M  .  Schônflies  i  '  ).  mais  il  les  a  trouvées 
d'une  manière  différente  et  plus  difficile  et  sans  remarquer  qu'elles 


Xachrichien  der  A.  Gesellschaft  der  Wissensckaften  zu  Gôttingen; 
1898,  llifi  l  1  ici),  e.  neue  geom.  Met  h.  im  <;<j/>ie/  der  Differentialgeometrie). 
M.  Schônflies  y  donne  le  ^i^ne  contraire  à  la  torsi<  me. 
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sont  vraies  pour  deux  courbes  quelconques.  En  effet,  de  ces  for- 
mules on  déduit,  comme  des  cas  particuliers,  une  foule  de  relations 
connues,  mais  trouvées  par  des  voies  très  variées  et  quelquefois 
assez  longues  (').  On  en  déduit,  par  exemple,  par  les  spécifications 
convenables,  les  formules  relatives  à  une  courbe  et  le  lieu  des 
centres  de  ses  sphères  osculatrices,  ou  à  une  courbe  et  l'arête  de 
rebroussement  de  sa  surface  rectifiante  ou  cycli fiante  (2),  ou  à 
une  courbe  et  ses  développoïdes  (ou  ses  développées),  ou  à  une 
courbe  et  le  lieu  des  sommets  des  cônes  oscillateurs,  etc.  En 
même  temps  on  s'explique  pourquoi  trois  formules,  à  peu  près 
les  mêmes,  se  présentent  dans  tous  ces  problèmes  différents  (3).  Ou 
en  déduit  aussi  les  relations  d'une  courbe  et  de  son  image  sphé- 
rique,  d'une  courbe  et  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  dévelop- 
pable  circonscrite,  le  long  de  la  courbe,  à  une  surface  quelconque 
passant  par  la  courbe  (4);  on  en  conclut  aussi-que  deux  combes 
avant  normales  principales  parallèles  ont  l'angle  oj  des  deux  tan- 
gentes constant  (5),  que  deux  courbes  ayant  tangentes  ou  binor- 
males  parallèles  ont  nécessairement  parallèles  et  les  deux  autres 
directions  principales,  etc.  (  °). 


(')  Voir  par  exemple  avec  quel  long  ealcul  sont  trouvées  les  formules  (1),  I  >  I 
et  (3)  de  la  page  26r  dans:  Knoblauch,  Flàchen;  et  elles  ne  sont  cependant 
qu'un  cas  particulier  des  (a). 

(2)  Molins,  De  la  sur/ace  développable  etc.  {Journal  de  Mathématiques 
p.  et  appl.,  2e  série,  t.  I,  p.  265). 

(3)  Voir  par  exemple  Schell,  Curven  doppelter  Krûmmung,  ■>."  éd.,  1898, 
pp.  66,  77,  i45,  160,  57,  69,  respectivement. 

(  ''  )    M.    SCHÔNFLIES,    loc.    Cit.,    p.    ']. 

('■■)  Kn  effet,  les  axes  des  z  et  des  zx  seront  ici  les  normales  principales  paral- 
lèles (c'est-à-dire  que  les  courbes  seront  alors  des  géodésiques  des  deux  surfaces 

citées  plus  haut);  alors  =  o,  — -  =  0  et  l'on  a  bien  de  la  deuxième  des  for- 

P»  Pi- 

mules  (a  ) 

(A.)       o,         (,)       const. 

I  oir  aussi  Bianchi,  Geometria  differenziale,  p.  32. 

1     Si  les  tangentes  sont  parallèles,  on  aura  to      o,  c'est-à-dire    2 

dst        ds  ds,        ds  ds{        ds 

Pi»  Plj  "i?  t 

mais,  comme   les  axes  des  z  et  des  ;,  sont  maintenant  arbitraires  dans  les  plans 
perpendiculaires  à  x  et  x\  on   peut  prendre  pour  z  la  normale  principale  de  r. 
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3.   Au  lieu  de  considérer  les  éléments  de  deux  courbes  par  rapport 

à  leur  image  sphérique  commune ,  comme  dans  le  cas  précédent, 

on  peut  chercher  les  relations  entre  les  éléments  pris  par  rapport 

à  deux  axes  perpendiculaires  entre  eux,  c'est-à-dire  par  rapport  à 

deux    images   sphériques   perpendiculaires  entre    elles.    Prenant 

d'ailleurs,  aussi  dans  ce  cas,  les  deux  trièdres  parallèles,  on  aura 

les  deux  cas  :  xyz'\  \x\y,  z,  ou  xyz'\  \xKy\  z^ ,  ou  réciproquement, 

où  l'accent  signifie  l'axe  par  rapport  auquel  on  prend  les  éléments 

différentiels.  Alors  il  faut  permuter,  dans  les  formules  (a),  eircu- 

.    .                         rfs           ds           ds      ii-                      ,     ds  ds 

lairement  H ,  -\ , ,  dans  Le  premiercas,  et  H >  —  —  » 

~~é,r  Pn  9g  ~z  r8 

H — -,  dans  le  second,  et  laisser  invariables  les  éléments  de  ct,  <>u 

?" 
réciproquement (  ').  Le  premier  cas.  par  exemple,  se  présente  dans 


par  exemple,  ce  qui  donne 

ds,        ds  ds. 


c'est-à-dire  que  les  normales  principales  sont  parallèles  et  par  suite  aussi  les  bi- 
normales. 

2°  Si  les  deux  binormales  sont  parallèles,  on  doit  prendre  ces  deux  droites  pour 
axes  des  z  et  des  zt  (elles  sont  évidemment  perpendiculaires  aux  deux  tangentes)  ; 
alors  les  courbes  c  ct  c,  sont  des  lignes  asymptotiques  des  deux  surfaces  citées 
plus  haut,  et  l'on  aura 

ds,                ds                 ds    .                 ds    . 
—  =  o  =  —  cos  w  —  —  sin  o)  = sid  '•>. 

Pl„  ?n  *g  " 

ds 
d  où    l'on    déduil    ou    —       o   ou    sinu  =  o;    la    première   hypothèse   donne   les 

courbes  planes  situées  dans  des  plans  parallèles,  car  alors  la  troisième  des  for- 
mules (a)  donne  aussi  —  '       -  —  =  o;  on  peut  alors  de  plus  remarquer  que  la 

deuxième  «les  formules  (a)  constitue  une  généralisation  naturelle  de  la  définition 

ii  i  i.  i        i         /         ds         i        dw\  ... 

de  la  'courbure  d  une  courbe  plane  |p=     ,     ou  -  =  —=      >  car  on  peut    I  écrire 

Y        du        p        ds 

ds.       ds        ,  .  ,  ii. 

— -  = •-  aoj  ;  en  prenant  donc  pour  courbe  c,  par  exemple,  une  droite,  00  a 

Pi  P 

,  •       ds.         ,  i         du      „  ■      .•        i  i         i 

bien  ■ — -  =  rfw  ou  —  =  — —    Ce  cas   particulier  des  courbes  planes  excepi<-.  on 

P.  P.        ds, 

aura  u  =  o;  les  tangentes  sont  donc  aussi  parallèles  et,  par  suite,  aussi  les  nor- 
males principales.  On  peul  aussi  constater  ce  résultai  par  le  théorème  bien  connu, 
que  l'angle  d'une  ligne  asymptotique  et  de  son  image  sphérique  est  droit 
(DARBOUX,  Surfaces,   t.  II,  p.  35i). 

(')  On  en  peut  faire  la  démonstration  suivante,  légère  modification  de  celle  de 
M.  Darboux  (Surfaces,  t.    III.    p.  336).  Si    l'on    fait  tourner    le   second    trièdre 
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la  considération  d'une  courbe  et  du  lieu  de  ses  centres  de  courbure 

ds       .    ds  ds 


ds 

-  =  o, 


[ici  l'on  permutera,  dans  les  formules  (a), 
-a'  ,-"  rAr 

et  on  trouve  ainsi  les  formules  des  pages  89  et  go  dans  Schi  ll, 

Curven     (  (o  =  -  —  <x\    ;  on  a  de  même  le  premier  cas,  quand  on 

considère  une  ligne  de  courbure  c  dune  surface  et  la  géodésique 
correspondante    sur    la    nappe    associée    de   la    surface    lieu  des 

centres  de  courbure.  On  trouve  alors  des  formules  <  %  \  ( tu  =  -  j 

ds  ds,     ds  ds\     ds  ds,  r  .  ,, 

—  = ,  —  =  — ■  — -,  —  ==—  — •  =  o,  formules  que  1  on  peut 

Pu  ?i      ?ff  ~i       ~g  ?\g  '  ' 

aussi  trouver,  comme  un  cas  spécial,  des  formules  que  M.  Dar- 
boux  donne  pour  une  courbe  quelconque  sur  la  surface  lieu  des 
centres  [Surfaces,  t.  III,  pp.  :>4o,  34 1),  et  qui  du  reste  pourraient 
être  trouvées  des  formules  ((3)  citées  plus  bas. 

\.  Plus  généralement,  on  peut  chercher  les  éléments  différentiels 
de  deux  courbes  et  les  relations  mutuelles,  par  rapport  à  deux 
Irièdres  xyz  et  xKy\  Z\  dont  les  angles  mutuels  sont  constants  et 
connus.  Nous  aurons  d'abord,  x,  [3,  y,  ...  étant  les  cosinus  de  ces 

angles, 

/;,  =  ap  -+-  $q  ■+•  y  r,  <l\  =  y'/'  —  'p  q  -•-  ','>',  i\  =  -/  p  ■+■  $"  q  -+-  •;"/•; 
pour  la  première  courber  on  a  ensuite  (axe  de  x  =  tangente  de  c) 


(.'» 


ds 


=  —'J 


•In. 


ds 

—  =  /■////. 


ds 


p  lin , 


cl  pour  la  seconde 

I    —  =  sin  (a(ap  ■+■  3  y  —  "  r  \du  —  coswi  a'  p  —  B'ç  —  y  Y  )du, 
\    Pi» 

,  i>      '  ds,         ,  „  ,„  „       , 

—  =  dut  -+-  (a  />  —  i  <j  +  -;  /■  ulu, 

?ig 

— !  ——  cosoi(ap    ■-'■/'/—  yr)du —  sina)(a'/j       /</    v-'('r)du\ 


avec  la  courbe  c,  jusqu'à  ce  que  l'axe  des  x\  ou  des  y\  devienne  parallèle  .1  l'axe 
des  :  .  les  éléments  de  c,  resteront  évidemment  invariables,  m.ii~  les  axes 
ou  xxr\:,  prendront  une  position  parallèle  à  celle  des  axes  z'xy  ou  yz'x  respec- 
tivement, ce  qui  uioiiLre  que  Ton  doit  appliquer  aux  rotations//,  q,  r  la  permu- 
tation circulaire  une  ou  deux  fois,  respectivement.cn  avant:  ou  bien,  ce  qui 
revienl   au  même,  une  fois  en  avanl  ou  une  fois  en  arrière,  respectivement 
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d'où  il  vienl,  en  remplaçant. 


dsx  .       [       ds         0      ds  fis 

—  =       sm  oj  (  a 

P  i  " 


/        ds          ,       fis  fis 

a  — —  ■+-  p  — —  -  •; 

\    —  zg           —  P"  ygl 

[  ,    ds          ,  ,    fis  .  tls 

—  COS  U)  I  7. h  ,i h  Y   —  )  : 

fis,                            ds         a,    fis  ..ris 

Pi^  -s-  ~~  P« 

fis,                         I       ds                   fis  fis 
—  —  cos  ai  (  a p  +  •;    —  1 

Tiff                                           —  Tff            '      Pfl  .'-A'- 

<-/.<;          _,     rfi  ,  fis  , 


—  —  î  ri  (0  I  y'  — 


Ces  formules  comprennent  évidemmenl   toutes  les  précédentes 

comme  des  cas  particuliers.  Toutefois,  il  est  bon  de  remarquer 

fis 

que  toutes  les  relations  précédentes  contiennent  -~  fou,  l'on  peut 
dire,  -—■>  si  l'on  pose  ds  =  du):  il  faudra  donc,  dans  chaque  cas 

particulier,    trouver  ds{   en   fonction  de   ds.  p,  t  par  un  procédé 
spécial. 


COMPTES  RENDUS   ET  ANALYSES. 
COMPTES    RENDUS    ET   ANALYSES. 


HARKNESS  (  J.)  et  MORLEV  (F.).  —  Introduction  to  tue  theorv  of  ana- 
i.vricu.  Fonctions.  Un  volume  in-8°,  xv-356  p.  Londres,  Macmillan;  1898. 

Cette  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  analytiques 
doit  être  regardée  comme  un  livre  classique  (text-book)  pour  les 
commençants.  L'exposition  y  est  claire,  facile  et  rigoureuse,  et 
bien  conforme  au  but  que  se  sont  proposé  les  auteurs.  Malgré  leur 
souci  de  la  rigueur,  ils  n'ont  pas  craint  de  faire  continuellement 
appel  à  la  représentation  géométrique,  en  quoi  ils  ont  parfaitement 
raison  :  il  importe  sans  doute  à  l'étudiant  de  savoir  et  de  com- 
prendre qu'on  peut  se  passer  de  cette  représentation,  et  il  peut 
être  utile,  pour  l'en  convaincre,  d'exposer,  sans  y  recourir,  cer- 
taines parties  fondamentales  de  la  théorie;  il  y  a  quelque  puérilité 
à  vouloir  s'en  priver  alors  qu'elle  apporte  tant  de  clarté  et  de  com- 
modité. Après  tout,  les  lettres  et  les  formules  de  l'Analyse  sont 
aussi  des  figures.  Voudra-t-on  s'en  passer,  sous  prétexte  de  ne  faire 
aucun  appel  à  l'intuition  de  l'espace?  Il  n'y  a  aucun  inconvénient, 
même  philosophique,  à  s'aider,  dans  une  démonstration,  d'une  re- 
présentation géométrique  toutes  les  fois  que  cette  représentation 
peut  être  traduite  en  termes  analytiques. 

Après  quelques  brèves  indications  sur  la  notion  de  nombre  (au 
point  de  vue  ordinal),  les  auteurs  introduisent  les  nombres  com- 
plexes et  leur  représentation  géométrique  :  ils  consacrent  trois 
Chapitres  à  la  représentation  bilinéaire,  qui  permetdéjà  d'introduire 
plusieurs  idées  essentielles,  et  à  l'étude  géométrique  des  fonctions 
exponentielle  et  logarithmique.  Une  digression  nécessaire  sur  les 
notions  de  limite  et  de  continuité  est  traitée  avec  un  arand  souci 
de  la  rigueur.  L'étude  des  fonctions  entières  et  des  fonctions  ra- 
tionnelles amène  le  lecteur  au  seuil  de  la  théorie  générale  qui  va 
être  fondée,  d'après  la  doctrine  de  Weierstrass  et  de  M.  Méray, 
sur  les  séries  entières  et,  en  particulier,  sur  la  notion  de  prolonge- 
ment: celle-ci  conduit  à  la  notion  de  fonction  analytique,  au  sens 
propre  de  Weierstrass,  comme  ensemble  de  séries  entières,  qui  se 
déduisent,  par  prolongement,  de  l'une  d'entre  elles  :  les  fonctions 

Bull,  des  Sciences  rnat/tcii.,    2*  série,    t.   XXIII.    (Juin    189g.)  y 
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exponentielle,    logarithmique,    circulaires    (directes   et   inverses 
fournissent  des  applications  indispensables.  Notons  le  soin  avec 
lequel  la  signification  de  ces  diverses  fonctions  est  précisée.  Ainsi 
les  auteurs  emploient  deux  notations  différentes  pour  représenter 
la  fonction  plurivoque  arc  sin  x,  et  la  branche  univoque  de  cette 

fonction,  dont  la  partie  réelle  est  comprise  entre  —  :  et  —  -• 

MM.  Harkness  et  Morley  montrent  ensuite  le  rôle  des  points 
singuliers  et  expliquent  comment  il  y  a  lieu  de  les  distinguer.  Lu 
Chapitre  est  consacré  au  théorème  de  Weierslrass  sur  la  décom- 
position en  facteurs  primaires,  et  aux  exemples  concernant  les 
fonctions  circulaires  et  la  fonction  Y . 

Le  théorème  fondamental  de  Cauchv  sur  les  intégrales  prises  entre 
des  limites  imaginaires  se  ramène  immédiatement  à  la  notion  de 
fonction  primitive,  du  moment  qu'on  ne  veut  avoir  affaire  qu'à 
des  séries  de  puissances.  Les  auteurs  en  déduisent  le  théorème  de 
Laurent.  La  partit  ion-function 

n=  x 

G(*)=]J(i-r«*) 

sert  d'introduction  aux  fonctions  S>.  Deux  Chapitres  sont  consacrés 
aux  propositions  fondamentales  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques. Après  avoir  donné  l'idée  de  la  surface  de  Riemann  cl  en 
avoir  expliqué  la  construction  sur  quelques  exemples  simples, 
les  auteurs  établissent  les  propriétés  élémentaires  les  plus  fonda- 
mentales des  fonctions  algébriques. 

Un  Chapitre  final  se  rapporte  à  la  théorie  de  Cauchv  et  au  po- 
tentiel dans  le  plan.  Les  observations  des  auteurs  relatives  à  la 
définition  des  fonctions  monogènes  me  paraissent  incontestables; 
mais  je  m'étonne  un  peu  (pi 'elles  aient  été  réunies  sous  le  titre  :  Dif- 
ficultés relatives  à  la  définition  de  Cauchv. 

Ce  titre-là  pourrait  faire  croire  au  lecteur  qu'une  théorie  fondée 
sur  les  notions  de  fonction  monogène  et  d'intégrale  prise  entre 
des  limites  imaginaires  reposeraitsuruneba.se  mal  solide,  d'autant 
qu'il  ne  trouve  que  dans  un  Chapitre  final  les  indications  qui  con- 
cernent ce  mode  d'exposition  et  qu'il  a  sans  doute  été  frappé  par 
l'opinion   de   Weierslrass,  citée  dans  la  Préface,  d'après  laquelle 
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toute  autre  méthode  que  la  considération  des  séries  entières  n'esl 
qu'un  instrument  i>on  pour  la  recherche.  Si  parfait  et  si  systéma- 
tique que  soit  le  mode  d'exposition  adopté  par  MM.  Harkness  el 
Morley,  une  exposition  fondée  sur  les  conceptions  de  Caucliy  reste 

parfaitement  défendable.  Est-il  bien  certain  que  la  notion  de  série 
soit  essentiellement  plus  simple  que  celle  d'intégrale  définie?  Ces 
deux  notions  ne  dérivent-elles  pas  de  la  notion  de  limite  et  ne 
puisent-elles  pas  dans  la  même  origine  le  même  caractère  trans- 
cendant? N'y  a-t-il  pas  quelque  excès  à  regarder  les  théorèmes  re- 
latifs aux  séries  entières  comme  des  théorèmes  d'Algèbre?  Ce 
théorème,  par  exemple  :  «  Sur  le  cercle  de  convergence  d'unesérie 
entière  il  y  a  au  moins  un  point  singulier  »,  est-il  un  théorème 
d'Algèbre,  et  la  démonstration  en  est-elle  algébrique?  La  vérité 
n'est-elle  pas  que  certaines  propositions  se  groupent  naturellement 
au  tour  de  certain  s  principes,  et  d'au  très  propositions  au  tour  d'au  1res 
principes?  Pour  n'en  citer  qu'un  exemple,  la  notion  d'intégrale 
définie  n'est-elle  pas  la  source  évidente  du  théorème  de  Cauchy 
sur  la  limite  supérieure  des  valeurs  absolues  des  coefficients  d'une 
série  entière  dont  la  somme  reste,  en  valeur  absolue,  inférieure  à 
un  nombre  fixe,  tout  le  long  d'un  cercle,  el  si  les  démonstrations 
que  Weierstrass  et  M.  Méray  ont  données  de  ce  théorème  sont  très 
ingénieuses,  ce  qu'elles  ont  d'ingénieux,  alors  que  la  démonstra- 
tion de  Cauchy  ne  demande  aucun  effort,  n'est-il  pas  la  preuve  de 
ce  que  je  viens  de  dire? 

Quoi  qu'il  en  soit,  disons  un  mot  des  difficultés  que  les  auteurs 
signalent  dans  la  définition  des  fonctions  monogènes.  Il  y  en  a 
d'abord  qui  sont  tout  à  fait  verbales,  et  sur  lesquelles  il  ne  convienl 
guère  de  s'arrêter  :  dira-t-on,  par  exemple,  ou  nedira-t-on  pas  que 

la  fonction  —  est    monogène   dans   une  région    qui  comprend   Je 

point  o?  Le  fait,  mis  en  lumière  par  Weierstrass,  qu'une  même 
expression  analytique  peut  représenter  deux  fonctions  différentes 
constitue  une  contribution  importante  à  la  théorie  des  fonctions 
il  gardera  son  importance;!  quelque  point  de  vue  qu'on  se  plue  : 
il  n'empêche  pas  qu'on  puisse  définir  comme  le  fail  Cauchj  une 
fonction  synectique  dans  une  région  déterminée.  D'ailleurs,  il  ne 
viendra  à  personne  l'idée  de  nier  ce  qu'a  d'essentiel  la  notion  de 
prolongement;  quel  que  soit  le  point  de  départ,  il  faudra  bien  la 
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faire  intervenir  el  faire,  des  séries  entières,  L'étude  que  eelte  no- 
tion suppose.  La  seule  question  est  de  savoir  s'il  n'est  pas  légitime, 
pour  ceux  qui  le  trouvent  commode,  de  placer,  au  début  de  la 
théorie  des  fonctions,  les  définitions  adoptées  par  Caucliv.  Que  les 
points  singuliers  jouent  dans  celte  théorie  un  rùle  prépondérant, 
c'est  ce  que  personne  non  plus  ne  contestera;  mais  ce  rùle  ne  se 
manifeste-t-il  pas  bientôt,  dans  la  théorie  de  Cauchv,  par  les  faits 
eux-mêmes,  et  faut-il,  pour  cela,  mettre  en  avant  un  examen  des 
possibilités  logiques  attachées  à  l'étude  des  points  singuliers? 
Pourquoi  voir  une  difficulté  dans  cette  condition,  imposée  à  la 
définition  de  la  dérivée  d'une  fonction /(c),  que  le  rapport 

/(z')-f(z) 


doit  tendre  uniformément  vers  sa  limite  quand  z'  tend  vers  s?  Il 
suffira,  comme  le  font  d'ailleurs  les  auteurs,  de  donner  une  défi- 
nition de  la  dérivée  qui  implique  cette  condition.  On  dira,  par 
exemple,  que  la  fonclion/(r)  admet  une  dérivée  pour  c  =  c0)  s'il 
existe  un  nombre  f'{z0)  tel  que  la  quantité 


f(z')—f(z0) 


f'Xzo) 


puisse  être  supposée  plus  petite  que  n'importe  quel  nombre  po- 
sitif £,  pourvu  (pie  la  quantité  \z' —  ;„  |  solt  moindre  qu'un  nombre 
positif  correspondant  i  ;  et  il  sera  inutile  de  s'appesantir  ici  sur 
les  difficultés  que  présente  la  notion  de  L'uniformité  de  la  con- 
vergence. Une  question  beaucoup  plus  importante,  semble-t-il,  et 
que  les  auteurs  ont  raison  de  soulever,  est  celle-ci  :  Doit-on,  dans 
la  définition  d'une  fonction  svnectique,  introduire  la  condition 
que  non  seulement  la  fonction,  mais  encore  sa  dérivée,  soit  con- 
tinue? Mais  alors  même  que,  comme  paraissent  le  penser  quelques 
géomètres,  cette  condition,  qui  intervient  en  fait  dans  plusieurs 
des  démonstrations  classiques,  ne  serait  pas  entièrement  nécessitée 
par  la  nature  des  choses,  n'est-ce  pas  déjà  un  l'ait  bien  remarquable 
que  l'existence  et  la  continuité  de  la  dérivée  première  impliquent 
et  l'existence  et  la  continuité  des  dérivées  ultérieures,  et  la  possi- 
bilité du  développement  en  série  de  Taylor?  Les  auteurs  eux- 
mêmes  le  proclament,  el  ce  qu'ils  annonçaient  comme  une  dijjl- 
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culte  de  la  théorie  devient,  sous  leur  plume  et  avec  raison,  une 
preuve  de  la  profondeur  de  cette  théorie.  Cette  observation  est 
aussi  la  preuve  de  la  sincérité  des  auteurs  et  montre  assez  que  ce 
mot  de  difficultés,  sur  lequel  je  me  suis  trop  arrêté,  ne  pourra 
tromperies  lecteurs  qui  liront  le  livre  de  MM.  Ilarkness  et  Morley 
avec  le  soin  qu'il  mérite  assurément.  J.  T. 


TAIT    (Peter-Gutiirie).   —    Scientific  Papers.   Vol.    I;    in-i".   \1\-49S  p. 
Cambridge  at  the  University  Press;  1898. 

C'est  avec  une  grande  satisfaction  que,  dans  ces  derniers  temps, 
nous  avons  eu  à  signaler  la  réunion  en  un  corps  homogène  et  la 
publication  des  Œuvres  et  des  Mémoires  scientifiques  écrits  par 
des  physiciens  ou  des  géomètres.  Sans  remonter  à  Lagrange,  à 
Gauss,  à  Jacobi,  à  Fourier,  nous  avons  eu  dans  ces  derniers  temps 
à  signaler  à  nos  lecteurs  la  publication  des  Œuvres  de  Hesse,  de 
Kronecker,  de  Mobius,  de  PLiïcker,  de  Cayley  et  de  bien  d'autres. 
11  y  a  là  un  mouvement  qui  va  en  s'accentuant  chaque  jour.  Il 
semble  que  les  Recueils  de  Mémoires  originaux  et  les  journaux  pé- 
riodiques se  fassent  du  tort  les  uns  aux  autres,  tant  il  sont  devenus 
nombreux.  Les  Mémoires  y  sont,  pour  ainsi  dire,  perdus  et  l'on 
peut  dire  que  l'œuvre  entreprise  par  la  Société  Royale,  le  des- 
sein qu'elle  a  formé  de  publier  un  répertoire  bibliographique 
scientifique  répondent  à  des  nécessités  urgentes  et  évidentes  pour 
tous  les  chercheurs.  Le  temps  approche,  il  est  déjà  venu,  où  il 
sera  impossible  aux  particuliers  de  se  former  une  bibliothèque 
suffisamment  complète  sur  les  branches  mêmes  dont  ils  s'occupent 
plus  spécialement.  Au  commencement  du  siècle,  Laplace,  La- 
grange, Ampère  savaient  toute  la  Science.  Combien  v  a-t-d  de 
géomètres  sachant  aujourd'hui  toutes  les  Mathématiques? 

C'est  pour  cela,  sans  doute,  que  les  Recueils  des  Mémoires  scien- 
tifiques écrits  par  un  même  savant  rencontrent  une  faveur  crois- 
sante auprès  des  étudiants  et  des  personnes  compétentes.  1 1  abord, 
par  leur  nature  même,  ils  sont  relativement  homogènes;  puis  ils 
dispensent  souvent  de  longues  et  pénibles  recherches.  Enfin 
L'auteur,  quand  \\  dirige   lui-même  la  publication,   peul  faire  un 
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choix,  élaguer  par  exemple  les  parties  qui  font  double  emploi  ou 
qu'il  a  utilisées  dans  les  Ouvrages  didactiques  el  dans  les  Traités. 
Le   Volume  que  publie  M.  Tait  comprend  une  suite  de  qua- 
rante Mémoires  s'élendant  depuis   1809  jusqu'à  1881.   L'auteur  y 
a  suivi  régulièrement  l'ordre  chronologique.  Il  n'a  fait  dans  tout 
le  ^  olume  qu'une  seule  exception  se  rapportant  aux  recherches  si 
originales  qu'il  a  publiées  sur  les  Nœuds.  Jl  a  voulu  avec  raison 
rapprocher  de  ses  premières  recherches  sur  ce  sujet,  publiées  eu 
1 876-1 877,  celles  par  lesquelles  il  les  a  complétées  en  1 884- ' 885. 
La  lecture  des  trois  Mémoires  que  M.  Tait  a  consacrés  à  ce  curieux 
sujet  sera  certainement  une  des  plus  suggestives  de  ce   premier 
Volume.  Il  serait   difficile   de   grouper,   de  l'apporter  à   un  petit 
nombre  de  divisions  les  quarante  Mémoires  de  ce  premier  Volume. 
On  sait  avec  quelle  originalité  et  quelle  indépendance  les  géo- 
mètres anglais  ont  toujours  appliqué  les  Mathématiques  à  bien 
des  sujets  trop  souvent  délaissés  sur  le  continent.  On  trouvera, 
par  exemple,  dans  ce  Volume,  des  Mémoires  sur  les  Jeux,  les 
Arrangements,  les  Probabilités;  il  y  en  a  d'autres  qui  appartien- 
nent à  la  Physique,  d'autres  à  la  Mécanique  ou  à  l'Analyse  pure. 
On  peut  cependant  caractériser  beaucoup  de  ces  travaux,  les  pre- 
miers surtout,  en  disant  qu'ils  constituent  des  applications  de  la 
Théorie  des  Quatei  nions  aux  sujets  les  plus  variés,  la  Surface  des 
ondes,  l'Éleetrodynamique  et  le  Magnétisme,  le  Calcul  intégral,  etc. 
Comme  le  dit  M.  Tait  dans  sa  Préface,  les  Lectures  publiées, 
en  1 853,  par  Sir  W.-R.  Hamillon,  «  a  fascina ling  book  »,  avaient 
exercé  sur  lui  une  très  grande  impression.  Il  semble  d'ailleurs  que 
ce  soit  surtout  en  Mécanique,    en   Physique  mathématique,  que 
cette  théorie  puisse  vraiment  montrer  toute  son  utilité,  c'est-à-dire 
précisément  dans  les  parties  qui  ont  été  l'objet  des  investigations 
fructueuses  et  fécondes  de  M.  Tait. 

Il  ne  nous  reste  qu'à  souhaiter  que  la  publication  dont  nous 
annonçons  aujourd'hui  Je  premier  Volume  soit  rapidement  con- 
tinuée et  menée  à  bonne  fin.  G.    1). 
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WEBER  (H.).  —  Lehrbuch  der  Algebra.  Zweite  ausgabe.  Z\\ citer  Band. 
Braunschweig,  F.  Vicwcg  and  Sohn;  in-8°,  xvi-856  p.;  1899. 

Il  nous  suffira  évidemment  de  signaler,  à  nos  lecteurs,  l'appari- 
tion de  ce  nouveau  Volume,  qui  complète  la  seconde  édition  du 
Traité  d'Algèbre  de  M.  H.  Weber.  La  rapidité  avec  laquelle  cette 
seconde  édition  a  dû  succéder  à  la  première  prouve  bien  la  valeur 
du  travail  que  nous  devons  au  savant  géomètre;  nos  lecteurs 
savent  d'ailleurs  que  celle  œuvre  doit  être  traduite  en  français  et 
que  le  premier  Volume  de  la  traduction  a  déjà  paru,  il  y  a  quelque 
temps,  chez  Gauthier-Villars.  Le  Traité  d'Algèbre  de  M.  Weber, 
amélioré  à  chaque  édition  nouvelle,  aura,  nous  en  sommes  assuré, 
comme  l'Ouvrage  de  notre  regretté  maître  J. -A.  Serret,  l'inlluence 
la  plus  heureuse  sur  le  développement  des  études  algébriques.  Sa 
lecture  sera  très  utile  à  tous  les  géomètres,  même  à  ceux  qui  se  diri- 
geront d'un  autre  coté.  L'étude  approfondie  des  méthodes  algé- 
briques est  éminemment  propre  à  donner  à  l'esprit  cette  solidité 
et  cette  précision  qui,  aujourd'hui  plus  que  jamais,  sont  nécessaires 
à  tous  les  mathématiciens  et,  plus  peut-être  qu'à  tous  les  autres, 
à  ceux  qui  s'occupent  de  Géométrie,  de  Mécanique  et  de  Physique 
mathématique. 


IIEUSCII  (  F.  de).  —  Cours  d'Analyse  :  Calcul  différentiel.  1  volume  in-8", 
278  p..  Bruxelles.  A.  Castaigne;  1898. 

L'auteur  présente  très  modestement  son  Livre,  qui  résume  les 
leçons  qu'il  fait  à  l'École  militaire  de  Bruxelles,  en  disant  que 
ces  leçons  ont  été  «  puisées  aux  sources  des  meilleurs  Traités 
d'Analyse  parus  jusqu'à  ce  jour  »  et  que  leur  publication  n'a 
d'autre  but  que.d'être  utile  à  ses  élèves.  Ce  but  sera  certainement 
atteint,  car  l'exposition  est,  en  général,  claire,  simple  et  bien 
appropriée  ;'i  la  catégorie  de  lecteurs  auxquels  s'adresse  M.  de 
rleusch. 

L'auteur  rappelle  au  début  les  notions  indispensables  à  toute 
exposition  rigoureuse.  Si.  d'ailleurs5  il  a  le  souci  de  la  rigueur3  el 
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s'il  le  monlre  au  début,  en  insisLanl,  par  exemple,  sur  ce  que  la 
continuité  d'une  fonction  n'implique  pas  l'existence  de  la  dérivée, 
il  ne  se  laisse  pas  hypnotiser  par  des  scrupules  qui  seraient  assu- 
rément déplacés  dans  un  enseignement  dont  le  but  essentiel  est 
d'apprendre  à  ses  auditeurs  le  maniement  de  l'outil. 

Tout  au  plus  peut-on  regretter,  ici  et  là,  l'absence  d'un  mot 
qui,  sans  rien  changer  aux  démonstrations,  éveillerait  l'attention 
sur  ce  qui  manque.  Par  exemple,  je  trouve  très  naturel  que,  dans 
un  livre  tel  que  celui  de  M.  de  Heusch,  on  admette  l'existence  des 
fonctions  implicites  et  de  leurs  dérivées,  mais  pourquoi  ne  pas  le 
dire?  Par  exemple  encore,  l'auteur  donne  des  démonstrations  très 
simples  des  théorèmes  qu'expriment  les  égalités 

A"  a        d"  u  d-u  d-u 


\x'1        dx'1  Oxôy        Oyôx 

en  s'appuvant  sur  une  proposition  qu'il  énonce  ainsi  :  Si  une 
fonction  J\ x,  a)  contient,  outre  la  variable  x,  un  paramètre  a 
et    que    cette    fonction    reste    continue,     ainsi    que    sa    dérivée 

df{  X    Cl) 

— Y~ —  =  f'(x,  a),  pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  deux 

limites  xt)  etX;  si,  de  plus,  la  fonction  f(x,a)  s'annule  pour 
a  =  a0,  quel  que  soit  x,  la  dérivée  f'(x,  a)  s'annulera  également, 
quel  que  soit  x,  pour  a  =  a0.  Pourquoi  ne  pas  dire  :  la  dérivée 
f{x,  a)  tendra  vers  o  quand  a  tendra  vers  a0,  et  cela  pour 
n'importe  quelle  valeur  de  x?  C'est,  bien  entendu,  cette  der- 
nière proposition  qu'établit  l'auteur  et  c'est  sur  elle  qu'il  s'appuie 
dans  les  démonstrations  que  j'ai  signalées.  Dans  la  seconde  de  ces 
démonstrations,  il  n'aurait  pas  été  mauvais,  non  plus,  d'insister 
un  peu  sur  le  rôle  que  joue  la  supposition  relative  à  la  continuité 
des  dérivées  secondes. 

Pour  ce  qui  est  des  différentielles,  M.  de  Heusch  s'en  est  tenu 
à  l'habitude  la  plus  répandue,  qui  est  de  les  considérer  comme  des 
accroissements  infiniment  petits  attribués  aux  variables.  Il  me 
semble  que  cette  définition  est  la  source  de  quelques  difficultés  poul- 
ies commençants,  qui  s'étonnent  volontiers  lorsqu'on  leur  parle  de 
regarder  dx  comme  constant;  je  nie  rangerais  volontiers,  pour 
ma  part,  à  l'avis  de  ceux  qui  proposent  de  regarder  les  différen- 
tielles des  variables  indépendantes  comme  de  nouvelles  variables 
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indépendantes  adjointes  aux  premières,  et  la  différentielle  d'une 
l'onction  comme  une  forme  de  ces  variables,  linéaire  s'il  s'agit  des 
différentielles  du  premier  ordre.  L'importance  de  celte  forme 
linéaire  consiste  dans  son  caractère  d'invariance,  quand  on  fait  un 
changement  de  variables.  Il  n'y  a,  bien  entendu,  dans  l'énoncé  de 
cette  opinion,  aucune  critique  de  l'exposition  de  M.  de  Heusch. 

Les  propositions  élémentaires  relatives  aux  séries  sont  pré- 
sentées d'une  façon  claire  :  mais  pourquoi  traiter  si  dédaigneuse- 
ment la  proposition  de  Caucliy  sur  la  convergence  des  séries, 
dans  lesquelles  la  somme  des  p  termes  qui  suivent  le  nieme  terme 
tend  vers  zéro,  quel  que  soit/;,  quand  n  augmente  indéfiniment, 
et  pourquoi  embrouiller  l'énoncé  de  cette  proposition,  en  spéci- 
fiant que  p  doit  pouvoir  être  choisi,  soit  constant,  soit  fonction 
de  ti,  soit  infini?  Que  l'auteur  ne  démontre  pas  cette  proposition, 
qu'il  dise  qu'elle  n'est  guère  utile  pour  reconnaître  si  une  série 
donnée  est  convergente  ou  non,  cela,  sans  doute,  est  légitime; 
mais  qualifier  d'insignifiante  une  proposition  qui  pénètre  aussi 
profondément  dans  la  notion  de  limite,  ou  plutôt  qui  est  iden- 
tique à  cette  notion  même,  cela  est  vraiment  excessif. 

Dans  un  livre  comme  celui  de  M.  de  Heusch,  la  théorie  des 
fonctions  d'une  variable  imaginaire  ne  peut  être  qu'effleurée;  on 
conçoit  cependant  que  l'auteur  ait  voulu  définir  les  fonctions  e:, 
s\nz,  cos;,  ..  .   pour  les  valeurs  imaginaires  de  Z)  l'introduction 

de  arctang-  dans  la  définition  de  log(.r  -\-yi),  rend  cette  défini- 
tion quelque  peu  incomplète;  mais  c'est  là  un  détail  sur  lequel  il 
n'y  a  pas  lieu  d'insister. 

Les  applications  analytiques  du  Calcul  différentiel  (développe- 
ments en  séries,  recherches  des  vraies  valeurs,  détermination  des 
minima  et  des  maxima)  et  les  applications  géométriques  (tan- 
gentes, normales,  asymptotes,  concavité  et  convexité,  points  d  in- 
flexion, points  singuliers,  courbure  et  osculalion  des  courbes 
planes,  plan  osculaleur,  courbure,  cercle  oscillateur,  sphère  oscu- 
lalricc,  torsion  des  courbes  gauches,  surfaces  enveloppes,  surfaces 
développables,  surfaces  gauches,  plan  langent,  courbure  des  lignes 
I racées  sur  une  surface,  indicatrice,  etc.)  sont  traitées  simplement. 

Les  exercices,  assez  nombreux,  que  M.  de  Heusch  a  joints  a 
son  livre  permettront  aux.  lecteurs  de  s'assurer  qu'ils  «Mil  bien 
compris  les  théories  exposées  par  l'auteur. 
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Les  quelques  imperfections  que  j'ai  cru  devoir  signaler,  qui  ne 
sont,  le  plus  souvent,  que  des  imperfections  de  forme,  et  qu'il  sera 
bien  aisé  de  faire  disparaître  dans  une  seconde  édition,  n'empê- 
cheront pas  le  livre  de  M.  de  Heusch  de  rendre  de  grands  services 
à  une  catégorie  très  intéressante  de  lecteurs,  qui  veulent  apprendre 
l'Analjse,  non  pour  en  scruter  les  profondeurs  et  les  subtilités, 
mais  seulement  pour  eu  appliquer  les  procédés  élémentaires  à  la 
solution  des  problèmes  simples  que  posent  les  Sciences  pratiques. 

J.  T. 


WILCZYNSKI  (E.-J.).  —  IIydrodynamische  Untersucbungen  mit  Aiwen- 

DUNGEX  AUF   DIE  THEORIE  DER  SoNNENROTATION.  (  IlUllI gUl 'ill-l  )isSrl1;it  ion  ZUT 

Erlangung  der  Doctorwiirde  von  der  philosophischen  Facilitât  der  Friedrich- 
Wilhelms.  Universilât  zu  Berlin).  In-4°,  35  pages.  Berlin.  Mayer  und  Mûller  ; 
1897- 

Tandis  que  la  recherche  de  la  figure  des  planètes  dépend  des 
conditions  d'équilibre  d'une  masse  fluide  animée  d'un  mouve- 
ment de  rotation  commun  à  toutes  ses  parties,  l'étude  du  Soleil 
conduit  à  un  problème  analogue,  mais  plus  compliqué.  L'obser- 
vation ne  permet  pas,  en  effet,  d'admettre  que  la  vitesse  angulaire 
de  la  rotation  solaire  soit  la  même  pour  les  différents  points  de 
l'astre.  Le  mouvement  à  étudier  est  donc  celui  d'un  fluide  dont 
tous  les  points  tournent  autour  d'un  même  axe,  la  vitesse  angulaire 
n'étant  pas  la  même  sur  les  différents  cercles  ainsi  décrits. 

Après  avoir,  dans  des  publications  antérieures,  traité  le  pro- 
blème dans  le  cas  d'un  fluide  parfait,  M.  W  ilczynski  le  reprend, 
dans  sa  thèse  inaugurale,  en  tenant  compte  du  frottement.  Toute- 
fois, il  observe  : 

1"  Qu'il  y  a  peu  de  chance  pour  que  le  mouvement  se  fasse 
rigoureusement  par  cercles,  ainsi  qu'il  a  été  supposé.  Si,  par 
exemple,  on  voulait,  en  outre,  considérer  La  température  comme 
constante  dans  toute  la  masse,  il  faudrait  admettre,  ou  bien  que 
celle-ci  tourne  d'une  seule  pièce  (à  la  façon  des  planètes)  ou  bien 
que  les  surfaces  d'égale  densité  sont  des  cylindres  de  révolution. 
Le  mouvement  circulaire  n'est  dune  en  réalité  qu'approche*  :  on 
peut  supposer  que,  dans  la  nébuleuse  primitive,  ce  caractère  cir- 
culaire du  mouvement  n'existait  en  aucune  façon,  mais  qu'il  est 
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apparu  peu  à  peu  avec  la  suite  des  siècles  tout  en  restant  affecté 
d'inégalités  périodiques  que  le  frottement  tend  à  atténuer  progres- 
sivement. 

L'auteur  se  demande  si  ces  oscillations  périodiques  ne  seraient 
pas  dans  un  rapport  étroit  avec  les  variations  bien  connues  des 
phénomènes  solaires. 

2°  M.  Wilczynski  observe  également  que  l'influence  du  frotte- 
ment ne  peut  èlre  que  très  faible,  sans  quoi  elle  aurait,  à  la 
longue,  fait  disparaître  toutes  les  inégalités  de  vitesse  angulaire 
qui  existent  entre  les  différentes  couches.  La  théorie  qu'il  déve- 
loppe cadre  bien  avec  cette  indication  ;  elle  conduirait  (du  moins 
en  faisant,  sur  la  température  et  la  densité  de  l'atmosphère  solaire, 
les  hypothèses  qui  paraissent  les  plus  vraisemblables  dans  l'état 
actuel  de  nos  connaissances)  à  ce  résultat  que  la  diminution  de 
vitesse  angulaire  due  au  frottement  ne  dépasserait  pas  deux  mi- 
nutes d'arc  par  jour  en  vingt-sept  millions  d'années. 

L'analyse  employée  par  l'auteur  est  tout  à  fait  analogue  à  celle 
qui  a  servi  à  Legendre  et  à  Laplace,  dans  l'étude  de  la  figure  de 
la  Terre.  On  suppose  que  le  carré  de  la  vitesse  angulaire  de  rota- 
lion  est  une  fonction  linéaire  du  carré  du  rayon  du  parallèle.  Les 
formules  obtenues  fournissent  pour  l'aplatissement  une  valeur 
moindre  que  les  quantités  accessibles  aux  mesures;  et,  en  effet, 
les  observations  n'ont  jamais  mis  en  évidence  jusqu'ici  d'aplatis- 
sement sensible. 

Comme,  d'autre  part,  les  observations  relatives  à  la  rotation 
solaire  ont  porté  sur  trois  régions  différentes,  à  savoir  la  région 
des  taches,  la  région  des  facules  et  la  région  qui  donne  naissance 
aux  raies  spectrales,  la  théorie  doit  permettre  de  déterminer  les 
différences  de  niveau  qui  existent  entre  ces  trois  couches.  Malheu- 
reusement, les  observations  faites  à  ce  sujet  présentent  entre  elles 
de  singulières  contradictions  Adoptant,  parmi  les  résultats  trouves, 
ceux  dont  l'exactitude  lui  semble  le  plus  vraisemblable,  M.  W  ilc- 
zynski  arrive  à  des  conclusions  qui  tendent  à  modifier  sur  plu- 
sieurs points  les  idées  actuellemenl  reçues.  ■' •  •'■ 
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APPELL  (P.  i.  .Membre  de  l'Institut.  —  Éléments  d'Analyse  mathématique 

a  l'usage  des  ingénieurs  et  des  physiciens,  i  volume  grand  in-8°,  71g  p. 
et  2?-4  fis.  Paris,  1898;  G.  Carré  et  G.  Naud. 

Lorsqu'un  ingénieur  ou  un  physicien,  pour  s'initier  à  quelque 
théorie  mathématique  ou  pour  apprendre  quelque  procédé  de 
calcul  nécessaire  à  ses  travaux,  ouvrait,  jusqu'ici,  un  de  nos  Traités 
d'Analyse  contemporains,  il  commençait  par  y  trouver  une  belle 
définition  de  l'intégrale  et  une  élude  serrée  des  conditions  d'in- 
tégrabilité  d'une  fonction,  faite  avec  toute  la  rigueur  que  l'on  sait 
mettre  aujourd'hui  dans  cette  question. 

Si  cette  première  lecture  ne  l'avait  pas  rebuté  par  son  abstrac- 
tion, il  y  avait  de  grandes  chances  pour  qu'il  s'arrêtât  quelques 
pas  plus  loin;  ne  fût-ce  qu'à  la  démonstration  de  l'existence  de 
l'intégrale  d'une  équation  différentielle  ordinaire. 

11  maugréait  contre  les  mathématiciens,  et  peut  être  n'avait-il 
pas  tout  à  fait  tort,  car  ceux-ci,  en  France  du  moins,  cantonnés 
dans  la  Science  abstraite,  avaient  quelque  peu  négligé  de  se  mettre 
à  sa  portée. 

Depuis  les  Eléments  de  Calcul  infinitésimal  de  II.  Sonnet, 
livre  excellent  jadis  mais  maintenant  insuffisant,  on  n'avait  plus 
écrit  aucun  Ouvrage  dans  lequel  un  technicien  puisse  trouver 
aisément  l'outil  mathématique  indispensable  à  ses  travaux,  sans 
risquer  de  se  perdre  dans  les  méandres  de  développements,  admi- 
rables en  eux-mêmes,  mais  inutiles  pour  lui. 

M.  Appell,  en  publiant  le  Cours  qu'il  professe  depuis  plusieurs 
années  à  l'Ecole  Centrale  des  Arts  et  Manufactures,  vient  de 
combler  cette  lacune  de  la  façon  la  plus  heureuse.  D'ailleurs, 
personne  mieux  que  lui  n'aurait  pu  réussir  dans  cette  entreprise 
épineuse  d'écrire  un  Ouvrage  qui  contentât,  à  la  fois,  les  théori- 
ciens par  sa  rigueur  et  les  praticiens  par  sa  simplicité  ;  car  c'est 
en  quelque  sorte  un  don  naturel  de  cet  émiuent  mathématicien 
de  savoir  rendre  limpides  et  faciles  les  questions  les  plus  ardues  et 
les  plus  compliquées. 

Les  vingt-quatre  Chapitres  de  ce  Volume  contiennent  tout  ce 
qui  peut  être  utile  ;i  un  ingénieur  ou  ù  un  physicien  :  les  procédés 
el  les  méthodes  de  calcul  élémentaires,   les  développements  des 
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fonctions  les  pins  simples,  les  applications  géométriques  clas- 
siques, les  évalualions  d'aires  et  fie  volumes  et  les  intégrations 
des  types  courants  d'équations  différentielles.  Dans  chaque  cas, 
l'auteur  a  toujours  adopté  le  mode  d'exposition  le  plus  rapide  et 
le  plus  clair. 

Lorsque  surgit  une  de  ces  difficultés  que  l'on  ne  saurait  sur- 
monter, avec  rigueur,  sans  se  livrer  à  de  longs  développements 
abstraits,  au  lieu  de  l'escamoter,  M.  Appel!  la  met,  au  contraire, 
en  lumière  en  se  contentant  d'énoncer  sans  démonstration  les 
faits  qu'il  ne  veut  pas  établir.  Parfois,  lorsque  le  sujet  est  impor- 
tant (tel  celui  de  la  rectification  des  courbes,  l'intégration  et  la 
différentiation  des  séries),  il  ajoute  en  petit  texte  les  démonstra- 
tions volontairement  omises  ;  en  tous  cas,  il  ne  laisse  jamais  sub- 
sister aucun  doute  dans  l'esprit  du  lecteur  et  évite  ces  jongleries 
peu  scrupuleuses  et  dangereuses  par  lesquelles  certains  écrivains 
masquent  les  sujets  délicats. 

D'une  façon  générale  toute  théorie  est  suivie  d'applications  judi- 
cieusement choisies.  Le  nombre  considérable  des  exemples  traités 
a  eu  pour  effet  d'allonger  le  Volume,  qui  a  plus  de  700  pages; 
mais,  loin  d'être  un  défaut,  c'est  là  une  des  qualités  de  l'Ouvrage 
dont  la  lecture  est  ainsi  singulièrement  facilitée  pour  un  public 
habitué  à  raisonner  dans  le  concret  plutôt  que  dans  l'abstrait. 

Immédiatement  après  les  définitions  fondamentales  des  infini- 
ment petits,  des  différentielles,  des  fonctions  primitives  et  des 
intégrales  définies,  l'auteur  en  donne  l'application  à  l'évaluation 
des  aires  planes,  à  la  cubature  des  volumes  à  bases  parallèles  et 
des  solides  de  révolution  qui  n'exigent  qu'une  intégration  simple, 
à  la  rectification  des  courbes  planes  et  gauches,  à  l'évaluation  des 
aires  des  surfaces  de  révolution  et  des  surfaces  coniques.  Ce  n'est 
qu'après  avoir  traité  de  nombreux  exemples  d'applications  et  avoir 
fait  toucher  du  doigt  au  lecteur  l'utilité  de  ce  calcul,  qu'il  donne 
au  Chapitre  V  les  procédés  élémentaires  d'intégration. 

A  cet  exposé  de  méthodes  de  calcul,  succèdent  les  développe- 
ments en  séries  des  fonctions  d'une  variable  :  séries  de  puissances 
entières,  séries  trigonomélriques,  représentation  d'une  expression 
au  moyen  de  ses  valeurs  moyennes.  Puis,  fidèle  à  sa  règle, 
M.  \|i|)cll  s'en  sert  immédiatement  pour  étudier  les  intégrales 
dans  lesquelles  l'élément  différentiel  devienl  infini,  ou  donl  une 
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des  limites  est  infinie,  et  pour  exposer  tout  ce  qui  est  relatif  à  la 

théorie  du  contact  dans  les  courbes  planes  ou  gauches. 

11  recommence  ensuite,  pour  les  fonctions  de  deux  ou  plusieurs 
variables,  ce  qu'il  vient  de  faire  pour  les  fonctions  d'une  seule 
variable. 

Aux  développements  des  fonctions  de  deux  variables  succèdent 
les  théories  du  contact  et  des  enveloppes  des  courbes  et  des  sur- 
faces, celles  de  la  courbure  et  de  la  torsion  dans  les  courbes 
gauches,  l'élude  de  la  courbure  des  lignes  tracées  sur  une  surface 
et  des  indications  sommaires  sur  les  lignes  de  courbure,  asymp to- 
riques, géodésiques,  de  niveau  et  de  j >  1 1 1 ->  grande  penle  sur  une 
surface. 

Nous   revenons  ensuite  au   Calcul  avec  la  théorie  de  la  diffé- 

rentiation  et  de  l'intégration  sous  le  signe    /  et  celle  des  intégrales 

prises  le  long  d'un  contour  qui  servent  d'introduction  à  la  défini- 
tion des  intégrales  multiples  et  à  leur  application  à  l'évaluation 
des  aires  et  des  volumes. 

La  préoccupation  constante  et  visible  de  l'auteur  est  toujours 
de  montrer  l'utilité  des  faits  qu'il  expose.  11  varie  les  applications 
et  les  multiplie.  Les  unes  sont  prises  dans  le  domaine  de  la  Géo- 
métrie pure  ou  de  la  Géométrie  descriptive,  d'autres  dans  celui 
de  la  Mécanique,  d'autres  encore  dans  la  Thermodynamique.  L'uni- 
versalité de  la  puissance  de  la  Mathématique,  cette  science  pri- 
mordiale, en  découle  indiscutablement,  et  le  lecteur  se  pénètre  de 
la  nécessité  de  sa  connaissance. 

Les  six  derniers  Chapitres  sont  réservés  aux  équations  différen- 
tielles et  aux  dérivées  partielles. 

Il  faut  bien  l'avouer,  mais  le  nombre  des  types  d'équations 
différentielles  que  nous  sachions  intégrer,  ou  plutôt  dont  l'inté- 
grale peut  s'exprimer  au  moyen  d'un  nombre  fini  des  symboles 
fonctionnels  usuels  et  pour  lesquelles  nous  savons  le  faire,  est  très 
limité. 

Tout  ce  que  l'on  peut  donc  faire,  dans  un  Ouvrage  destiné  à 
des  praticiens,  c'est  de  classer  ces  types  avec  ordre  ei  méthode  et 
de  donner,  dans  chaque  cas,  le  procédé  le  plus  bref  pour  former 
l'intégrale. 

C'est  ce  qu'a  fait  M.    Vppell,  cl  avec  le  plus  grand  soin.  Il  \  a 
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peu  délivres,  même  parmi  les  pins  complets,  où  cet  exposé  soit 
aussi  net,  aussi  clairet  aussi  nourri  de  résultats  utiles. 

Sept  types  pour  les  équations  du  premier  ordre,  trois  pour  les 
équations  d'ordre  supérieur  au  premier  forment,  avec  les  équations 
linéaires  classiques,  tout  le  bagage  de  ceux  que  nous  savons  ma- 
nier aisément. 

Un  Chapitre  sur  les  équations  différentielles  simultanées,  un 
autre  contenant  des  aperçus  sur  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles linéaires  du  premier  ordre  et  un  dernier  sur  les  méthodes 
d'approximation,  les  intégrateurs  et  les  intégraphes,  terminent  ce 
Volume,  qui,  sans  aucun  doute,  va  rendre  de  grands  services. 

Il  est  même  à  présumer,  et  ce  n'est  pas  là  le  moindre  éloge 
qu'on  puisse  en  faire,  qu'il  ne  sera  pas  utile  qu'à  ceux  pour  les- 
quels il  a  été  écrit.  Un  étudiant  de  nos  Facultés,  candidat  au 
certificat  d'Analyse,  trouverait  certainement  dans  la  lecture  facile 
de  ce  bel  Ouvrage  un  premier  fonds  de  connaissances  qui  l'aide- 
raient considérablement  dans  une  étude  ultérieure,  plus  appro- 
fondie, du  Calcul  différentiel  et  intégral.  C.  Bourlet. 


VIRGILII  e  GARIBALDI.  —  Introduzione  alla  Economia  matematica 
(collection  fies  Manuels  Hœpli).  i  vol.  in-16,  xn-210  p.  Hœpli;  .Milan, 
1899. 

Voici,  dans  la  collection  de  ces  Manuels  Hœpli  dont  nous  avons 
eu  plusieurs  fois  l'occasion  de  parler,  une  tentative  curieuse  el 
intéressante  à  plusieurs  égards  :  MM.  Virgilii  et  Garibaldi  se  sont 
proposé  de  rassembler,  dans  un  très  petit  Volume,  l'ensemble  des 
connaissances  mathématiques  nécessaires  pour  la  lecture  des  Ou- 
vrages et  des  Mémoires  d'Économie  politique.  Cela  n'est  pas  peu 
de  chose,  car  on  voit  figurer  dans  leur  petit  Livre,  outre  les 
notions  élémentaires  d'Algèbre,  la  formule  du  binôme,  des  indi- 
cations sur  la  théorie  des  probabilités,  des  éléments  de  Trigono- 
métrie et  de  Géométrie  analytique,  de  Calcul  différentiel  el  inté- 
gral; on  y  trouvera  par  exemple  la  formule  des  accroissements 
finis,  l'équation  aux  dérivées  partielles  que  vérifie  nue  fonction 
homogène,  la  règle  pour  prendre  la  dérivée  «l'une  intégrale  définie. 
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Tout  cela  lient  en  cent  trente  pages  in-iG,  et  les  auteurs  ne  se 
sont  pas  contentés  de  donner  des  définitions  et  des  règles;  ils  y 
ont  joint  des  explications  suffisantes,  toutes  les  fois  que  cela  était 
utile  et  possible.  En  outre,  ils  ont  donné  plusieurs  applications  à 
la  Scienee  qu'ils  avaient  en  vue,  tirées  des  Ouvrages  de  Panta- 
leoni,  Perozzo,  Parelo,  Barone,  W  alras,  etc.,  et  se  trouvent  ainsi 
avoir  établi  des  formules  fondamentales  de  l'Economie  politique 
mathématique.  Une  très  intéressante  Introduction,  qui  occupe  le 
tiers  du  Livre,  expose  le  développement  historique  et  les  princi- 
paux résultats  de  cette  science;  d'après  les  auteurs,  l'Economie 
politique  a  été  élevée  à  la  dignité  de  science  exacte  par  les  publi- 
cations de  Cournot,  Gossen,  Jevons,  A\  alras,  Edgeworth,  Parelo, 
mais  elle  attend  encore  son  Laplace. 

Comme  le  disent  très  justement  les  auteurs,  ce  n'est  pas  au 
point  de  vue  mathématique  qu'il  faut  se  placer  pour  juger  leur 
Livre,  mais  uniquement  au  point  de  vue  des  services  qu'il  peut 
rendre  à  la  catégorie  spéciale  des  lecteurs  auxquels  ils  ont  pensé 
en  le  composant;  il  n'est  pas  inutile  de  remarquer  que  la  publi- 
cation même  de  ce  Livre  prouve  que,  en  Italie,  cette  catégorie  de 
lecteurs  est  nombreuse. 


PRACTICA    GEOaŒTIU.E.  —  Ein    anonvm    Tru.tat    aus    deh    Endf.    der 

zwolften    Jaiirhundf.rts.   NACH    CLM.    l3o2l.    HERAUSGEGEBEN    VON    M \ \  1  - 

milian  Curtze.  Séparât- Abdrùck  aus  Monatshefte  fur  Mathematik  und 
Physik,  1897,  32  p.  in-8". 

Ce  minime  opuscule,  dont  M.  Curtze,  avec  sa  compétence  bien 
connue,  a  reconnu  toute  l'importance  et  qu'il  a  fait  sortir  de 
l'innombrable  légion  des  inédits  inconnus  du  moyen  âge,  n'est 
point  en  réalité  anonyme.  Si  l'illustre  professeur  de  Thorn  l'a 
trouvé  sans  nom  d'auteur  dans  le  Codex  latlnus  i3o2  1  de  Munich 
(f°  202  à  21 1),  s'il  n'est  pas  spécifié  davantage  dans  le  manuscrit 
latin  ^185  de  notre  Bibliothèque  nationale,  un  hasard  m'a  fait, 
quelques  mois  après  avoir  pris  connaissance  de  sa  publication, 
reconnaître  le  même  texte,  mais  sous  le  titre  Praçtica  Ilugonis, 
à  Cambridge,  dans  le  manuscrit  \  [3  du  Collège  Caïus-et-Gonville. 
A  la  vérité,  ce  simple  prénom  de  II  unies  ne  nous  apprend  pas 
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grand'chose;  cependant,  en  tenant  compte  de  ces  circonstances 
que  l'opuscule  peut  être  approximativement  daté  de  la  seconde 
moitié  du  xn1'  siècle,  que  la  forme  en  indique  assez  clairement 
qu'il  a  été  rédigé  pour  l'enseignement  dans  une  Université,  qu'en- 
fin le  prénom  de  Hugues  appartient  surtout  à  la  France,  on  est 
amené  à  identifier  l'auteur  avec  un  Hugo  physicus  (Hugues  le 
(Médecin),  qui,  après  avoir,  comme  maître  es  arts,  professé  le 
quadrivium  (les  Mathématiques)  à  Paris,  se  consacra  à  la  Méde- 
cine, y  acquit  une  certaine  réputation,  et  mourut  en  i  10,9.  La 
Practica  //agonis  peut  donc  être  revendiquée  pour  la  France. 

L'intérêt  que  présentent  ces  quelques  pages  pour  l'histoire  de 
la  Géométrie  provient  de  ce  qu'elles  marquent  un  moment  singu- 
lier de  son  enseignement.  Euclide  a  déjà  été  traduit  de  l'arabe 
(par  Adélard  de  Bath),  depuis  un  demi-siècle  au  moins;  mais  si 
noire  Hugues  n'ignore  plus,  comme  les  écolâtres  du  xie  siècle, 
qu'il  y  a  une  Géométrie  théorique,  ce  doit  être  pour  lui  quelque 
chose  comme,  de  nos  jours,  la  Géométrie  supérieure  pour  nos 
instituteurs  d'école  primaire.  Il  n'a,  de  fait,  aucune  teinture  de  la 
science  gréco-arabe;  il  ne  sait  même  pas  encore,  par  exemple, 
mettre  des  lettres  sur  ses  figures,  pour  en  désigner  les  points.  Il 
représente  donc  la  pure  tradition  latine,  à  l'instant  où  son  évolu- 
tion normale,  dans  notre  Occident,  va  se  trouver  brusquement 
déviée  par  les  apports  des  doctrines  orientales. 

A  la  vérité,  cette  tradition  latine  a  déjà  adopté,  au  cours  du 
XIe  siècle,  un  instrument  d'origine  grecque,  rapporté  en  Espagne 
par  les  Maures.  Cet  instrument,  qui  sert  à  toutes  fins,  à  prendre 
l'heure  comme  à  pratiquer  l'arpentage,  c'est  Yastrolabe.  Hugues 
n'en  parle  que  pour  son  usage  sur  le  terrain,  c'est-à-dire  comme 
d'un  cercle  qu'on  tient  dans  un  plan  vertical,  au  moyen  d'un  anneau 
de  suspension,  et  qui  porte,  mobile  autour  de  son  centre,  une 
règlede  visée  {mediclinium  ou alhidada,  suivant  la  transcription 
de  l'arabe,  que  Hugues  emploie  deux  fois,  et  qui  est  passée  en 
français).  Mais  la  graduation  dont  on  se  sert  pour  l'arpentage 
n'est  pas  celle  du  limbe  du  cercle.  Elle  est  marquée  sur  le>  côtés 
(hori/.ontaux  et  verticaux)  d'un  carré  inscrit  (chaque  demi-côté 
étant  di\  isé  en  douze  parties).  (  l'est  dire  que  la  1  héorie  sur  laquelle 
repose  l'usage  de  l'instrument  est  uniquement  celle  des  triangles 
rectangles  semblables. 

Bull,  des  Sciences  mat  lu- m .,  2'  série,    t    \\lll    1  luin 


142  PREMIERE   PARTIE. 

Quanl  aux  sources  écrites,  noire  auteur  en  utilise  deux  princi- 
pales :  la  première  est  un  Recueil  que  l'on  peut  désigner  par  ses 
premiers  mots,  Geometricales  diversitates,  Recueil  dont  l'origine 
n'a  pu,  jusqu'à  présent,  être  reconnue.  Il  paraît  avoir  été  formé 
au  xie  siècle  et  a  été  incorporé  dans  la  compilation  connue  sous  le 
nom  de  Geometria  Gerberti.  Il  consiste  en  descriptions  de  pro- 
cédés d'arpentage,  conçues  principalement  au  point  de  vue  instru- 
mental. Hugues  a  pris  ce  Recueil  comme  base  des  deux  premières 
parties  qu'il  distingue  dans  la  Géométrie  pratique,  à  savoir. 
Y  altimetria  et  la  p  tan  i  me  tria.  Il  développe  surtout  la  première 
de  ces  deux  parties,  après  l'avoir  fait  précéder  de  quelques  défini- 
tions et  des  énoncés  théoriques  nécessaires.  C'est  un  esprit  métho- 
dique, qui  se  rend  bien  compte  de  ce  qu'il  enseigne,  et  qui 
indique  avec  soin  tout  ce  qui  est  essentiel.  A  cet  égard,  son  écrit 
tranche  singulièrement  sur  les  OEuvres  similaires  du  moyen 
âge. 

Mais  Hugues  n'échappe  point  au  grand  défaut  de  son  temps,  la 
science  livresque.  Avant  de  le  montrer  plus  amplement  à  propos 
de  la  dernière  partie  de  son  Opuscule,  je  prendrai  comme  exemple 
le  dernier  Chapitre  de  son  Altimétrie.  Pour  mesurer  la  profon- 
deur d'une  eau,  il  décrit  gravement  le  procédé  suivant  :  on  a  une 
sphère  métallique  creuse,  munie  d'un  anneau,  et  qui,  seule,  flot- 
terait sur  l'eau  ;  on  la  fait  immerger  en  y  suspendant  une  masse, 
laquelle,  en  se  décrochant  au  fond  de  l'eau  (grâce  à  un  dispositif 
assez  simple),  laissera  remonter  la  sphère.  On  mesurera  le  temps 
entre  l'immersion  et  l'émersion,  avec  l'astrolabe  (c'est-à-dire,  de 
fait,  en  observant  la  hauteur  du  Soleil  !)  et  l'on  conclura  la  profon- 
deur par  proportion,  d'après  des  expériences  faites  sur  des  eaux 
où  l'on  puisse  employer  la  sonde.  Ce  procédé  avait  été  indiqué, 
avant  Hugues,  dans  des  textes  qui  nous  sont  parvenus,  mais  qui, 
sans  le  sien,  seraient  à  peu  près  inintelligibles;  en  tout  cas,  si 
cette  idée  a  pu  paraître  assez  ingénieuse  pour  être  essayée,  il  est 
bien  difficile  de  croire  qu'on  n'ait  pas  immédiatement  reconnu 
qu'elle  n'était  point  réalisable  en  pratique,  faute  d'un  instrument 
assez  précis  pour  mesurer  les  faibles  durées.  Hugues  avoue  bien 
qu'il  n'a  pas  lui-même  fait  l'expérience,  mais  il  croit  cependant 
devoir  l'indiquer  à  ceux  qui  voudraient  la  tenter;  c'est  bien  là  le 
savant  du  moyen  âge,  crovanl  facilement,  mais  assez  mal.  à  tout 
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lexle  écrit,  car  il  est  ignorant  de  bien  des  choses.  Cependant  il  a  à 
moitié  conscience  de  son  ignorance  :  il  voit  Ken  qu'il  faut  expé- 
rimenter, mais  il  ne  sait  point  s'y  prendre,  ou  ne  pense  qu'à  des 
expériences  impossibles. 

La  Planimétrie  de  Hugues,  à  la  différence  de  son  Altimélrie, 
est  très  écourtée;  elle  se  réduit  à  peu  près  à  parler  de  la  visée  de 
l'extrémité  d'une  longueur,  à  un  bout  de  laquelle  se  tient  l'arpen- 
teur. C'est  la  taille  de  celui-ci  qui  servira  de  troisième  terme 
connu  dans  la  proportion,  les  deux  premiers  étant,  par  exemple, 
fournis  par  l'astrolabe  ;  au  moins  Hugues  a-t-il  soin  de  dire,  sur  les 
opérations  de  ce  genre,  qu'il  faut  chaque  fois  mesurer,  avec  une 
règle  verticale,  la  hauteur  à  assigner  à  la  taille. 

Comme  troisième  partie  de  la  Géométrie  pratique,  il  ajoute  la 
Cosmimetria,  c'est-à-dire  la  mesure  des  dimensions  du  Monde. 
Cette  singulière  addition  paraît  être  de  son  propre  cru.  Martianus 
Capella  avait  bien  rempli,  avec  une  nomenclature  géographique, 
la  plus  grande  partie  du  Livre  qu'il  consacrait  à  la  Géométrie, 
comme  s'il  entendait  ce  mol  dans  le  sens  de  mesure  de  la  Terre, 
et  comme  si  cette  mesure  était  inséparable  d'une  description; 
mais  si  cet  exemple  peut  bien  faire  comprendre  jusqu'à  quel  point 
l'objet  véritable  de  la  Géométrie  était  perdu  de  vue  dans  l'Occi- 
dent latin,  si,  d'autre  part,  aux  compilations  d'arpentage  étaient 
déjà  venues  se  mêler  des  mentions  de  la  célèbre  mesure  d'Eratos- 
thène,  nul,  avant  Hugues,  ne  semble  avoir  eu  l'idée  de  détacher 
de  l'Astronomie,  et  de  rattacher  à  la  Géométrie,  comme  en  con- 
stituant une  branche  spéciale,  tout  ce  qui  concernait  la  mesure 
des  dimensions  du  Monde. 

Dans  cette  troisième  partie  de  son  Opuscule,  notre  auteur  suit, 
en  le  nommant,  Macrobe  (Commentaire  sur  le  songe  de  Sci- 
pion).  C'est  dire  que  les  données  qu'il  peut  utiliser  seront  très 
maigres  et  singulièrement  fautives.  Mais  l'histoire  des  erreurs  de 
l'esprit  humain  est  peut-être  aussi  importante  que  celle  de  se-  pro- 
grès vers  la  vérité  :  je  m'arrêterai  donc  sur  ce  point. 

Hugues  commence  par  expliquer,  assez  intelligemment,  le 
principe  de  la  mesure  d'Ératoslhène  ;  il  en  déduit,  en  employant 
le  rapport  d'Archimèdc,  la  longueur  en  stades  du  diamètre  de  la 
Terre.  Il  calcula  de  même  la  circonférence  de  l'orbite  solaire  et 
le  diamètre  de  cet  astre,  en  procédant  toujours  avec  nue  rigueui 
qu'il  croit  absolue,  en  mélangeant,  de  façon  assez  bizarre,  le-  frac- 
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tions  romaines  et  les  fractions  exprimées  à  la  moderne,  et  en  oppo- 
sant ses  résultais  à  ceux  de  Macrobe,  qui  ne  donne  que  des  nombres 
approchés. 

Mais   Macrobe,   qui   semble  avoir  disposé  de  sources   très  an- 

ciennes  (  prétendument  égyptiennes  ),  avait  combiné  entre  elles  des 
données  contradictoires.  Ainsi  il  admet,  d'une  part,  que  l'extré- 
mité du  cône  d'ombre  de  la  Terre  atteint  précisément  l'orbite 
solaire,  ce  qui  revient  à  supposer  que  le  diamètre  du  SoleiJ  es! 
double  de  celui  de  la  Terre.  En  second  lieu,  il  admet  que  la  dis- 
tance du  Soleil  est  de  soixante  fois  le  diamètre  de  la  Terre,  ce  qui 
correspond  très  probablement,  avec  l'approximation  primitive 
-  =  3,  et  en  tenant  compte  du  premier  postulat,  à  lin  po  thèse  que 
le  diamètre  apparent  du  Soleil  est  de  i°.  Que  cette  donnée  fantai- 
siste ait  réellement  eu  cours  dans  l'antiquité,  qu'elle  ait  même  eu 
une  certaine  vogue,  nous  le  savons  du  reste,  car  elle  est  précisé- 
ment celle  qu'adopte  numériquement  un  auteur  qui  cependant  en 
connaissait  certainement  toute  l'exagération,  Arislarque  de  Samos, 
dans  son  Traité  des  Grandeurs  et  distances  du  Soleil  et  de  la 
Lune. 

Mais  Macrobe  ajoute  une  troisième  donnée  inconciliable  avec 
les  précédentes.  D'après  lui,  en  observant  avec  la  clepsydre  le 
temps  que  dure  le  lever  du  Soleil,  on  aurait  constaté  que  son  dia- 
mètre occupe  la  i\('f  partie  de  son  orbite  (c'est-à-dire  ioo'). 
S'il  s'agit  d'une  opération  réellement  faite,  et  non  de  quelque 
combinaison  aussi  chimérique  que  les  précédentes,  on  ne  peut 
évidemment  que  supposer  une  grossière  erreur  de  transcription  ; 
car  déjà  Thaïes  semble  avoir  connu  le  rapport  du  720e  comme 
résultat  de  l'observation. 

En  présence  du  texte  de  Macrobe,  comment  va  se  comporter 
notre  Hugues?  Il  se  figurera  que  la  dislance  du  Soleil  a  pu  être 
obtenue  par  les  procédés  d'arpentage,  comme  peut  l'être  toute 
hauteur  terrestre.  Il  prendra  donc  comme  valable  le  nombre 
assigné  par  Macrobe  (  '  )  (4  820000  stades).  II  doublera  ce  nombre, 
ajoutera  scrupuleusement  le  diamètre  de  la  Terre,  et  ayant  ainsi 
celui  de  l'orbite  solaire,  il  calculera  la  circonférence,  puis  divisant 
par  2 i(),  arrivera  au  diamètre  du  Soleil.  Cela  fait,  il  montrera 
que,   contrairement  aux   assertions  de  Macrobe.  ce  diamètre  est 

(')  Nombre  calculé  comme  étant  60  fois  le  diamètre  de  la  Terre. 
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sensiblement  inférieur  an   double   de   celui  de  la  Terre,  cl  que, 
par  suite,  l'ombre  de  la  Terre  doit  dépasser  l'orbite  solaire. 

C'est  ainsi  que  se  termine  la  Practica  Hugonis.  Ce  n'est  cer- 
tainement pas  à  noire  niveau  qu'il  faut  la  comparer,  mais  elle  n*en 
est  pas  moins  en  progrès  énorme  sur  les  écrits  géométriques  anté- 
rieurs. Il  y  a  au  moins  constitution  d'un  enseignement  pratique,  rai- 
sonné, et  visant  un  but  précis.  Cependant,  comme  connaissances 
théoriques,  nos  ancélres  du  xiT  siècle  ne  savent  guère  plus  que 
les  Grecs  avant  PyThagore.  S'ils  peuvent  utiliser  quelques  résul- 
tais de  la  Science  hellène,  comme  le  rapport  d'Archimède,  ils 
sont  sans  doute  incapables  de  concevoir  comment  ces  résultats 
ont  pu  être  atteints.  Quant  à  ce  qu'ils  trouvent  dans  Martianus 
Capella  ou  dans  Macrobe,  cela  leur  est  plus  nuisible  qu'utile;  leur 
respect  pour  la  Science  antique  ne  leur  permet  au  plus  que  d'y 
relever  des  contradictions  flagrantes.  11  est  bien  difficile  de  deviner 
ce  qui  fut  advenu  sans  l'infiltration  de  la  Science  arabe,  puisque 
le  génie  d'invention  géométrique  ne  s'est  pas  révélé,  en  Occident, 
avant  la  fin  du  xvie  siècle,  et  une  fois  connus,  non  seulement 
Euclide,  mais  encore  Arcliimède,  Apollonius  cl  Pappus  ('). 

Paul  Tannery. 


MAITRE  ROBERT  ANGLES.  —  Le  traité  du  quadrant  (Montpellier,  xme 
siècle),  texte  latin  el  ancienne  traduction  grecque,  publiés  par  M.  Paul 
Tannery.  —  [Notices  et  extraits  des  Manuscrit.';.  XXXV2).  80  pages 
in-j°.  Paris,  Klincksieck,  1897. 

Pendant  que  M.  Curtze  publiait  une  Practica  Geometriœ, 
qui,  comme  je  l'ai  dit,  doit  avoir  été  composée,  dans  la  seconde 
moitié  du  xn''  siècle,  par  un  maître  es  arts  de  l'Université  de 
Paris,  du  nom  de  Hugues,  j'éditais  un  Ouvrage  analogue,  rédigé 
un  siècle  plus  lard,  mais  par  un  maître  de  Montpellier. 

(')  Je  viens  de  constater,  ces  jours  derniers,  que  te  même  Traité  se  trouve, 
avec  une  continuation  de  la  dernière  partie,  el  avec  l'annonce  d'un  Livre  lui  fai- 
sant suite  el  consacré  à  l'Astronomie,  dans  les  manuscrits  latins,  Bibliothèque  pa 
H. m, île  15362,  '-t  Bibliothèque  Mazarine  ~!7.  Ce  dernier  (du  xur  siècle  estexclu- 
sivemenl  mi  Becueil  d'oeuvres  de  Hugues  de  Saint-Victor,  el  suppose  donc  une 
attribution  (que  je  crois  erronée)  de  la  Practica  geometriœ  . *  »  1  célèbre  théolo 
gien  (mon  en  ri^o).  Cette  attribution,  admise  par  Hauzéau,  doil  provenir  de 
l'identité  des  prénoms. 
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Le  Quadrans  seciïndum  modernos  est,  en  effet,  malgré  son 
titre,  un  Traité  de  Géométrie  pratique,  qui,  comme  l'Opuscule  du 
xne  siècle,  enseigne  les  opérations  d'arpentage  (allimélrie  et 
planimétrie),  en  y  ajoutant,  toutefois,  les  formules  élémentaires 
pour  la  mesure  des  surfaces,  et  en  substituant  à  la  cosmimétrie 
une  stéréométrie,  c'est-à-dire  une  série  de  formules  pour  la 
mesure  des  solides.  On  voit,  par  là,  qu'Euclide  commence  à  être 
connu;  mais  le  progrès  réel  n'est  pas,  malgré  cela,  très  sensible. 
Si  le  Traité  de  Montpellier  est  pour  nous  plus  facilement  lisible 
que  celui  de  Paris,  il  n'accuse  guère  plus  de  connaissances  géomé- 
triques et  semble  l'œuvre  d'un  esprit  moins  original. 

Mais,  en  dehors  de  l'intérêt  documentaire  que,  surtout  si  on  les 
compare  l'un  à  l'autre,  présentent  ces  deux  Ouvrages  à  qui  veut 
se  rendre  compte  du  caractère  de  l'enseignement  de  la  Géométrie 
pendant  le  moyen  âge,  le  Traité  du  Quadrant  mérite  l'attention 
sous  un  point  de  vue  spécial.  Tandis  que  Hugues,  pour  l'arpen- 
tage, se  sert  de  l'astrolabe  et  qu'il  n'en  indique  que  les  dispositifs 
utiles  pour  son  objet,  le  maître  de  Montpellier  emploie  un  autre 
instrument,  également  à  toutes  lins;  il  le  décrit  complètement  et 
assez  clairement  pour  permettre  de  le  restituer  entièrement;  il  en 
enseigne  les  usages  astronomiques  (trouver  le  degré  de  longitude 
du  Soleil  pour  un  jour  donné  et  inversement;  trouver  la  décli- 
naison du  Soleil;  mesurer  la  latitude  du  lieu;  prendre  l'heure). 

Get  instrument,  ainsi  susceptible  de  remplacer  l'astrolabe  de 
tous  points,  est  évidemment  une  invention  arabe,  quoiqu'on  n'ait 
pas  exactement  retrouvé,  parmi  les  types  décrits  par  les  auteurs 
orientaux,  celui  de  l'appareil  du  maître  de  Montpellier.  L'intro- 
duction dans  l'Occident  latin  parait  avoir  eu  lieu  dès  le  xuc  siècle  ; 
l'instrument  est  essentiellement  un  quart  de  cercle  à  limbe  gradué 
(avec  carré  inscrit,  à  côtés  également  gradués,  pour  les  opérations 
d'arpentage).  On  visait  suivant  un  des  cotés  du  quart  de  cercle 
en  tenant  l'instrument  dans  un  plan  vertical  et  en  s'arrangeant 
pour  faire  tomber  sur  le  limbe  un  fil  à  plomb  parlant  du  centre, 
ce  qui  donnait  l'angle  avec  le  plan  horizontal  de  la  ligne  de  visée, 
ou  bien,  sur  la  graduation  du  carré,  Y  ombre  verre  ou  droite 
(tangente  ou  colangente  de  cet  angle)  évaluées  en  points  (dou- 
zièmes du  rayon).  D'autre  part,  des  lignes  horaires  sont  tracées 
sur  le  quadrant  el  si  la  ligne  de  visée  esl  pointée  sur  le  Soleil, 
elles  donnent  immédiatement  l'heure,  grâce  à  un  index  (en  forme 
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de  perle)  que  porle  le  fil  à  plomb.  Il  faut,  toutefois,  régler  chaque 
jour  cet  index,  qui  peut,  à  cet  effet,  glisser  à  frottement  dur  sur 
le  fil  à  plomb;  mais  l'opération  à  faire  pour  cela  est  très  simple, 
soit  que  l'on  connaisse  par  des  Tables  la  déclinaison  du  Soleil  pour 
le  jour  de  l'observation,  soit  que  l'appareil  porte  un  curseur, 
gradué  en  mois  et  jours,  et  donnant  celte  déclinaison  sur  le  limbe. 

En  somme,  cette  solution  du  problème  de  trouver  l'heure  est 
très  ingénieuse,  et  l'usage  de  l'appareil,  dans  ce  but,  était  beau- 
coup plus  rapide  et  plus  commode  que  celui  de  l'astrolabe.  C'était 
un  véritable  cadran  solaire  portatif,  et  c'est  même  évidemment  le 
nom  de  cet  instrument  (quadrans,  ce  qui  signifie  quart  de  cercle) 
qui  a  passé  aux  cadrans  solaires  fixes,  puis  aux  cadrans  des  hor- 
loges mécaniques. 

Quant  au  nom  de  l'auteur  du  Quadrans,  en  transcrivant 
Robert  Angles  (sous  la  forme  méridionale  actuelle)  le  nom 
Robertus  Anglicus  donné  par  la  tradition  manuscrite  la  plus 
autorisée  ('),  je  n'ai  nullement  voulu  trancher  la  question  de 
nationalité;  mais  j'ai  tenu  à  indiquer  au  moins  la  possibilité  que 
le  surnom  ait  été  patronymique. 

J'ai,  en  effet,  en  Appendice  au  Traité  du  Quadrant,  com- 
plété la  publication  partielle  faite  par  Sédillot,  dans  son  Mémoire 
sur  les  instruments  astronomiques  des  Arabes,  d'un  Traité  de 
V Astrolabe  universel  ou  Saphea  d'Arzachel,  écrit  en  1  23 1  par 
un  Guillermus  Anglicus,  lequel,  dans  la  souscription  que  j'ai 
donnée,  se  qualifie  de  citoyen  de  Marseille,  médecin  de  profession 
et,  grâce  à  sa  science,  surnommé  V Astronome.  Cet  Opuscule  est 
également  des  plus  intéressants,  en  ce  qu'on  y  saisit  le  moment  où 
un  savant  de  l'Occident  latin  arrive  de  lui-même,  non  sans  peine 
(il  avoue  naïvement  qu'il  y  a  mis  six  ans),  à  s'assimiler  le  principe 
de  la  construction  des  instruments  arabes.  Or  il  est  particulièrement 
remarquable  que,  dans  cet  astrolabe  universel,  le  mode  de  déter- 
mination rie  l'heure  soit,  au  fond,  le  même  que  dans  le  quadrant 
décrit  par  Robertus  Anglicus.  En  tous  cas,  il  est  bien  clair  que 
ce  Guillaume  l'Anglais  a  pu  faire  souche  dans  le  Midi  et  laisser 
son   surnom  à  ses  enfants. 


(')  Plusieurs  manuscrits  portent,  an  contraire,  l<-  nom  de  Tohannes^  pai  suit» 
cPune  erreur  donl  j'.ii  montré  l'origine  probable. 
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Tant  que  les  archives  de  l'Universilé  de  Montpellier  ne  seront 
pas  classées  de  façon  ;'i  permetire  des  recherches  utiles,  l'origine 
de  celui  que  j'ai  appelé  Robert  Angles  peut,  en  tous  cas,  rester 
en  suspens:  mais  on  a  de  lui  un  autre  Travail,  encore  inédit:  c'est 
un  Commentaire  sur  le  Traité  de  la  sphère  de  Jean  de  Sacro- 
bosco,  commentaire  daté  de  1271,  et  expressément  mentionné 
comme  écrit  pour  l'usage  des  étudiants  de  Montpellier.  L'époque 
où  il  vivait  est  donc  bien  déterminée. 

Quanta  la  date  du  Traité  du  Quadrant^  j'ai  dit,  dans  l'Intro- 
duction très  détaillée  dont  je  l'ai  fail  précéder,  qu'un  manuscrit 
de  la  bibliothèque  de  l'Université  de  Cambridge  (n°  lTGTj  étant, 
d'après  le  Catalogue,  daté  de  1276,  le  Traité  devait  être  antérieur. 
Depuis,  j'ai  pu  examiner  ce  manuscrite  Cambridge  et  reconnaître 
<pie  l'indication  du  Catalogue  <'>t  inexacte;  la  date  de  1276, 
inscrite  au  folio  1  3q  verso,  est,  non  pas  celle  de  la  copie  du 
manuscrit,  mais  celle  de  l'achèvement  des  Canones  (Tables  astro- 
nomiques) qui  commencent  au  folio  117.  Quant  au  Traité  du 
Quadrant,  il  occupe  les  feuillets  56-6o  ou  folio  5y  verso;  la 
petite  Table  qui  donne  la  longitude  du  Soleil,  au  commence- 
ment de  chaque  mois,  est  expressément  marquée  comme  prise  ab 
almanac  anni  1  ;<)<)•  Mais  il  est  certain  que  cette  indication  est 
due  au  copiste  qui  a  voulu  substituer  des  nombres  pi  us  exacts 
à  ceux  que  portail  le  manuscrit  qu'il  reproduisait.  Le  manuscrit 
de  Cambridge,  qui  est  tout  entier  dune  même  main,  semble  donc 
exécuté  vers  1299,  mais  il  ne  permet  pas  de  préciser  davantage 
la  date  du  Traité  du  Quadrant . 

Cette  date  peut,  en  revanche,  être  assignée  assez  sûrement  à 
l'année  1274?  d'après  un  manuscrit  anonyme  du  xiue  siècle,  dont 
je  n'avais  pas  une  connaissance  suffisante  (n°  32i  du  Catalogue 
du  prince  Boncompagni,  édition  de  1862)  (').  Les  Tables  an- 
nexées au  Traité  y  portent  en  eflel  la  mention  (folio  12  verso  : 
Anna  ab  incarnatione  Domini  MCCLXXN11  incipit  bac  tabula 
quœ  durabit  per  centum  et  A  III annos  successive  (2) 


(')  N°  323  ihi  Catalogue  de  1892,  que  j'avais  seul  consulté.  De  munie,  pour  !<• 
n  al  de  ce  dernier  Catalogue,  celui  de  1862  marque  expressément  (n°  326)  qu'il 
provienl  de  la  bibliothèque  du  couvenl  de  Sainl  Marc  de  Florence,  ainsi  que 
j'avais  cru  seulement  pouvoir  le  supposer. 

(:)  Cette  mention  esl  remarquable  comme  indication  de  la  connaissance  du 
l  approxiraal de  l'année  julienne  pai   rapport  .1  I  année  tropique  exacte 
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D'un  autre  côté,  dans  mon  Introduction,  j'ai  remarqué  que  la 
partie  géométrique  (et  non  la  description  du  quadrant)  se  trou- 
vait assez  souvent  dans  les  manuscrits  isolée  et  anonyme,  et  que, 
si  elle  n'avait  pas  été  extraite  du  Traité  de  Robert  Angles,  elle 
pouvait  représenter  un  Opuscule  antérieur  qu'il  aurait  compilé. 
J'indiquais,  comme  pouvant  peut-être  permettre  de  trancher  la 
question,  un  manuscrit  de  la  Bodléienne  d'Oxford  (Digbeianus 
174)5  catalogué  comme  de  la  fin  du  xne  siècle.  J'ai  pu  également 
examiner  ce  manuscrit  et  constater  que  le  fragment  visé  ne  con- 
tient en  fait  qu'un  feuillet  et  demi  (folio  i45-i46)  d'une  écriture 
du  xve  siècle  seulement,  intercalé  au  milieu  d'une  traduction  d'Eu- 
clide,  d'une  date  très  antérieure.  Quant  au  texte  de  ce  fragment, 
il  est  très  voisin  de  celui  du  Digbeianus  i/\J  (du  xive  siècle)  qui 
est  intitulé  :  Practica  Gcometiiœ,  ne  contient  pas  la  description 
du  quadrant,  et  est  d'ailleurs  incomplet.  La  question  que  j'ai  sou- 
levée ne  peut  donc  être  tranchée  au  moyen  de  ces  manuscrits;  ils 
semblent  plutôt  dériver  du  texte  du  Traité  de  Robert  Angles, 
remanié  et  plus  ou  moins  augmenté.  11  est  particulièrement  remar- 
quable que,  dans  cette  recension,  la  troisième  Partie  de  la  Géo- 
métrie pratique  soit  appelée  steriometria  vel  cosmimetria,  par 
une  malheureuse  réminiscence  de  la  subdivision  introduite  dans 
la  Practica  II agonis. 

Comme  l'a  remarqué  M.  Curtze  dans  la  Deutsche  Litterar- 
zeitun g  (t  7  décembre  1898),  le  Traité  de  Robert  Angles  peul  être 
regardé  comme  ayant  été  classique  au  moyen  âge.  Si  j'en  ai  signalé 
onze  manuscrits  ('  ),  rien  qu'à  la  Bibliothèque  nationale  de  Paris,  et, 
d'après  des  Catalogues,  vingt-quatre  autres,  dont  plusieurs 
m'avaient  d'ailleurs  été  indiqués  par  M .  Curtze,  il  pourrait  aujour- 
d'hui, dit-il,  donner  facilement  une  liste  double.  Si  j'ai  été  amené 
à  m'en  occuper  par  le  fait,  assez  bizarre,  qu'il  en  existe  une  tra- 
duction grecque  sans  nom  (railleur,  dont  j'ai  voulu  chercher 
l'original  latin,  il  y  a,  de  même,  d'anciennes  traductions  en 
hébreu  et  en  allemand.  Enfin,  ce  Traité  a  été  singulièrement 
démarqué  sous  le  titre  de  Scenographia  practica  el  inséré 
presque  textuellement  par  Waldseemùller  dans  une  des  éditions 
de  la  Margarita  philosophica  1  celle  de  Strasbourg,  t5o8).  G'esl 


(')  .le  viens  d'en  rencontrer  un  douzièn inonyme);1Ms.  lai.  I 

;   v, 
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dire  qu'il  a  été  de  même  utilisé  par  la  plupart  des  auteurs  du 
moyen  âge  qui  ont  traité,  après  Robert  Angles,  soit  du  Quadrant, 
soit  delà  Géométrie  pratique.  Son  importance  historique  dépasse 
donc  de  beaucoup  sa  valeur  propre,  mais  il  méritait  ce  succès  par 
sa  clarté  et  sa  parfaite  adaptation  aux  besoins  de  renseignement 
de  son  temps.  Paul  Tànhery. 


MELANGES. 

SUR  LES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DU  SECOND  ORDRE: 

Par  M.  Emile  PICARD. 

Je  me  suis  occupé  autrefois  {Journal de  Mathématiques,  1890, 

et  Note  dans  le  tome  IV  des  Leçons  de  M.  Darboux)  des  équations 
linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  du  type  hyper- 
bolique 

Ox  Ov 


(1) 


<Jx  oy 


où  a.  h,  c  sont  des  fonctions  réelles  et  continues  des  deux  va- 
riables réelles  x  et  y  dans  la  région  du  plan  où  vont  rester  ces 
variables.   Des    méthodes  d'approximation   successives   donnent, 

Fig.  1. 

y 


.m  point  de  vue  de  l'existence  des  intégrales,  la  réponse  aux  prin- 
cipales questions  qu'on  peul  se  poser  sur  cette  équation.  Ainsi  j  ai 
établi  que  si  l'on  se  donne  sur  un  segment  OA  de  l'axe  des  x,  et  sur 
un  segment  Ol»  de  l'axe  des  y,  les  valeurs  d'une  intégrale,  celle-ci 
est  complètement  définie  dans  !<•  rectangle  construit  sur  (  >A  et  OH. 
Si  l'on  considère  ensuite  un  arc  de  courbe  Ml'  rencontré  au  plus 


I  .1 
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une  fois  par  loule  parallèle  à  l'axe  des  x  el  à  Taxe  de»  r,  cl  que 

l'on  se  donne  les  valeurs  de  z  et  de  —  sur  cet  arc  de  courbe,  une 

<)x 

intégrale  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  sera  complètement 
définie  par  ces  données  dans  le  rectangle  MM'  PP'  ;  elle  y  sera  con- 
tinue ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Ayant  repris  récemment  ces  questions  dans  mon  cours,  j'ai  eu 
l'occasion  de  faire  quelques  remarques  très  élémentaires  que  je 
reproduis  ici. 

Il  est  important  de  remarquer  la  nécessité  de  l'hypothèse  faite  que 
l'arc  considéré  n'est  rencontré  qu'en  un  seul  point  par  une  parallèle 
aux  axes  de  coordonnées.  Considérons,  en  effet,  pour  prendre  un 
exemple  très  simple,  un  arc  MP  dont  les  extrémités  soient  sur  Ox 
de  part  et  d'autre  de  l'origine  et  supposons  que  le  point  S  de  cet 
arc  où  la  tangente  est  parallèle  à  Ox  soit  sur  l'axe  des  y.  Si  l'on 


se  donne  sur  l'arc  MSP  une  succession  continue  de  valeurs  pour  ; 

dz  dz        dz  i  1111 

et  —  >  ou  encore  pour  —  et  -r—  en  se  donnant  en  plus  la  valeur  (!«•  r 
dx  l  dx       dy  ' 

en  S,  il  n'existera  fias  en  général  d'intégrale  de  l'équation, 
continue  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
dans  le  segment  MOPS,  et  répondant  à  ces  données.  On  aura, 
en  effet,  une  intégrale  déterminée  dans  la  partie  OSP,  une  autre 
intégrale  déterminée  dans  la  partie  OSM:  ces  deux  intégrales  ne 
se  raccordent  pas  en  général  le  long  de  OS. 

On  sait  le  rôle  que  jouent  dans  l'étude  de  l'équation  le-  parallèles 
aux  axes  qui  sont  ici  les  caractéristiques.  Considérons  un  seg- 
ment AU  de  droite   parallèle  à  Ox.  On  ne  peul  pas  sur  ce  seg- 


icnt  se  donner,  pour  une  intégrale  r.  la  valeur  de  :■  el  celle  de 


dz 

Ty 


dz 


car  les  valeurs  de  --  sur    \l>  sont  déterminées,   à  une   constante 
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près,  en  fonction  des  valeurs  de  z  :  c'est  ce  qui  résulte  de  l'équa- 
tion 

d\dy)  dz       ,  dz 

ôx  ax  Oy 

qui  montre  que  sur  Â.B  les  valeurs  de  —  sonl  déterminées  par 
une  équation  linéaire  du  premier  ordre.  Si  donc,  pour  une  inté- 
grale, z  est  donnée  le  long  de  AB,  et  si  —  est  donné  au  point  A, 
les  valeurs  de  -r—  seront  connues  tout  le  lonsr  de  AB.  Cette  remarque 

ôy  »  I 

peut  être  utile  pour  décider  dans  certains  cas  du  raccordement  de 
deux  intégrales.  Ainsi,  soient  un  segment  BB'  de  l'axe  des  y  com- 
prenant l'origine  O,  et  le  segment  OA  de  l'axe  des  x  ;  si  l'on  se 
donne  une  intégrale  par  ses  valeurs  le  long  de  BB'  et  de  OA,  elle 
sera  déterminée  dans  le  rectangle  de  base  BB'  et  de  hauteur  OA. 
On  a,  en  effet,  deux  intégrales  définies  l'une  dans  le  rectangle 
construit  sur  OA  et  OB,  l'autre  dans  le  rectangle  construit  sur  OA 
et  OB'  ;  la  remarque  précédente  montre  que  ces  deux  intégrales  se 
raccordent  (c'est-dire  ontmêmes  dérivées  premières)le  longdeOA, 
et  par  suite  n'en  font  qu'une. 

On  connaît  la  méthode  célèbre  développée  par  Riemann  au 
sujet  de  l'équation  (1).  Dans  l'exposition  de  cette  méthode,  on 
laissegénéralement  de  côté  la  question  inverse,  je  veux  dire  qu'après 
avoir  obtenu  la  formule  de  Riemann  on  ne  démontre  pas  que  réci- 
proquement elledonne  la  solution  de  l'équation  répondant  aux 
conditions  initiales.  On  peut  se  dispenser  de  celle  vérification,  si 
l'on  se  reporte  à  ce  que  nous  avons  établi  précédemment,  car  nous 
savons  qu'il  existe  une  intégrale  répondant  aux  données  initiales 
et  continue  dans  le  rectangle  MPM'P';  cette  intégrale  ne  peu! 
avoir  d'autre  valeur  que  celle  donnée  par  la  formule  de  Riemann, 
qui  donne  donc  bien  une  solution  satisfaisant  aux  conditions  indi- 
quées. Mais  il  est  essentiel  de  remarquer  que  la  formule  de  Rie- 
mann ne  donne  un  résultat  exact  que  >i  l'on  considère  seulement 
un  arc  MP,  comme  celui  envisagé  au  début,  c'est-à-dire  rencontré 
en  un  seul  point  par  toute  parallèle  aux  axes,  quoique  la  formule 
ail  un  sens  dans  bien  d  au  lit.' s  cas.  Ainsi,  pour  reprendre  l'exemple 
donné  plus  haut,  <>ù  une   parallèle  à  Oa;  rencontre  l'arc  en  deux 


MÉLANGES. 


i53 


points,  si  l'on  applique  la  méthode  de  Riemann  en  prenant  d'abord 
k-  point  A  dans  la  partie  OSP,   et  en   menant  les  parallèles  AC 


Fig.  3. 
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s 
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P     T. 

et  AB  aux  axes,  on  aura  pour  cette  partie  OSP  l'intégrale  corres- 
pondant aux  données  initiales  le  Ion»  de  l'arc  SP;  niais  si  l'on 
poursuit  par  continuité  cette  intégrale,  en  niellant  A  en  A' 
dans  OSM,  il  faudra  mener  les  parallèles  A'C  et  VB';  celte  con- 
tinuation ne  coïncidera  nullement  avec  l'intégrale  relative  à  OSM 
et  répondant  aux  données  initiales  sur  l'arc  ÏNiS. 


SUR  LA  DÉFORMATION  DES  QUADRIQUES  DE  RÉVOLUTION; 
Par  M.  TZITZÉICA. 

AI.  Guichard  a  trouvé  un  théorème  qui  a  été  démontré  cl  com- 
plété dernièrement  par  M.  Darboux.  Il  a  énonce,  en  particulier, 
la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  fait  roule/-  une  quadrique  Q  de  révolu  lion  sur  une 
surface  applicable,  les  foyers  de  Q  décrivent  des  surfaces  et 
courbure  moyenne  constante. 

On  est  naturellement  conduit  à  se  poser  la  question  suivante  : 

On  a  une  surface  (-)  qu'on  fait  rouler  sur  une  surface  appli- 
cable W(  ;  dans  quel  cas  un  point  M,  lié  invariablement  à  <->. 
décrit-il  clans  ce  mouvement  une  surface  S  telle  qu'en  rempla- 
çant (-),  par  toute  autre  surface  0'r  applicable  sur  8,  la  nou- 
velle surface  S'  décrite  par  le  point  M  ait  aux  points  corres- 
pondants la  /né/ne  courbure  moyenne  que  ï? 

Le   théorème    de    VI.    Guichard    montre    que    celle    question 
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comporte  au   moins   une  solution,  nous  voulons  démontrer  que 
c'est  la  seule. 

Nous  adoptons  les  notations  employées  par  M.  Darboux  dans 
le  Chapitre  intitulé  :  Roulement  de  deux  surfaces  V une  sur 
l'autre,  du  quatrième  Volume  de  ses  Leçons,  et  nous  supposons 
le  point  M  au  sommet  du  trièdre  lié  invariablement  à  (-).  Les 
rayons  principaux  de  courbure  de  S  sont  alors  les  racines  de 
1  équation 


Ox 


Ox 


ou        ■   0l>        "' 


—  ?  s/*-^- 


■>-J 


dx 

Ou 


(x*-±-f 


>   0r       S    J\ 


où  les  expressions  comprises  entre  deux  barres  représentent 
des  déterminants  dont  nous  avons  écrit  seulement  la  première 
ligne.  Il  s'agit  d'exprimer  que 


dx 


t  ox 


Su* 


IÇ.Çi,*| 

est  la  même  fonction  de  u  et  p,  quelle  que  soit  la  surface  (-), . 
On  trouve  alors 


(i) 


K)'-^_(^s)(s4)-^  (»•£)'-»- 


D' 


D' 


S  désignant  le  symbole  bien  connu  de  Lamé. 

Cela  étant,  prenons  sur  (-)  comme  coordonnées  curvilignes 
(//,  v)  ses  lignes  de  courbure,  on  aura  D'=F:=o  et  les  équa- 
tions (i)  montrent  qu'on  doit  avoir 


dx 
dv 


■y 


dz 

0~v 


par  exemple,  d'où  l'on  déduit  aisément  que  8  est  une  surface  de 
révolution.  On  peut  donc  poser 


./•  =  //  -m  i 


y 


ou), 
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et  prendre 

E  =  n-o'!(a),        G  =  m2,        D  =  ©*(«),     D"=«o'(a). 
Les  équations  (i)  se  réduisent  alors  à 

(  U  -+-  Ç«p'  )"2  —  (  I  -4-  Ci'2  )  C  «2  —  O2  )  H2  —  tp2 

qui  intégrée  nous  donne 

«2—  ?2=  (a<p  -^6j2, 

«  et  &  étant  deux  constantes  arbitraires,  ce  qui  prouve  que  Best 
une  quadrique  de  révolution  et  le  point  M  un  de  ses  foyers. 

On  peut  continuer  et  démontrer  complètement  le  théorème  de 
M.  Guichard.  En  effet,  il  suffira  de  démontrer  que  la  surface  S  est 
à  courbure  moyenne  constante  pour  une  surface  0,  particulière 
pour  qu'en  vertu  de  ce  qui  précède  elle  le  soit  toujours.  Or,  la 
surface  0  étant  de  révolution,  elle  est  applicable  sur  une  droite. 
Nous  prendrons  cette  droite  A  pour  surface  0, .  Le  roulement  de  0 
sur  A  a  encore  un  sens  parfaitement  déterminé,  et  la  surface  2  sera 
une  surface  de  révolution  dont  la  méridienne  est  le  lieu  d'un  des 
foyers  de  la  conique  méridienne  de  0  lorsque  cette  conique  roule 
sans  glisser  sur  A.  Comme  on  sait,  2  est  dans  ce  cas  une  surface  à 
courbure  moyenne  constante.  On  voit  en  même  temps  que  dans  le 
cas  où  0  est  un  paraboloïde  de  révolution,  2  est  une  surface  mi- 
nima,  carie  lieu  du  foyer  d'une  parabole  qui  roule  sur  une  droite 
est  une  chaînette. 
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Jacques  DEUUYTS,   Chargé  de  C 's  à  l'Université  de  Liège,   Membre  de 

l'Académie  Woyale  de   Belgique,  etc.  —   Essai  d'unk  théorie  générale 

DES   FORMES    ALGÉBRIQUES.    Un    vol.    in-S  '.   \\-i~>-  pages.    Bruxelles.    Ilavcz; 

Paris,  Hermann,  r8yi . 

Ce  Mémoire  conlieni  les  résultats  principaux  des  recherches 
que  l'auteur  a  publiées  sur  la  Théorie  des  formes  à  plusieurs  séries 
de  il  variables. 

Les  séries  de  variables  employées  sont  représentées  par 

x\  i,      .ri., .ri„, 

X1\,       X'?.-2,        ••■•       372/j, 

elles  sont  toutes  de  même  espèce  (et  correspondent  aux  coordon- 
nées de  points  de  l'espace  à  «  —  i  dimensions).  Les  quantités,  qui 
sont  ordinairement  considérées  comme  des  variables  d'espèces 
différentes,  n'ont  pas  été  introduites  spécialement,  à  cause  de 
leur  réduction  aux  variables  (.r).  Dans  ces  conditions,  les  fonc- 
tions invariantes  dépendent  seulement  de  (xi),  (12),  ...  et  des 
coefficients  d'un  système  quelconque  de  formes  algébriques. 

Quand  on  effectue  sur  toutes  les  variables  la  substitution  li- 
néaire S,  de  module 

0  =  (dr  x j ,  a2 2  .  .  .  ~J-nn)i 

les  variables  (#1),  {xi),  ...  sont  remplacées  par  d'autres  (Xi), 
<  \  '.  ),  ...;  les  coefficients  a,  b,  ...  des  formes  deviennent  des 
fonctions  linéaires  A.,  13,  ...  de  a,  b Si 

p  =  />  I  vi  ./■'....</.  h.   ...  ) 

est  une  fonction  entière  et  homogène, 

pi  \i.\>, V.  B,  ...) 

esl  la  transformée  de  p  parla  substitution  S. 

Le  développement  du  Mémoire  a  pour  hase  l'étude  durci.'  des 
transformées,  qui  esl  mise  en  corrélation  avec  la  théorie  des  fonc- 

Bull.  des  Sciences  mathém.,  2* série,  1.  WIII.  (Juillel  1899.)  ri 
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lions  invariantes.  Notamment,  l'analyse  des  transformées  conduit 

à  la  réduction  des  fondions  invariantes  à  certaines  d'entre  cil'-. 
qui  sont  appelées  covariants primaires. 

Ces  fonctions  primordiales  contiennent  n  —  i  séries  de  va- 
riables (^ci),  (#2),  •••  '  -r  n — •  ij  el  sont  caractérisées  par  les 
équations  de  polaires 

d  d  d 


x\  —, —  =  o,  .'■  > 


dxi  <l.r\  d.rn  — \ 

Les  propriétés  des  covariants  primaires,  ainsi  que  leur  loi  ré- 
gulière de  formation,  font  l'objet  d'études  détaillées.  Pour  le  cas 
de  n  =  2,  on  retrouve  les  résultais  que  MM.  Cayiey,  Sylvester, 
Cleljsch  et  Gordan  ont  établis  comme  fondements  de  la  théorie 
des  formes  binaires. 

Les  Préliminaires  comprennent  d'abord  les  définitions  et 
l'exposé  d'un  système  uniforme  de  notation  approprié  à  la  géné- 
ralité du  sujet.  La  représentation  symbolique  se  trouve  rattachée 
à  la  détermination  des  transformées. 

Chapitre  I.  —  Relations  entre  les  fonctions  invariantes  et 
les  systèmes  transformables.  (i5-3i). 

En  admettant  les  définitions  ordinaires  des  systèmes  cogrédients 
et  contragrédients.  on  a  les  énoncés  suivants  : 

i°  Toute  fonction  invariante  est  la  somme  des  produits  des 
termes  correspondants  de  deux  systèmes  contragrédients  et  réci- 
proquement. 

2"  Si  une  fonction  invariante  œ  est  exprimable,  et  d'une  seule 
manière,  en  fonction  entière  de  différentes  quantités  (/>'),  (/'")•,  •  •  • 
on  n'altère  pas  l'invariance  en  remplaçant,  dans  ce,  les  quantités 
(//),  (p")i  •  •  •  par  des  quantités  cogrédienlcs. 

Ces  propriétés  donnent  comme  applications  des  procédés  pour 
former  des  fonctions  invariantes,  soit  directement,  soit  au  moven 
de  fonctions  invariantes  déjà  connues. 

Chapitre  11.  —  Étude  des  substitutions  linéaires.  (32-4(3). 
La  substitution  linéaire  S  La  plus  générale  est   réductible  aux 
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substitutions  S^,  S/,/  définies  par  : 

■>■/,  =  :~V,  ■  xk  =  X/,,        (  k  <  h).         .  . . ,  (SA  ) 

a7/=X/+XX/2,        ça—Xi,  (j£l),  ...,  (SA/) 

h,  /ayant  toutes  les  valeurs  distinctes  comprises  dans  la  suite  i, 
2,  ...,  /?.  Les  fonctions  isobariques  et  de  poids  t:,,  t.,,  .  .  . ,  t.„ 
pour  les  indices  i,  2,  .  .  . ,  /?,  sont  caractérisées  par  la  propriété 
de  se  reproduire  multipliées  par  e71*,  après  la  substitution  S/,. 

La  substitution  S/,/  conduit  à  introduire  un  opérateur  diffé- 
rentiel (Ji,  I.  )  tel  que  la  transformée  de  p  par  S/,i  s'écrit 

p-h  -  (h,  l)p-\ —  (A,  l)*p-b 

Les  opérateurs  (/i,  l)  ont  différentes  propriétés  utiles  pour  la 
suite. 

Chapitre  III.  —  Propriété  des  fonctions  invariantes  et  des. 
fonctions  semi-invariantes.  (4G--4). 

1"  Les  fonctions  invariantes  sont  caractérisées  par  leurs  pro- 
priétés d'être  isobariques,  de  même  poids  pour  tous  les  indices 
1,  2,  ...,«,  et  d'être  solutions  des  n  —  1  équations  (i  -{-  1,  i)  =  o. 
—  Propriétés  diverses. 

2"  Les  fonctions  semi-invariantes  sont  définies  par  les  condi- 
tions d'être  isobariques  et  solutions  des  équations  (j-f-i,  i\  =  o. 

Elles  peuvent  être  caractérisées  par  la  propriété  de  se  reproduire 
multipliées  par  des  puissances  de  a,, ,  y..2.2,  ...,  y.////f  aprèsla  subs- 
titution définie  par  les  formules 

Xi  =  an X,- -+-  y-ij+\  Xj-+J  -1- . . .  -+-  tti„  Xn        (  1  =  1 ,  2,  . . . ,  n  ). 

Les  fonctions  semi-invariantes,  indépendantes  des  variables, 
sont  appelées  semi-invariants. 

3"  Les  fonctions  semi-invariantes  sont  représentables  symboli- 
quement par  des  agrégats  de  formes  linéaires  et  de  certains  dé- 
terminants d'ordres  1 ,  2,  .  .  . ,  n.  On  obtient,  comme  cas  particu- 
lier, l'expression  symbolique  des  fonctions  invariantes.  On  trouve 
de  même  plusieurs  propriétés  des  semi-invariants  qui  sonl  em- 
ploj ées  dans  la  suite. 
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4°  La  source  d'une  fonction  invariante  est  le  coefficient  des  plus 
hautes  puissances  de  x\  (,  X2>,  .  .  .,  x  nn.  Toute  fonction  homogène 
et  isobaricpie  esl  la  source  d'une  fonction  invariante.  Toute  fonc- 
tion invariante  se  déduit  de  la  transformée  de  sa  source,  dans 
laquelle  on  a  remplacé  les  paramètres  y.,j  de  la  substitution  S 
par  les  variables  Xji.  Applications. 

5°  Les  covariants  primaires  sont  définis  comme  les  fonctions 
invariantes,  aux:  variables  xi,  xi,  ...,  xn  —  i.  qui  ont  pour 
sources  les  semi-invariants.  Quelques  propriétés. 

Chapitre  IV.  —  Réduction  des  fonctions  invariantes.     ~   - 

97). 

i"  Toute  (onction  invariante  est  une  somme  de  covariants  iden- 
I  iques,  multipliés  par  des  polaires  de  covariants  primaires  relatives 
aux  variables. 

■a"  Les  covariants  primaires  sont  réductibles  à  des  fonctions 
entières  d'un  nombre  limité  d'entre  eux. 

Chapitre  V.  —  Etude  des  covariants  primaires.  (98-118). 

i°  Equations  aux  dérivées  partielles,  caractéristiques. 

2°-3"  Propriétés  des  coefficients  et  des  polaires. 

4°  Les  covariants  primaires,  qui  servent  à  exprimer  une  fonction 
invariante  o,  sont  des  quotients  de  polaires  de  o  par  des  puis- 
sances de  (±  /i|,i'2o.  . . .,  xnn). 

Une  fonction  invariante  n'est  développable  que  d'une  seule 
manière,  au  moven  de  covariants  primaires. 

5"  D'une  fonction  semi-invariante  on  déduit  des  semi-inva- 
riants et,  par  suite,  des  covariants  primaires. 

Cette  propriété  justifie  la  considération  des  fonctions  semi-in- 
variantes quelconques  :  différents  procédé-  de  transmutation  se 
trouvent  indiqués. 

Chapitre  \  I.  —  Loi  de  formation  des  fonctions  invariantes. 

(1  icj-i3o). 

La  première  partie  du  Chapitre  comprend  L'étude  de  certains 
covariants  primaires,  appelés  covariants  dérivés  el  déduits  d'une 
fonction  invariante  a  et  d'une  formey. 
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La  seconde  partie  comprend  la  démonstration  de  ce  théorème  : 
Les  covariants  primaires,  de  degré  t  par  rapport  à  /,  sont  des 
sommes  de  covariants  dérivés  de  /  et  de  covariants  primaires  », 
de  degré  t  —  i  par  rapport  à  /. 

On  déduit  de  là  un  procédé  général  pour  former  toutes  les 
fonctions  invariantes. 

Chapitre  VIL  —  Détermination  du  nombre  des  covariants 
primaires  linéairement  indépendants,  de  degrés  donnés.  (i3i- 
■4;). 

iu  Réduction  au  cas  de  formes  à  n  —  i  séries  de  variables. 

2°  Nombre  des  covariants  primaires,  exprimé  au  moyen  de 
nombres  de  partitions. 

Chapitre  VIII.  —  Particularités  essentielles  des  formes. 
048-i56). 

Des  foiTiies  /,  /',  ...  ont  une  particularité  essentielle  s'il 
existe  entre  leurs  coefficients  des  relations  algébriques  entières 
o=o,  ...,    indépendantes  de   la   substitution  S   des    variables. 

Toute  particularité  essentielle  est  caractérisée  par  l'identifica- 
tion à  zéro  de  certains  covariants  primaires. 

Une  fonction  algébrique  entière  est  une  fonction  invariante 
de  la  particularité,  si  elle  ne  diffère  de  sa  transformée  que  par 
une  puissance  du  module  o  de  la  substitution  S. 

Dans  ces  conditions,  la  propriété  d'invariance  pourrait  résulter 
des  équations  g-  =  o,  ....  L'auteur  établit  que  les  particularités 
essentielles  ne  donnent  lieu  à  aucune  fonction  invariante  spéciale; 
le  même  résultat  est  indiqué  pour  les  covariants  primaires. 


É.  PICARD,  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  la  Faculté  des  Scieni 
Traité  d'Analyse,  T.  III.  —  Des  singularités  des  équations  différentielles. 
Étude  du  cas  où  la  variable  est  réelle.  Des  courbes  déGnies  par  des  équa- 
tions linéaires;  analogies  entre  les  équations  algébriques  el  les  équations 
Linéaires,  i  vol.  gr.  in-8°  de  568  pages.  Paris,  Gauthier- Villars  ;  1896. 

Les  deux  premiers  Tomes  du  Traité  de  M.  Picard  on!  mis   le 
Lecteur  en  possession  i\r<  instruments  analytiques  qu  exige  I  étude 
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approfondie  des  équations  différentielles.  Les  notions  et  pro- 
priétés fondamentales  des  intégrales  simples  et  multiples  (dans  le 
domaine  réel  et  complexe),  des  fonctions  analytiques,  etc. ,  oui  reçu 
l'ample  développement  qu'elles  comportent.  Les  théorèmes  d'exis- 
tence des  intégrales  d'un  système  différentiel  ont  été  établis  (tant 
pour  les  valeurs  réelles  que  pour  les  valeurs  imaginaires  des 
variables)  par  trois  méthodes  différentes  qui  offrent  chacune  leurs 
avantages  propres.  .Montrer  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  ces  notion-, 
une  fois  acquises,  pour  la  discussion  des  intégrales  d'une  équa- 
tion différentielle,  tel  est  l'objet  principal  du  troisième  \  olume  du 
Traité. 

»  J'ai  eu  pour  luit,  dit  l'Auteur  dans  sa  Préface,  d'exposer 
quelques-unes  des  questions  qui  intéressent  particulièrement  au- 
jourd'hui les  anahstes,  et  dont  l'étude  peut  être  utilement  pour- 
suivie. »  C'est  évidemment,  en  de  telles  matières,  le  but  le  plus 
utile  d'un  Ouvrage  didactique;  c'est  aussi  le  plus  difficile  à 
atteindre.  Mais  M.  Picard  est  passé  maître  dans  l'art  de  donner 
une  forme  achevée  aux  choses  qui  n'en  semblent  point  comporter 
encore,  et  cela  sans  ralentir  ni  dissimuler  la  suite  naturelle  des 
idées  et  la  marche  de  l'invention.  Nulle  part  celle  faculté  ne  s'est 
mieux  affirmée  que  dans  le  Volume  que  nous  analysons. 

L'Auteur  revient  d'abord  sur  l'existence  des  intégrales  d'un 
système  différentiel  qui  correspondent  à  des  conditions  initiale- 
données.  Les  démonstrations  du  Tome  II  ne  conviennent  qu'à  des 
conditions  initiales  régulières  :  qu'arrive- t-il  quand  les  conditions 
initiales  sont  singulières?  Le  cas  à  la  l'ois  le  plus  général  et  le 
plus  simple  est  celui  où  le  système  différentiel  ('tant  de  la  forme 

dx\                _              c/r2                                        dx„ 
\^-r,,x.,,  .  ..,xn)  ~  \2(xt, /•„  i  ~  Y,  |  a  , xn  >'' 

les  conditions  initiales  xK  =  o,  ....  :r„  =  o  définissent  dans  l'es- 
pace à  //  dimensions  un  point  simple  des  n  surfaces  X,  =  o.  .  .  . , 
X„=  o,  point  où  deux  quelconques  de  ces  surfaces  onl  des  plans 
tangents  distincts.  En  se  limitant  à  ces  cas,  M.  Poincaré  a  obtenu 
des  résultats  de  la  plus  haute  portée,  qui  entraînent  non  seulement 
en  Analyse,  mais  en  Mécanique,  des  conséquences  capitales.  Ces 
résultats  forment  la  matière  du  premier  Chapitre.  Leur  applica- 
tion au  premier  ordre  (Chapitre  II  i  permel  ensuite  d'approfondir 
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et  de  compléter  la  discussion  de  lîriol  et  Bouquet.  Vient  enfin 
(Cbapitre  III)  une  élégante  théorie  des  intégrales  singulières 
que  l'Auteur  avait  déjà  indiquée  dans  son  cours  lithographie 
"(1886-1887)  e1,  qu'i'  étend,  d'après  M.  Goursat,  à  un  système 
différentiel  quelconque. 

La  nature  des  intégrales  étant  ainsi  élucidée  dans  le  voisinage 
des  valeurs  initiales  (régulières  ou  non),  comment  poursuivre  leur 
élude  dans  un  domaine  quelconque?  Ce  problème,  qui  (joint  au 
problème  analogue  concernant  les  équations  aux  dérivées  par- 
tielles) embrasse  à  peu  près  toutes  les  Mathématiques,  peut  être 
traité  à  deux  points  de  vue  :  au  point  de  vue  analytique  (où  l'on 
donne  à  la  variable  des  valeurs  complexes)  et  au  point  de  vue  réel. 
A  ces  deux  points  de  vue  correspondent  deux  Sections  considé- 
rables de  l'Ouvrage. 

Le  brillant  essor  de  la  théorie  des  fondions  imaginaires  a  fait 
longtemps  négliger  les  problèmes  où  tous  les  éléments  considérés 
sont  réels.  Il  y  avait  là  un  danger  véritable  :  en  s'écartant  de  plus 
en  plus  des  applications  naturelles  immédiates,  les  Mathématiques 
risquaient  de  se  réduire  à  une  Science  de  curiosité.  C'est  seule- 
ment dans  ces  dernières  années  que  l'étude  du  domaine  réel  a  été 
reprise,  grâce  surtout  à  l'influence  des  travaux  de  M.  Poincaré  et 
de  M.  Picard.  En  rassemblant,  sous  une  forme  systématique,  les 
résultats  les  plus  généraux  qu'on  ait  obtenus  jusqu'ici  dans  celte 
voie,  le  Traité  de  M.  Picard  donnera  à  ce  mode  de  recherches  une 
nouvelle  impulsion  :  on  ne  saurait  trop  s'en  féliciter. 

Trois  Chapitres  (Chapitres  V,  VI  et  Vlli  sont  d'abord  consacrés 
aux  travaux  bien  connus  de  l'Auteur  sur  les  équations  réelles  du 
second  ordre  dont  l'intégrale  est  définie  par  ses  valeurs  pour  deux 
valeurs    numériques    de    la    variable.    De    telles   conditions    aux 

limites  tout  à  fait  distinctes  de  celles  où  l'on  se  donne,  pour 
x  =  x0,  les  valeurs  des  y  et  des  '-'-      se  renconlrenl   dans   une 

foule  de  problèmes  naturels  :  l'exemple  le  plus  simple  esl  celui 
des  géodésiques  d'une  surface  passant  par  deux  points  donnés. 
L"  \11ieur  indique  d'abord  des  restrictions  (très  larges,  d  ailleurs  1 
moyennanl  lesquelles  de  telles  conditions  aux  limites  définissenl 
une  intégrale  el  une  seule  :  cette  intégrale  peul  être  alors  calculée 
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par  la  méthode  d'approximations  successives  <le  M.  Picard.  La 
discussion  de  celle  intégrale  entraîne,  pour  une  classe  étendue 
d'équations  du  second  ordre,  l'existence  de  solutions  périodiques. 
Mais  c'est  surtout  aux  équations  de  la  (orme 

(E)  g£+Ai*)>  =  o 

que  s'attache  l'Auteur  et  dont  il  effectue  une  élude  complète.  Un 
des  résultats  les  plus  importants  qu'il  obtient  concerne  les  équa- 
tions (E)  où  A(.r)  dépend  linéairement  d'un  paramètre  /«"  :  il 
existe  alors  une  infinité  discontinue  de  valeurs  de  /,"  pour  les- 
quelles l'équation  (E)  admet  une  intégrale  y  (a:),  différente  de 
_y  =  o,  et  qui  s'annule  pour  x  =  a  et  x  =  b.  Cette  particularité 
bien  remarquable,  établie  dans  le  Chapitre  ^  I  en  ton  le  rigueur, 
se  représente  sous  une  forme  plus  compliquée  dans  la  théorie  de 
certaines  équations  aux  dérivées  partielles  qu'introduit  la  Phy- 
sique mathématique,  notamment  dans  la  théorie  des  sons  propres 
à  un  espace  donné.  L'élégance  et  la  netteté  des  méthodes  font 
d'ailleurs,  de  cette  partie  de  l'Ouvrage,  une  des  plus  attrayantes, 
et  les  idées  qu'elle  renferme  prêtent  à  maint  développement 
fécond. 

Les  trois  Chapitres  suivants  (Chapitres  VIII,  1\,  X)  traitent 
delà  théorie  des  intégrales  réelles,  d'après  M.  Poincaré.  L'exis- 
tence et  les  propriétés  des  solutions  périodiques,  des  solutions 
asymptotiques,  l'étude  des  courbes  réelles  définies  par  un  système 
différentiel:  voilà  les  principaux  objets  de  celle  théorie.  Les  tra- 
vaux de  M.  Poincaré  constituent  l'effort  le  plus  vigoureux  qu'on 
ait  encore  tenté  pour  découvrir,  sur  les  équations  différentielles 
elles-mêmes,  non  intégrées,  les  propriétés  qualitatives  et  quanti- 
tatives de  leurs  intégrales  réelles,  et  tous  les  résultats  auxquels 
on  pourra  parvenir  dans  celle  direction  trouveront  là  leur  origine. 
Mais  la  doctrine  dont  l'illustre  géomètre  a  jeté  ainsi  les  bases,  par 
sa  nature  même,  par  sa  généralité,  par  son  caractère  qualitatif, 
par  ce  qu'elle  comporte  forcément  d'imprécis,  se  prête  mal  à  un 
exposé  didactique.  C'était  donc  une  entreprise  particulièrement 
difficile  que  de  lui  donner  une  place  dans  un  Traité'  classique  :  on 
ne   saurait   trop   louer   M.   Picard  de  l'avoir  tentée  et  réalisée.  Le 
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Chapitre  consacré  aux  solutions  périodiques  el  aux  solutions 
asymptoliques  est  d'une  remarquable  simplicité.  L'application  au 
problème  des  trois  corps  s'y  trouve  indiquée  dans  ses  grandes 
lignes.  Les  solutions  périodiques  de  l'espèce  de  celles  qui  se  pré- 
sentent dans  le  voisinage  d'une  position  d'équilibre  d'un  système 
matériel  y  font  l'objet  d'une  discussion  aussi  élégante  que  précise. 
Les  points  singuliers  des  équations  différentielles  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré 

P(x,y) 


y 


Q(^,r) 


(cols,  nœuds,  foyers,  centres)  sontétudiés  en  détail  (Chapitre  l\  l, 
dans  le  cas  le  plus  général  :  j'entends  dans  le  cas  où  les  deux 
combes  P  =  o,  Q  =  o  n'ont  au  point  considéré  qu'un  point  com- 
mun. L'auteur  complète  notamment  les  résultais  de  M.  Poincaré 
relatifs  aux  cols,  en  montrant  que  par  un  col  ne  passent  que  deux 
courbes  intégrales  réelles.  Pour  ce  qui  est  des  équations  du  pre- 
mier ordre  de  degré  supérieur,  l'Auteur,  après  quelques  indica- 
tions générales,  examine  à  fond,  par  une  méthode  qui  lui  appar- 
tient, les  équations  du  second  degré 

A(.t\7)/2-hB(.r,  y)y'-Jr  G(x,y)  =  o, 

dans  le  voisinage  d'un  point  commun  simple  aux  courbes  A.  :=  o, 
B  =  o,  C  =  o  Celte  discussion  trouve  une  application  naturelle 
dans  l'étude  des  lignes  de  courbure  d'une  surface  au  voisinage 
d'un  ombilic. 

En  ce  qui  concerne  la  forme  des  courbes  réelles  que  définit 
un  système  différentiel,  M.  Picard  se  limite  exclusivement  (Cha- 
pitre X.)  aux  équations  du  premier  ordre  et  du  premier  degré. 
Ces!  là  un  cas  très  élémentaire,  sans  doute,  mais  qui  permet 
d'introduire  simplement  les  notions  fondamentales  de  cycle, 
d'indice  de  cycle,  de  cycle  limite,  etc.,  el  qui  met  nettemenl  en 
évidence  le  sens  et  la  portée  de  ces  notions.  Si  cel  exposé  esl  loin 
d'embrasser  ions  les  résultais  déjà  acquis  à  la  Science  en  ces  ma- 
tières, sa  lecture  penne  lira,  du  moins,  d'aborder  sans  eflorl  I  élude 
des  Mémoires  originaux  de  M.  Poincaré. 

Signalons  enfin  les  quelques  pages  du  Chapitre  \  (p.  2  j3-  •  i  N 
qui  traitent  de   la  représentation  des  intégrait  s,  à  l'aide  d  un  para- 
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mèlre,  clans  tout  leur  domaine  réel,   et  la  belle   application    faite 
par  l'auteur  au  mouvement  le  pins  général  <ln  corps  solide. 

La  lliéorie  analytique  des  équations  différentielles  occupe  à 
peu  près  la  moitié  de  l'Ouvrage.  Un  Chapitre  est  consacré  aux 
équations  de  Briot  et  Bouquet  [équations  Fi  y  ',  v  )  ==  o  dont  l'in- 


tégrale est  uniforme 
quée  par  M.  Picard 


,  à  une  généralisation  de  ces  équations  inad- 
équation F  (  —n>> y)  =  o  dont  l'intégrale  est 
uniforme  ,  enfin  aux  équations  du  premier  ordre  à  points  cri- 
tiques fixes,  d'après  MM.  Fuchs  et  Poincaré.  Mais  c'est  la  théorie 
des  équations  différentielles  linéaires  qui  occupe  toute  la  fin  de 
l'Ouvrage.  Il  est  inutile  d'insister  sur  l'importance  de  cette  théo- 
rie, sur  les  problèmes  qu'elle  soulève,  sur  les  découvertes  qu'elle 
a  engendrées. 

Un  substantiel  exposé  des  propositions  fondamentales,  aujour- 
d  lim  classiques,  relatives  à  ces  équations  (théorèmes  de  M.  Fuchs, 
intégrales  régulières,  intégrales  irrégulières,  groupe  d  une  équa- 
tion linéaire),  est  suivi  d'une  application  aux  fonctions  hypergéo- 
métriques  et  au  problème  de  Riemann  (Chapitre  XII  ).  Eu  étudiant 
l'inversion  du  quotient  de  deux  intégrales  de  l'équation  différen- 
tielle h jpergéomé trique,  l'Auteur  se  trouve  conduit  naturellement 
(Chapitre  XII)  aux  fonctions  uniformes  de  M.  Schwarz,  classe  re- 
marquable des  fonctions  appelées  fuchsiennes  par  M.  Poincaré. 
Les  fonctions  de  M.  Schwarz  comprennent  comme  type  le  plus 
remarquable  la  fonction  modulaire  déjà  étudiée  dans  un  Tome 
précédent,  mais  dont  les  propriétés  se  trouvent  ainsi  complétées 
et  permettent  à  M.  Picard  de  démontrer,  dans  huile  sa  généralité, 
son  célèbre  théorème  sur  les  valeurs  d'une  fonction  uniforme  au 
voisinage  d  un  point  essentiel  isolé.  Lue  élégante  application 
de  ce  théorème  aux  équations  différentielles  du  premier  ordre 
(application  qui  est  due  à  M.  Pélrovitch)  termiue  ce  Chapitre, 
dont  la  lecture  sera  des  plus  utiles  à  ceux  qui  veulent  approfondir 
la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes. 

Les  intégrales  irrégulières  des  équations  linéaires  ont  été  l'ob- 
jet, dans  le  cours  de  ces  dernières  années,  de  travaux  importants 
qui  ne  pouvaient  être  négligés  ici.  C  est  M.  Poincaré  qui  a  intro- 
duit le  premier,  dans  la  discussion   de  ces  intégrales,  I  emploi  <\<- 


COMPTES   RENDUS   ET   ANALYSES.  1G7 

séries  divergentes,  mais  divergentes  à  la  façon  de  la  série  de  Slir- 
ling,  et  qui  représentent  asymptotiquement  la  fonction  étudiée. 
Le  Chapitre  XIV  résume  les  principaux  résultats  obtenu-  par 
MM.  Poincaré,  Tliomé,  Liapounoflf  sur  les  intégrales  irrégulières 
à  l'infini,  et  sur  leur  représentation  asymptolique  déduite  de  la 
méthode  de  La  place. 

Un  autre  Chapitre  est  consacré  à  une  revision  rapide  des  équa- 
tions linéaires  intégrables  :  équations  a  coefficients  constants, 
équations  à  coefficients  rationnels  et  à  intégrale  générale  uniforme  ; 
équations  à  cocfficienls  algébriques  et  à  intégrale  uniforme  pour 
tout  point  d'une  surface  de  Riemann.  Quand  le  genre  />  de  cette 
surface  est  égal  à  i,  ces  équations  coïncident  avec  la  classe  des 
équations  à  coefficients  doublement  périodiques  et  à  intégrale 
uniforme,  dites  équations  de  M.  Picard.  C'e.-t  dans  cette  classe 
que  rentre,  ainsi  qu'il  est  bien  connu,  l'équation  de  Lamé. 

Ces  types  une  fois  étudiés,  l'auteur  aborde,  dans  sa  pleine  gé- 
néralité, le  problème  delà  rédaction  des  équations  différentielles 
Linéaires. 

La  profonde  analogie  qui  existe,  au  point  de  vue  de  l'irréduc- 
tibilité, entre  les  équations  algébriques  et  les  équations  linéaires, 
a  été  depuis  longtemps  mise  en  évidence  par  M.  Picard,  et  c  est 
cette  analogie  qui  \\  servi  de  point  de  départ  aux  brillantes  re- 
cherches de  M.  Vessiot  sur  l'intégrabilité  des  équations  linéaires. 
La  puissance  de  la  doctrine  créée  par  le  génie  de  Galois  n  esl  pas 
limitée,  en  effet,  aux  seules  questions  di'Algèbre  arithmétique; 
elle  domine  tous  les  problèmes  du  continu  transcendant  où  ap- 
paraît l'idée  de  groupe.  C'est  aux  équations  linéaires  (a  une  va- 
riable) que  cette  doctrine  a  élé  étendue  tout  d'abord;  mais  celle 
première  extension,  par  ce  fait  qu'elle  mettait  en  é\  idence  la  portée 
abstraite  des  principes  de  Galois,  (levai I  en  entraîner  d'autres.  C'est 
ainsi  que  la  théorie  de  la  réduclibililé  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  «lu  premier  ordre  (homogènes  ou  non)  a  été 
fondée  récemment  par  M.  Drach  et  par  M.  Vessiot. 

l)aii>  son  exposition,  M.  Picard  consacre  ileux  Chapitres  paral- 
lèles à  la  théorie  algébrique  de  Galois,  el  à  la  théorie  de  la  réduc- 
tibilité  des  équations  différentielles  linéaires.  Ces  deux  Chapitres 
fonl  ressortir,  avec  une  rare  netteté,  la  parfaite  symétrie  des  <leu\ 
théories,  el  laisscnl  prévoir  les  généralisations  possibles.    Les  no 
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tions  de  groupe  d'une  équation  algébrique  et  de  groupe  de  trans- 
formations d'une  équation  linéaire  sont  introduites  d'une  manière 
identique.  Après  une  brève  digression  sur  la  notion  de  réductibi- 
lité  d'une  équation  différentielle,  telle  que  la  définissent  M.  Fro- 
benius  et  M.  K.œniffsberger,  l'Auteur  donne  de  la  réductibilité  et 
l'irréductibilité  d'une  équation  linéaire  une  définition  précise,  où 
le  groupe  de  transformations  joue  le  mémo  rôle  que  le  groupe  de 
Galois  pour  les  équations  algébriques. 

Comme  application,  l'Auteur  étudie  notamment  les  équations 
du  troisième  ordre  dont  trois  intégrales  sont  liées  par  une  re- 
lation algébrique  homogène,  et  reirouve,  d'une  façon  particulière- 
ment élégante,  les  importants  résultats  de  M.  Fuchs.  Enfin  la 
discussion  de  la  réductibilité  du  groupe  de  transformations  con- 
duit aux  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  équa- 
tion linéaire  soit  intégrable  par  quadratures.  C'est  sur  ce  beau 
résultat,  dû  à  .M.  Yessiol,  que  se  ferme  l'Ouvrage. 

Par  l'étude  de  ce  Livre,  le  lecteur  se  trouve  conduit,  sur  bien 
des  points  divers,  aux  confins  mêmes  de  la  Science  analytique,  et 
cela  sans  avoir  conscience  de  l'effort  accompli,  tant  les  chemins 
suivis  lui  semblent  aisés  et  naturels.  Possédant  en  même  temps 
toutes  les  ressources  indispensables,  il  ne  lui  reste  plus  qu  à 
s'efforcer  d'aller  plus  loin  dans  la  direction  qui  le  lente  le  plus. 
Le  Traité  de  M.  Picard  a  déjà  provoqué  bien  des  recherches 
nouvelles.  Cette  influence  ne  fera  que  grandir. 

Paul   Painlevé. 


GENOCCHI  (A.). —  DlFFERENTIALRECHNUNG    UNI)    GRL'NDZUGE    DBB    [NTEGRAL- 
RECHNUNG     UEItAUSGEGEBEN     VON    GlUSEPPE     PEANO.    AlUori.-irrle    DeutSChe 

Uebersclzung  von  6'.  Bohlmann  und  J.Schepp  mil  einem  Vorwort  von  A. 
Mayer.  lu-S°,  vm-399  p.  Leipzig,  Xeubncr;  1899. 

Le  deuxième  fascicule  de  cet  excellent  Ouvrage  vient  de  pa- 
raître tout  récemment;  de  sorte  que  la  traduction  allemande  est 
maintenant  tout  à  fait  complète.  L'Ouvrage  original  est  déjà  assez 
ancien;  il  avait  paru  il  y  a  quinze  ans  environ  et.  dès  1 835,  dans 
un  article  inséré  au  t.  1\.  p.  170  de  ce  Recueil,  nous  signalions 
,1  dos  lecteurs,  en  même  temps  que  le  plan  et  le  contenu  <\f  I  Ou- 
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vrage,  les  qualités  par  lesquelles  il  se  distinguait  des  Ouvrages  de 
même  nature  qui,  chaque  jour,  sont  publiés  dans  les  différents 
pays.  Ces  qualités  subsistent  dans  la  traduction  qui,  à  bien  des 
égards,  peut  être  considérée  comme  une  nouvelle  édition  dans  la- 
quelle bien  des  points  de  délail  ont  élé  améliorés,  bien  des  indica- 
tions utiles  et  précieuses  ont  été  fournies  au  lecteur.  L'exposition 
n'est  pas  toujours  complète;  il  ne  s'agit  pas  ici  d'un  traité  com- 
plet, mais  plutôt  d'une  introduction  à  l'étude  des  Mémoires  et  des 
Ouvrages  approfondis,  mais  chacun  pourra  tirer  profit  de  l'élude  et 
de  la  lecture  des  différents  Chapitres.  Nous  signalerons  en  par- 
ticulier les  suppléments  consacrés  respectivement  à  la  Logique 
mathématique,  aux  définitions  de  l'Arithmétique,  à  la  formule  de 
Taylor,  à  la  définition  de  l'intégrale  et  aux  nombres  complexes. 
De  nombreuses  indications  historiques  et  bibliographiques  sont 
aussi  fournies  sur  tous  les  points  essentiels. 


I5.-0.  BESTHORN  et  J.-L.  HEIBERG.  —  Codex.  Leidensis  399,1.  Euclidis 

ELEMENTA     EX     INTERPRETATION!::     Al-HADSCHSCHASCHII      Cl  M     COMMENT ARI IS 

Al-Narizii.  Partis  I  Fasciculus  II.  Copenhague,  F.  Hegel  et  fils,  1897. 

Maximilian  CDFtTZE.  —  Euclidis  Opéra  omnia.  Supplementum.  Anaritii 
in  decem  priores  libros  Elementorum  Euclidis  Commentarii,  c\  inter- 
pretatione  Gherardi  Grenionensis  in  codice  Cracoviensi  56g  servata.  In- 16. 
x\s.-3qo  p.  Leipzig,  Teubner,  iSgy. 

Dans  le  numéro  de  décembre  i8()3  de  ce  Bulletin,  j'ai  signalé 
l'intérêt  qui  s'attache  a  la  publication,  entreprise  par  MM.  Bes- 
thorn  et  Heiberg,  du  texte  arabe  (avec  traduction  latine)  de  ce 
manuscrit  de  Lejde  sur  lequel  j'avais  ici  même,  en  mai  1887  ('), 
appelé  l'attention,  et  qui  renferme,  avec  la  plus  ancienne  version 
arabe  d  Euclide  (celle  d'el  Hajjàj-ben-Yusuf-iMalar),  un  commen- 
taire d'Aboul-Abbas-el-Fadl-ben-Hàtim-an-Nirizi  (-),  en   grande 


(')  Voir  aussi  ma  Géométrie  grecque,  p.  165-178.  Paris,  Gauthier-Villars, 
[887. 

('-')  .te  transcris  Nirizi,  et  non  Narizi  (  le  manuscrit  ne  portaDt  d'ailleurs  aui  un 

signe  de  voyelle),  parce  que  ce  nom  désigne  notre  commentateur  commi gi- 

naire  de  la  ville  de  Niriz  en  Perse  (dans  la  partie  occidentale  du  Kerman  |.  Il 
vivait  à  la  fin  du  iv  siècle  de  notre  ère. 
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partie  puisé  à  des  sources  grecques.  Celle  publication  suit  sou 
cours,  malheureusement  un  peu  lent.  Le  deuxième  fascicule 
(p.  89-191)  termine  le  premier  Livre  des  Éléments.  Le  manuscrit 
s'arrête  après  le  sixième  Livre. 

Entre  temps,  l'infatigable  Maximilian  Curlze  a  eu  la  bonne  for- 
tune de  découvrir  à  \  arsovie  un  manuscrit  latin  contenant  la  ver- 
sion, faite  au  \n'  siècle  par  Gérard  de  Crémone,  du  commentaire 
du  Nirizi  (Anaritius),  et  il  vient  de  procurer  l'impression  de  ce 
texte  dans  un  volume  de  la  Bibliotheca  Teubiiciiana.  formant 
supplément  à  l'édition  complète  d'Euclide  (Heiberg  et  Menge). 

Les  mathématiciens  qui  s'intéressent  à  l'histoire  de  leur  Science 
ne  sauraient  témoigner  trop  de  reconnaissance  pour  une  publica- 
tion de  ce  genre,  qui  met  à  leur  disposition  un  document  tout 
nouveau,  considérable  et  digne  d'études  approfondies. 

Je  n'ai,  pour  aujourd'hui,  l'intention  que  de  signaler  quelques 
points.  Le  commentaire  traduit  par  Gérard  de  Crémone  s'étend 
aux  dix  premiers  Livres  d'Euclide  ;  c'est-à-dire  qu'il  comprend, 
de  plus  que  le  texte  arabe  de  Leyde,  les  trois  Livres  arithmétiques 
et  celui  qui  est  consacré  aux  irrationnelles.  La  traduction,  faite  dans 
un  latin  très  intelligible,  paraît  bien  fidèle  et  semble  avoir  pour 
base  un  texte  préférable  à  celui  de  Le} de.  Si  elle  ne  comprend 
pas  la  version  d'Euclide  par  El-Hajjàj,  ce  qui  maintient  l'intérêt 
de  la  publication  de  MM.  Besthorn  et  Heiberg,  elle  est  particu- 
lièrement précieuse  en  ce  qu'elle  comble  la  lacune  du  manuscrit 
de  Leyde,  où  manquent  plusieurs  feuillets  qui  contenaient  la  plus 
grande  partie  du  commentaire  sur  les  définitions,  postulats  et 
axiomes  du  premier  Livre. 

Dans  ses  prolégomènes,  M.  Curtze  remarque  qu'à  la  suite  de  sa 
publication  je  ne  dois  plus  avoir  à  maintenir  une  partie  des  ré- 
serves ou  des  conclusions  que  je  formulais  en  1SS7,  et  en  parti- 
culier mon  opinion  que  les  Arabes  n'avaient  dû  connaître  que  par 
intermédiaire  le  commentaire  de  Héron  sur  Euclide.  Si,  en  i8q3, 
la  question  ne  me  paraissait  pas  encore  éclaircie,  je  n'hésite  pas 
aujourd'hui  à  la  reconnaître  comme  tranchée  dans  le  sens  indiqué 
par  M.  Curtze.  Le  JNirizi  a  eu  à  sa  disposition  deux  sources 
grecques  bien  distinctes;  la  première  est  une  introduction  écrite 
par  Simplicius  (au  vi1'  siècle  de  notre  ère),  introduction  qui 
n'abordail   pas  les  propositions;   la  seconde   me   paraît  être,  non 
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pas  un  commentaire  <lc  Héron  séparé  du  texte  d'Euclide,  mais 
l>icn  une  édition  d'Euclide  augmentée  de  scholies  et  d'additions 
portant  le  nom  de  Héron.  C'est  à  cette  seconde  source  que  le 
Nirizi  puise  pour  son  commentaire  des  propositions.  Après  le 
huitième  Livre,  il  ne  cite  plus  Héron,  mais  paraît  continuer  à  uti- 
liser la  même  édition  grecque  jusqu'à  la  seconde  Partie  du  Livre  X, 
où  le  commentaire  prend  un  caractère  netlemenl  arabe. 

L'introduction  de  Simplicius  cite  un  certain  nombre  d'auteurs 
dont  les  noms,  défigurés  par  les  Arabes,  l'ont  été  encore  plus  par 
Gérard  de  Crémone.  C'est  ainsi  qu'on  voit  apparaître  (dans  la 
partie  qui  manque  au  manuscrit  de  Lejde)  un  Herundes  ou  Hero- 
mides,  un  Aposedanius,  plus  loin  un  Agonis,  \\\\  Abtkiniatus, 
à  coté  d'Archimède  (Asamilhes,  Aximithes),  Apollonius,  Dio- 
dore,  Plolémée  et  Pappus. 

Le  premier  de  ces  noms  douteux  rappelle  assez  singulièrement 
celui  de  Héron,  que  Gérard  de  Crémone  transcrit  sous  la  forme 
Yrinus  (c'est  lui  qui  a  ajouté  la  terminaison).  Des  définitions  du 
point  et  de  la  ligne  qui  sont  attribuées  à  ce  Herundes  (Hero- 
mides),  la  seconde  figure  dans  les  Definiliones  que  l'on  a  sous  le 
nom  de  Héron,  la  première  pourrait  être  tirée  du  même  opuscule 
(mais  avec  quelque  peine). 

Toutes  deux  peuvent  d'ailleurs  être  relativement  anciennes 
(c'est-à-dire  antérieures  à  Héron,  supposé  vivre  vers  ioo  ap.  J.-C.). 
En  résumé,  la  question  est  très  obscure,  et  la  conjecture  Fleronas, 
proposée  sous  toutes  réserves  par  M.  Curtze,  ne  me  semble  pas 
plus  plausible  (prune  autre.  Je  préférerais  admettre  qu'il  peu! 
s'agir  d'un  mathématicien  grec  inconnu  jusqu'à  présenl  el  à  dé- 
nommer Hérondas,  forme  authentique  et  de  bonne  époque.  La 
même  ressource  n'existe  pas  pour  mieux  désigner  Ablhiniatus, 
qui  se  serait  occupé  de  la  démonstration  des  quatrième  et  cin- 
quième postulata  d'Euclide;  je  crois  impossible  de  restituer  avec 
quelque  sûreté  ce  nom,  dont  la  terminaison  paraîl  latine,  mais 
non  le  radical. 

I  )ans  Aposedanius,  auquel  est  attribuée  une  définition  du  point 
qui  se  retrouve  dans  celles  dites  de  Héron,  on  ne  doil  pas,  à  mon 
avis,  hésiter  à  reconnaître  Posidonius,  le  célèbre  philosophe  stoï- 
cien (cf.  Diog.  Laërce,  VII,  i  35  i. 

Par  contre,  je  crois  que   Heiberg  el   Cur-lze   se  sonl  trop  hâtés 
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d'identifier  Aganis  avec  Geminus,  qui,  comme  on  sait,  est  une 
des  sources  principales  du  commentaire  de  Proclus  sur  Euclide, 
et  j'ai  en  tort  moi-même,  en  i8cj3,  d'admettre  celle  identification. 
Tout  d'abord,  il  ne  me  semble  plus  aussi  clair  aujourd'hui  que 
Simplicius  ait  réellement  compilé  Proclus,  quoiqu'il  ait  pu  lui 
faire  quelques  emprunts.  En  second  lieu,  Y  Aganis  de  Simplicius 
intervient  pour  la  définition  de  l'angle  et  pour  la  démonstration 
du  cinquième  postulatum,  sujets  sur  lesquels  Proclus  suit  précisé- 
ment d'autres  sources  que  Geminus.  Enfin  Simplicius  le  qualifie 
àephilosophus,  <le  socius  ou  magisler  noster,  ce  qui  indique  un 
de  ses  contemporains.  Que  ce  contemporain  ait  emprunté  à  Pro- 
clus des  phrases  ou  des  idées  pouvant  venir  de  Geminus,  il  ne 
peut  y  avoir  à  cela  rien  d'étonnant. 

En  fait,  pour  le  postulatum  des  parallèles,  Aganis  a  repris  une 
idée  de  Posidonius,  mais  il  a  essayé  de  la  mettre  en  forme,  d'en 
déduire  une  démonstration  régulière,  et  celle  démonstration  peut 
mieux  faire  illusion  que  celle  de  Ptoléméc,  à  laquelle  s'arrête 
Proclus. 

Je  proposerais  de  restituer  le  nom  Agapius  ('),  qui  est  celui 
d'un  philosophe,  disciple  de  Marions,  le  successeur  de  Proclus 
(Suidas),  et  par  conséquent  d'un  contemporain  de  Simplicius.  un 
peu  plus  âgé  que  lui.  Damarcius  fait  au  reste  un  grand  éloge  de 
cet  Agapius  dans  ton  les  les  branches  du  savoir;  il  l'appelle  un 
homme  «  carré  »  comme  science  (Photius,  cod.  2^2). 

Paul  Tajîmery. 


OCAGNE  (M.  D).  —  Traité  ue  Nomographie,  Théorie  des  abaques.  Appli- 
cations diverses.  1  vol.  in-8°;  xiii-480  p.,  Paris,  Gauthier- Villars ;  1899. 

Dans  l'une  de  ses  conférences  (2)  de  Chicago,  M.  Félix  Klein 
s'est  amusé  à  classer  les  Sciences  appliquées  d'après  le  nombre  de 
chiffres  qu'il  convient  de  conserver  dans  les  nombres  qu'elles 
emploient.  L'Astronomie  vient  ainsi  au  premier  rang  et  la  Chimie 

(')  Les  transcriptions  du  j>  et  de  l'/i  en  arabe  ne  diffèrent  que  par  la  position 
d'un  point  diacritique. 
(:)  Page  J6  de  la  traduction  de  M.  Laugel. 
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au  dernier.  A  cette  occasion,  M.  Klein  s'est  posé  celle  question  : 
«  Ne  serait-il  pas  possible  de  créer  ce  que  l'on  pourrait  nommer 
un  système  abrégé  de  Mathématiques,  adapté  aux  Sciences  ap- 
pliquées, sans  que  l'on  ait  à  parcourir  tout  le  domaine  des  Mathé- 
matiques abstraites  »,  c'est-à-dire,  en  quelque  sorle,  une  Mathé- 
matique simplifiée,  où  les  équations  ne  seraient  vraies,  comme, 
sans  doute,  les  mesures  et  les  lois  expérimentales,  que  dans 
certaines  limites  d'approximation? 

La  Nomo graphie,  qui  doit  son  nom,  et,  pour  une  bonne  part, 
son  existence  à  M.  Maurice  d'Ocagne,  répond  dans  quelque  me- 
sure à  la  question  vague,  ingénieusement  posée  par  l'illustre  géo- 
mètre. Elle  utilise  pour  cela  cette  imperfection  de  nos  sens,  qui  a 
joué  un  rôle  si  heureux  dans  la  constitution  de  notre  connaissance 
de  la  réalité.  Grâce  à  cette  imperfection,  ce  qui  est  négligeable 
s'est  trouvé  tout  d'abord  et  tout  naturellement  négligé;  il  a  été 
possible  de  démêler  quelque  chose  dans  la  complication  du  monde 
extérieur;  parfois  même  les  lois  physiques  ont  paru  revêtir  une 
simplicité  qui  s'accorde  admirablement  avec  la  faiblesse  de  notre 
intelligence.  Des  instruments,  d'abord  grossiers,  de  moins  en 
moins  imparfaits,  ont  permis  d'aller  un  peu  plus  loin,  de  déter- 
miner progressivement  quelques  chiffres  de  plus  dans  les  nombres 
qui  caractérisent  les  phénomènes.  Mais  quelle  Science  serait  pos- 
sible s'il  fallait  s'inquiéter  de  l'infinité  des  chiffres  nécessaires 
pour  spécifier  chacun  de  ces  nombres?  Les  ordres  de  grandeur 
auxquels  il  faut  s'arrêter  ont  été  fixés  naturellement  par  l'imper- 
fection de  nos  sens  et  des  instruments  dont  nous  les  aidons. 
Qu'importe  si  quelques  physiciens  ont  été  dupés  par  leurs  propres 
recherches  et  ont  cru  à  l'exactitude  absolue  des  lois  qu'ils  décou- 
vraient? Cette  illusion  même  les  a  soutenus  et  soutient  eue. Te 
quelques  inventeurs  ingénieux,  et  leur  illusion  est  à  peine  une  illu- 
sion, puisque  les  erreurs  qu'ils  commettent  ne  se  constatent  pas. 
Pour  en  revenir  à  la  classification  de  M.  Klein,  la  Nomographie, 
d'après  M.  Maurice  d'Ocagne,  permet  de  déterminer  des  nombres 
de  trois  chiffres,  ce  qui  suffit  d'habitude  dans  les  arts  de  l'ingé- 
nieur; disons  de  suite  que,  si  les  trois  chiffres  suffisent,  c  esl  un 
avantage  évident  que  de  ne  pas  perdre  son  temps  aux  autres. 
L'économie  de  temps  est  essentielle  dans  la  pratique  :  on  entre- 
prendra une  œuvre  qui  demande  une  année,  on  ne  l'entreprendra 

Bull,  dey  Sciences  mat  hem.,  2'  série,  t.  XXIII.  (Juillet  1899.)  '  •- 
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pas  s'il  faut  un  millier  d'années  pour  la  réaliser.  Nous  sommes  à 
une  époque  où  le  sort  dune  bataille  peut  tenir  à  la  rapidité  d'un 
calcul. 

«  Réduire  à  de  simples  lectures  sur  des  Tableaux  graphiques, 
construits  une  fois  pour  toutes,  les  calculs  qui  interviennent  né- 
cessairement dans  la  pratique  des  divers  arts  techniques,  tel  est  le 
but  que  se  propose  la  Nomographie.  »  Ce  qui  ne  se  distingue  pas, 
sur  ces  Tableaux,  est  tenu  pour  nul,  et  c'est  là,  tout  d'abord,  la 
grosse  simplification  qui  résulte  de  leur  usage.  Cet  usage  est  tout 
naturellement  indiqué  quand  on  a  à  répéter  un  très  grand  nombre 
de  fois  un  même  calcul,  dont  les  données  restent  comprises  entre 
des  limites  qui  ne  sont  pas  trop  espacées,  et  l'on  sait  assez  que 
c'est  là  un  cas  très  fréquent  dans  les  arts  techniques. 

La  possibilité  de  réaliser  de  tels  Tableaux  graphiques,  dans 
quelques  cas  simples,  est  bien  évidente.  Si  l'on  a,  par  exemple, 
à  résoudre  par  rapport  à  y,  pour  un  très  grand  nombre  de  valeurs 
de  x,  une  équation 

f{x,y)  =  o, 

on  pourra  manifestement  se  servir  de  la  courbe  définie  en  coor- 
données rectangulaires  par  cette  même  équation:  si  le  papier 
sur  lequel  elle  est  tracée  porte  un  quadrillage  parallèle  aux  axes 
de  coordonnées,  dont  les  lignes  soient  espacées,  par  exemple. 
d'un  millimètre,  la  valeur  de  y  qui  correspond  à  une  valeur  de  x 
se  lira  aisément,  eu  faisant  au  besoin  une  interpolation  à  vue,  qui, 
dit-on,  permet  d'évaluer  assez  sûrement  le  dixième  de  millimètre. 
Au  lieu  d'un  quadrillage,  on  peut  graduer  les  axes  de  coordon- 
nées, et  se  servir  d'un  transparent  portant  deux  axes  rectangu- 
laires [index)  que  l'on  maintient  parallèles  aux  axes  du  dessin,  et 
qui,  par  leurs  intersections  avec  ces  derniers  axes,  fournissent  les 
coordonnées  de  leur  propre  point  de  rencontre.  C'est  là  ce  que 
M.d'Ocagne  appelle  un  abaque  cartésien  à  deux  uariables.W  est 
clair  que  les  procédés  de  cette  nature  peuvent  être  variés  et  com- 
pliqués d'une  infinité  de  façons;  on  pourra  d'ailleurs  s'aider  de 
divers  instruments  de  dessin,  de  lils  tendus,  de  petits  appareils 
de  toute  sorte.  Bien  des  problèmes  particuliers  ont  été  traités 
avant  M.  d'Ocagne  et  il  convient  de  citer  spécialement,  d'après 
lui-même,  les  recherches  de  Lalanne  i  (843)  ci  celles  de  M.  Lalle- 
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mand  ( 1 88(3).  On  aurait  pu  toutefois  supposer  que  les  recherches 
de  cette  nature  étaient  condamnées  à  rester  particulières,  sans 
aucun  lien  entre  elles,  que  chaque  problème  donnerait  lieu  à 
une  solution  spéciale,  plus  ou  moins  commode  ou  ingénieuse,  et 
que  l'ensemble  de  ces  problèmes  et  de  ces  solutions  ne  consti- 
tuerait jamais  qu'un  recueil  de  recettes,  non  une  Science  ayant 
son  développement  et  ses  méthodes  propres. 

Ce  n'est  pas  le  moindre  mérite  de  M.  d'Ocagne  que  d'avoir 
constitué  cette  Science;  que  d'avoir  montré  la  portée  et  la  géné- 
ralité de  méthodes  déjà  connues  (');  que  d'avoir  permis  ainsi  de 
résoudre  une  infinité  de  nouveaux  problèmes.  Si  Ton  ajoute 
que,  par  une  heureuse  application  du  principe  de  dualité,  il  a 
d'un  coup  doublé'  les  méthodes;  qu'il  est  parvenu,  d'un  autre 
côté,  par  cette  même  application,  à  donner,  de  problèmes  impor- 
tants, une  solution  singulièrement  plus  aisée;  que,  au  point  de 
vue  pratique,  il  a  étudié  à  fond  un  très  grand  nombre  de  pro- 
blèmes réels,  de  façon  à  en  obtenir  les  solutions  les  plus  satisfai- 
santes ;  que  la  valeur  de  ces  solutions  a  été  proclamée  par  de  nom- 
breux praticiens;  que,  enfin,  il  est  parvenu  à  étendre  les  mélliodes 
graphiques  à  la  représentation  d'équations  contenant  plus  de  trois 
variables;  et  que,  par  l'ampleur  même  qu'il  a  donnée  à  ses  re- 
cherches, il  a  été  amené  à  poser  des  problèmes  mathématiques 
qui  ont  un  intérêt  propre,  on  est  bien  obligé  de  reconnaître  que 
M.  Maurice  d'Ocagne,  par  la  publication  de  son  Traité  de  JVo- 
mograpliie,  a  rendu  un  incontestable  service,  tant  aux  ingénieurs 
qu'aux  mathématiciens.  La  lecture  de  son  Livre  est  d'ailleurs  fa- 
cile, attrayante  par  la  variété  des  problèmes  résolus,  parfois  amu- 
sante par  l'ingéniosité  des  solutions,  où  la  science  du  géomètre 
trouve  à  s'employer  d'une  façon  inattendue;  le  livre  n'est  pas 
écrit  pour  de  purs  mathématiciens,  c'est-à-dire  que  les  méthodes 
générales  ne  sont  pas  placées  en  tète;  c'est  par  des  exemples 
simples  que  l'auteur  débute  ;  ces  exemples  se  compliquent  peu  à 
peu  ;  les  méthodes  mêmes  ressortent  de  leur  étude  et  sont  d'ailleurs 

(')  M.  d'Ocagne  signale,  dans  cet.  ordre  d'idées,  l'important  Mémoire  de 
M.  Masson  Sur  l'intégration  graphique  (Annales  de  l'Association  îles  Ingé- 
nieurs sortis  des  Écoles  spéciales  de  Gand;  i88'|),  Mémoire  où  le  principe  de 
l'anamorphose  est  posé  dan-s  toute  sa  généralité. 
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mises  en  pleine  lumière.  C'est  la  marche  qui  convenait  pour  le 
public  auquel  s'adresse  M.  d'Oeagne;  il  ne  faut  pas  oublier  que 
son  but  est  essentiellement  pratique  et  que  le  principal  intérêt  de 
son  Livre  est  d'être  utile. 

Celte  utilité  même  n'est  pas  pour  détourner  les  professeurs  de 
nos  lycées,  qui  seront  certainement  heureux  de  trouver  dans  le 
Livre  de  M.  d'Oeagne  des  applications  simples,  à  des  problèmes 
réels,  des  méthodes  qu'ils  enseignent.  Les  méthodes  de  transfor- 
mation, l'homographie  en  particulier,  sont  d'un  usage  courant  en 
Nomographie  ;  j'ai  déjà  parlé  de  l'heureux  usage  que  l'auteur  a 
fail  du  principe  de  dualité;  je  crois  donc  que,  sans  l'avoir  cher- 
ché, M.  d'Oeagne  se  trouvera  avoir  rendu  service  à  l'enseignement. 
Par  sa  généralité  même,  l'enseignement  dans  les  classes  de  Ma- 
thématiques élémentaires  et  de  Mathématiques  spéciales  est  essen- 
tiellement théorique;  mais  les  maîtres  même  qui  pensent  que  la 
théorie  se  suffit  ont  le  devoir  de  ne  pas  donner  à  leurs  élèves  le 
dégoût  de  la  réalité,  de  ne  pas  la  faire  oublier,  de  les  y  ramener 
quelquefois,  et  de  leur  montrer  que  quelques  théories  s'appli- 
quent à  des  problèmes  réels;  et  s'il  arrive  qu'un  élève,  qui  n'est 
pas  encore  «  enivré  par  l'absorption  du  lotus  mathématique»,  quia 
gardé  le  souci  de  ce  monde  extérieur  où  il  rêve  de  faire  quelque 
chose,  s'intéresse  à  une  théorie  par  cela  même  qu'elle  peut  être 
utile,  son  maître  ne  manquera  pas  de  s'en  réjouir. 

Le  Livre  de  M.  d'Oeagne,  par  sa  nature  même,  comporte  un 
très  grand  nombre  de  figures  :  il  était  nécessaire,  pour  l'intelli- 
gence du  texte  et  pour  convaincre  le  lecteur  de  la  valeur  pratique 
des  solutions,  que  ces  figures  fussent  très  claires.  11  est  à  peine 
utile  de  dire  que  l'exécution  typographique  est  extrêmement 
soignée. 

Il  me  reste  à  indiquer,  d'après  M.  d'Oeagne,  les  principes  de 
la  Nomographie,  et  à  esquisser  rapidement  l'ordre  qu'il  a  suivi  : 

Voici,  pour  la  représentation  d'une  équation  y  (a,,  a2)  =  o  entre 
deux  variables  a,,  a_,,  un  autre  procédé  que  la  construction  de  la 
courbe  définie  par  cette  équation.  Celle-ci  peut,  d'une  infinité  de 
façons,  être  obtenue  par  l'élimination  de  x  entre  deux  équations 

telles  que 

l'    /■.  2,  )  —  o,         'l     r,  v.\  |  =  o, 
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qu'on  peut,  si  l'on  veut,  supposer  mises  sous  la  forme 
x  =  ç>(aj),        x  =  tp(a2); 

imaginons  que,  sur  un  axe,  on  porte  des  longueurs  égales  à  '-p(?-i)) 
en  inscrivant,  à  l'extrémité  de  chaque  longueur,  la  valeur  corres- 
pondante de  a,  ;  cela,  bien  entendu,  ne  pourra  être  réalisé  que 
pour  un  nombre  fini  de  valeurs  de  a,,  valeurs  que  l'on  pourra 
supposer  en  progression  arithmétique;  on  obtiendra  ainsi  une 
échelle  cotée  de  la  fonction  'f(a,  ),  entre  certaines  limites;  cette 
fonction  sera  représentée  par  cette  échelle  :  une  interpolation  à 
vue  permettra  d'en  estimer  la  valeur  pour  les  valeurs  de  a,  autres 
que  les  termes  de  la  progresssion  adoptée;  que  l'on  fasse  la  même 
chose  pour  la  fonction  <p(oc2).  En  accolant  les  deux  échelles,  on 
lira  sur  chaque  échelle  les  valeurs  de  a,,  a2  qui  se  correspondent 
par  l'équation /( 7.,,  a2)  =  o,  et  l'on  aura  ainsi  une  méthode  pour 
la  résolution  de  cetle  équation,  par  rapport  à  l'une  des  variables, 
quand  on  se  donne  l'autre;  ou,  si  Ton  veut,  une  représentation 
graphique  de  cette  équation  à  deux  variables. 

Considérons  maintenant  une  équation  à  trois  variables 

elle  pourra  être  regardée  comme  obtenue  par  l'élimination  de 
x,  y  entre  trois  équations  telles  que 

/  cp(a?,j/,-aO  =  0. 
(2)  ,  >l(x,y,z2)  =  o, 

[  D(a?,7,  a3)  =  o; 

Supposons,  par  exemple,  que,  en  donnant  à  a,  une  suite  de 
valeurs  en  progression  géométrique  très  rapprochées,  on  con- 
struise les  courbes  définies  par  la  première  équation,  en  inscrivant 
sur  chaque  courbe  la  valeur  de  a,  correspondante,  puis  que  1  ou 
fasse  la  même  chose  pour  les  courbes  définies  par  la  seconde  el  la 
troisième  équation  ;  on  aura  ainsi  un  abaque  à  entrecroise- 
ment, formé  de  trois  faisceaux:  de  courbes,  qui  permettra  la  réso- 
lution de  l'équation 

par  rapport  à  l'une  des  variables  •/,,  y..,  x3  quand  on  connaîtra  les 
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deux  autres.  Si  1  ou  se  donne,  par  exemple,  les  valeurs  de  a,,  y..,. 
on  suivra  les  courbes  du  premier  et  du  second  faisceau  dont  les 
cotes  respectives  sont  atj  a2  jusqu'à  leur  point  d  intersection;  la 
cote  a3  de  la  courbe  du  troisième  faisceau  qui  passe  parce  point 
sera  la  valeur  cherchée  de  a3  :  inutile  d'insister  sur  le  rôle  que 
devra  encore  jouer  ici  l'interpolation  à  vue. 

Le  graphique  ainsi  construit  sera  naturellement  d'autant  plus 
commode  que  les  courbes  qui  le  constituent  seront  plus  simples, 
tout  sera  pour  le  mieux  s'il  est  composé  de  droites,  c'est-à-dire  si 
les  trois  équations  entre  x,  y  sont  de  la  forme 


(3) 


<  a?«}/i(a2)  -+-  yb, (a2  )  —  <b3  («,)  =  o, 


(  *8i(«i)-+-,rfli(a«) +  *»-(«»)  =  Oi 

ou  encore  si  la  fonctionna,.  a2,  a3)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

<?i(*i)     f2(*i)     ?s(ai)  I 
«h(«0     6,(a2)     <{/3(a2)     ; 
6,(a3)     62(a3)     63(a3)  I 

telle  est  l'origine  d'un  problème  mathématique  qui  a  été  signalé 
ici  même  (■),  et  traité  par  M.  Duporcq.  Si  la  fonction 

/(ai,  «2,  a3) 

peut  se  mettre  sous  la  forme  du  précédent  déterminant,  l'abaque 
sera  composé  de  droites.  Naturellement  on  devra  faire  sur  les  va- 
riables a,,  a.o,  a3,  d'une  part,  sur  les  coordonnées  x,y,  de  l'autre, 
les  changements  de  variables  qui  permettront  d'obtenir  les  sys- 
tèmes les  plus  simples  de  droites.  Lorsqu'un  des  faisceaux  de 
droites  est  composé  de  droites  qui  passent  par  un  point  fixe,  par 
exemple,  une  transformation  homographique  permettra  de  les 
remplacer  par  un  faisceau  de  droites  parallèles,  manifestement 
plus  avantageux. 

L'idée  de  substituer  des  droites,  par  une  transformation  con- 
venable des  paramètres,  au  faisceau  de  courbes  qui  peut  s'offrir 
tout  d'abord,  est  due  à  Lalanne,  qui  a  donné  à  cette  méthode  le 
nom  à1  anamorphose. 


(')   Voir  Bulletin.   \\ll:.  p.    i--    et    [87;    1898. 
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Les  abaques  hexagonaux  de  M.  Lallemand,  où  les  trois  sys- 
tèmes de  courbes  sont  formés  de  droites  respectivement  parallèles 
aux  côtés  d'un  triangle  équilatéral,  appartiennent  au  type  dont 
j'ai  essayé  de  donner  l'idée  générale  et  cette  idée  générale  elle- 
même  est  due  à  M.  Massau. 

J'ai  supposé,  dans  ce  cpii  précède,  que  les  coordonnées  x,  y 
étaient  des  coordonnées  cartésiennes;  il  est  clair  que  celte  sup- 
position n'a  rien  d'essentiel,  et  que  l'on  construit  aussi  bien  des 
abaques  analogues  avec  d'autres  systèmes  de  coordonnées. 

Au  lieu  de  regarder  les  coordonnées  r,  y  comme  des  coordon- 
nées ponctuelles,  M.  d'Ocagne  a  eu  l'idée  de  les  regarder  comme 
des  coordonnées  tangenticlles.  Alors,  en  restant  au  point  de  vue 
général,  si  les  trois  faisceaux  (2)  étaient  construits,  la  résolution 
de  l'équation  (1),  par  rapport  à  la  variable  a3,  par  exemple,  s'opé- 
rera comme  il  suit  :  considérant  les  deux  courbes  des  deux  pre- 
miers faisceaux  dont  les  cotes  sont  a,,  a2,  et  /  une  tangente  com- 
mune, on  devra  chercher  quelle  est  celle  des  courbes  du  troisième 
faisceau  qui  est  tangente  à  celte  droite.  Le  procédé  sera  surtout 
pratique  si  les  équations  (2)  peuvent  être  mises  sous  la  forme  (3), 
car  alors  les  trois  faisceaux  de  courbes  se  réduiront  à  trois  suites 
de  points  figurées  chacune  sur  une  courbe,  et  pour  résoudre 
l'équation  (1)  par  rapport  à  oc3  on  aura  à  faire  passer  une  droite 
parles  points  de  cotes  a(,  a2,  figurés  respectivement  sur  les  deux 
premières  courbes,  et  à  chercher  la  cote  du  point  a3  où  la  troi- 
sième courbe  est  rencontrée  par  celte  droite.  On  aura  ce  que 
M.  d'Ocagne  appelle  un  abaque  à  alignement,  et  l'on  conçoit 
que  dans  bien  des  cas  son  usage  sera  plus  commode  que  celui  de 
X abaque  à  entrecroisement  qui  lui  correspondrait  par  dualité. 
L'Auteur  étudie  d'ailleurs,  avec  détails,  le  système  de  coordon- 
nées tangenticlles  [coordonnées  parallèles)  qui  lui  paraît  le 
mieux  approprié  à  son  but. 

Cetle  méthode  se  généralise  d'ailleurs  très  naturellement  :  au 
lieu  des  équations  (3,  considérons  les  équations 

[  a?cpi(«i,  PO  +yo2 (cctl  Pi)-t-<p8(*t:  Pi)  =  o, 

(4)  *<h(<*»,  PO+.H'iO*!»  Ps)  +  'i;s(a!)P2)  =  o, 

(  .rO,  (a,,  $3)+y%2(<x3,  pi  )  +  6a(«j,  ?$)  =  <>, 

où  ./%  r  désignent   encore  des  coordonnées  tangentielles ;  la  pie- 
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mi  ère  de  ces  équations,  par  exemple,  quand  on  se  donne  x(,  3,, 
définit  un  point;  ce  point  décrit  une  courbe  quand  on  laisse  fixe 
l'un  des  paramètres  a,,  t3,,  et  qu'on  fait  varier  l'autre;  on  peut 
dire  que  chacune  des  équations  (4)  définit  deux  faisceaux  ou  un 
réseau  de  courbes.  Si  ces  trois  réseaux  peuvent  être  tracés  sur 
un  plan  de  manière  à  pouvoir  être  distingués,  le  graphique  ainsi 
construit  constituera  une  représentation  de  l'équation  à  six  va- 
riables 

çiCaj.BO     ¥i(ai,B,)     «p»(ai,Bi) 

fcO,,  B.)     4»,(a„Bi)     <lJy.: 

9,0*3,  B,)     B4r>,,  B,)     83(a3] 

Si  l'on  se  donne  cinq  de  ces  variables  a,,  3,,  a2j  i^2>  xs  |)ar 
exemple;  on  obtiendra  33  en  joignant  par  une  droite  les  points 
«'-/,.  3t),  (a2,  32)  du  premier  et  du  second  réseau,  prenant  l'inter- 
section de  cette  droite  avec  la  courbe  cotée  tx3  dans  le  premier 
faisceau  du  troisième  réseau  et  cherchant  la  cote  33  de  la  courbe 
du  second  faisceau  de  ce  môme  réseau  qui  passe  par  le  p  »int  d'in- 
tersection. 

Il  est  clair  qu'on  pourra  obtenir  de  la  même  façon  les  représen- 
tations  d'équations  à  quatre  ou  cinq  variables,  d'une  forme  pa- 
reille à  la  précédente  (  '  ). 

En  général,  quand  n  dépasse  3,  les  méthodes  de  la  Nomogra- 
pbie  ne  permettent  pas  la  représentation  d'une  équation  générale 
à  n  variables.  Il  est  nécessaire  que  cette  équation  affecte  certaines 
formes  spéciales  qui,  d'ailleurs,  paraissent  embrasser  la  plupart 
des  cas  qui  se  présentent  dans  la  pratique. 

Ces  méthodes  reposent  d'ailleurs  en  général  sur  une  superpo- 
sition de  réseaux,  analogue  à  celle  qu'on  vient  de  déerire,  et  qui 
permet  de  définir  les  éléments  (points,  courbes,  droites)  à  plu- 
sieurs cotes. 

Le  lecteur  voit  se  multiplier  singulièrement  les  applications 
possibles.  M.  d'Ocagne  s'est  occupé  de  déterminer  et  de  classer 
tous  les  modes  possibles  de  représentations  applicables  à  des  équa- 


(')  Signalons,  en  passant,  deux  abaques  extrêmement  simples,  fondés  sur  ce 
principe,  dont  l'un  donne  immédiatement  la  distance  sphérique  de  deux  points 
de  la  Terre  dont  "n  connaît  la  longitude  et  la  latitude;  il  Ggurerait  utilemenl 
dans  les  atlas  de  géographie;  l'autre  permet  la  résolution  des  triangles  sphériques. 
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tions  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  Une  notation  ini:é- 
nieuse  lui  permet  de  donner  une  forme  condensée  à  chaque  type 
d'abaque  donné.  La  détermination  de  tous  les  types  d'abaque  qui 
correspondent  à  un  nombre  donné  de  variables  conduit  à  poser  un 
curieux  problème  de  partition. 

En  appliquant  la  théorie  générale  aux  équations  à  deux,  trois  et 
quatre  variables  on  voit,  en  quelque  sorte,  se  rattacher  aux  types 
généraux  les  types  particuliers  examinés  dans  le  corps  de  l'Ou- 
vrage. Inversement,  il  est  intéressant,  un  type  d'abaque  étant 
donné,  de  rechercher  quels  types  d'équations  il  permet  de  repré- 
senter; il  est  utile  de  reconnaître  anal\  tiqucment  comment  une 
équation  donnée  se  rattache  à  tel  ou  tel  de  ces  types,  au  moins 
dans  les  cas  les  plus  usuels;  les  problèmes  de  cette  nature  ont  été 
l'objet  de  recherches  dues  à  MM.  de  Saint-Robert,  Massau,  Le- 
cornu,  Duporcq,  Jvoenigs,  recherches  que  l'Auteur  résume. 

Il  a  fait,  avec  un  soin  tout  particulier,  l'étude  algébrique  des 
équations  qui  peuvent  être  représentées  par  trois  systèmes  linéaires 
de  points  alignés.  La  discussion,  qui  comporte  des  artifices  de 
calcul  intéressants,  est  très  approfondie.  Il  en  est  de  même  de 
l'étude  de  la  représentation  des  équations  quadratiques  au  moyen 
de  droites  et  de  cercles  entrecroisés. 

Le  résumé  des  principes  généraux  que  je  viens  d'essayer,  d'après 
l'Auteur,  ne  peut  donner  l'idée  des  difficultés  que  comportent  les 
exemples  particuliers,  ni  de  la  manière  dont  elles  peuvent  être 
levées;  c'est  une  étude  qu'il  faut  faire  dans  le  Livre  de  M.  d'Ocagnc 
lui-même  :  les  exemples,  traités  dans  les  moindres  détails,  vérita- 
blement réalisés,  y  abondent;  la  liste  en  serait  trop  longue.  Je 
me  contenterai  de  signaler  le  calcul  par  abaques  des  remblais  et 
déblais,  où  il  semble  bien  que  la  question  soit  épuisée. 

J'ai  déjà  dit  que  M.  d'Ocagne,  dans  l'exposition,  procédait  du 
simple  au  complexe,  de  l'exemple  à  la  méthode,  tout  en  ayant  soin 
de  mettre  celle-ci  dans  une  pleine  clarté. 

Son  Livre  débute  par  une  étude  approfondie  des  rebelles  de  lonc- 
lions  :  l'Auteur  passe  ensuite  aux  abaques  d'équations  à  deux  va- 
riables, aux  méthodes  de  représentation  des  équations  à  trois  va- 
riables |>;ir  les  abaques  à  entrecroisement.  Ces  matières  remplissent 
les  deux  premiers  Chapitres.  Le  troisième  est  consacré  à  la  substi- 
tution des  coordonnées  tangenticlles  aux  coordonnées  ponctuelles  ; 
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le  suivant,  à  la  représentation  de  deux  équations  simultanées  entre 
quatre  variables  au  moyen  d'abaques  indépendants  accouplés  ou 
superposés;  on  trouvera  dans  le  cinquième  Chapitre  de  nombreux 
exemples  concernant  la  représentation  d'équations  à  plus  de  trois 
variables.  Enfin,  le  dernier  Chapitre,  particulièrement  intéressant 
pour  les  mathématiciens,  est  consacré  aux  généralités,  à  la  classi- 
fication des  méthodes,  à  l'étude  des  problèmes  d'Analyse  que  pose 
la  homographie.  J.    1. 


MELANGES. 

SUR  L'ÉTAT  DE  LA  PUBLICATION  DES  ŒUVRES  DE  GAUSS  ; 

DEUXIÈME   COMPTE   RENDU    (*); 
Par  M.  Félix  KLEIN. 


Gottinger  îXachrichten,  1899. 


Traduit  avec  l'autorisation  de  l'auteur  par  L.  LAL'GEL. 

Pendant  l'année  qui  s'est  écoulée,  l'acquisition  de  nouveaux 
documents  et  l'examen  approfondi  des  manuscrits  posthumes 
ainsi  que  de  la  bibliothèque  de  Gauss  permettent  de  considérer 
comme  mené  à  bonne  fin  au  moins  tout  ce  qui  se  rapporte  aux 
tomes  Vil  et  VIII. 

Les  nouveaux  documents  sont  les  suivants  : 

I.  Acquis  par  voie  d'achat  : 

1.  Un  cahier  contenant  un  cours  de  (iauss  sur  L'Astronomie 
pratique,  vendu  par  i\lme  Peters,  \euve  de  M.  le  professeur  Pelers 
de  Kônigsberg. 


(')  La  traduction  du  premier  compte  rendu,  présenté  par  M.  Klein  à  la  So- 
ciété Royale  de  Gôttingue  en  avril  1898,  1  ét<  publiée  dans  ce  Bulletin,  a'  série, 
1    \  \  1 1.  numéro  <\>-  septembre  1898 
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2.  Les  originaux  de  deux,  lettres  de  Gauss  (à  Sophie  Germain 
et  à  Rudolf  Wagner),  provenant  de  la  vente  de  la  collection 
d'autographes  du  prince  Boncompagni  à  Rome. 

II.  Par  donation  : 

1.  Huit  liasses  de  documents  relatifs  à  la  triangulation  du 
Hanovre  (observations,  tracés  et  coordonnées)  ainsi  que  les  ori- 
ginaux, des  comptes  rendus  s'y  rapportant,  adressés  par  Gauss 
au  Ministre  du  royaume  de  Hanovre. 

Don  de  la  Commission  royale  prussienne  des  Cartes  de  l'Etat-Major 
général. 

2.  Vingt  et  une  lettres  de  Gauss  à  Wilhelm  \\  eber,  et  une 
lettre  de  Gauss  à  Humboldt  (relative  à  Weber  et  à  des  questions 
se  rapportant  au  Magnétisme  terrestre),  ainsi  qu'une  série  de 
notes  sur  feuilles  volantes. 

Don  de  M.  Heinrich  Weber,  professeur  de  Physique  à  Brunswick. 

3.  Un  cahier  renfermant  la  rédaction  de  trois  cours  de  Gauss 
sur  la  théorie  du  Magnétisme  terrestre,  la  Géodésie  et  la  méthode 
des  moindres  carrés;  puis  un  cahier  renfermant  la  rédaction  d'un 
cours  de  Gauss  intitulé  :  Théorie  des  quantités  imaginaires, 
ainsi  qu'un  cours  de  Stern  sur  les  intégrales  définies. 

Dons  des  directeurs  du  Séminaire  mathématique  de  l'Université  de  Halle. 
Ces  cahiers  font  partie  des  papiers  laissés  par  E.  Heine. 

4.  Copies  des  lettres  connues  jusqu'à  ce  jour  de  Gauss  à  Sophie 
Germain,  ainsi  que  de  quelques  autres  lettres.  Quelques  travaux 
préliminaires  de  Schering  relatifs  à  l'impression  des  volumes 
projetés,   en  particulier  relativement  à  la  Theoria  motus. 

Don  de  AImc  Schering. 

o.  242  lettres  deGerling  à  Gauss  et  quelques  lettres  des  enfants 
de  Gauss  à  Gerling. 

Don  fie  Mme  Rothe  de  Cassel. 

G.  Copie  d'une  lettre  de  Gauss  àGrassmann. 
r > * •  1 1  <!.■  M.  le  professeur  Engel  de  1  •  •  i | » ^ î -_: 
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7.  Copies  de  deux  lellres  de  Gauss,  l'uoe  à  Schumacher,  l'aulre 
à  un  inconnu. 

Don  de  M.  le  professeur  Stàckel  de  Kiel. 

8.  Copie  d'une  lettre  de  Gauss  au  R.  P.  Roller. 
Don  de  M.  le  professeur  Schwab  de  Kremsmunster. 

9.  Un  autographe  de  Gauss  (relatif  au  jeu  d'échecs). 
Don  de  Mme  Listing  de  Ilannover. 

III.  Par  cession  temporaire  : 

1.  Journal  de  Gauss  relatif  à  ses  découvertes  scientifiques  (de 
i  796  à  1800,  avec  une  longue  interruption  jusqu'à  181  4). 

Enfin  un  cahier  de  notes  de  Gauss  et  une  série  de  feuilles 
volantes. 

Prèles  par  M.  Gauss  de  Harneln  (petit-fils  de  Gauss). 

2.  Manuscrits  originaux  des  mémoires  suivants  de  Gauss  : 

T heorematis  fundamentalis  in  doctrina  de  résidais  quctdra- 
ticis  démons traliones  et  ampliationes  nova',  181  7. 

Détermina tio  attractionis,  quam  in  panctam  quodvis posî- 
tionis  datae  exercerct  planeta,  si  ejas  massa  per  tolam  or- 
bitam.  .  .  esset  dispcrtita,  18 18. 

Enfin  une  série  d'exemples  et  de  calculs  (non  de  Gauss  lui- 
même)  relatifs  à  la  Theoria  motus. 

Prêtés  par  la  New-York  Publie   Library. 

3.  Une  lettre  de  Gauss  à  Bohnenberger. 
Prêtée  par  M.  le  professeur  Haramer  de  Stuttgart. 

i.  Une  lettre  de  Gauss  à  Fechner. 
Prêtée  par  la  Société  royale  des  Scieur,'-  de  Saxe. 

0.   Une  lettre  de  Gauss  à  Hergcr. 

Prêtée  par  M.  le  professeur  Hùfnerde  Tubingue. 


MÉLANGES.  i85 

G.   Lettres  de  Gauss  à  Keslner. 

Prêtées  par  M.  le  professeur  Engel  de  Leipzig  au  nom  de  la  bibliothèque 
de  l'Université. 

7.  Une  lettre  de  Gauss  à  Schcrek. 

Prêtée  par  M.  le  professeur  Study  de  Greiswald. 

8.  Copies  de  deux  lettres  de  Gauss  à  Olbers.  (Les  originaux 
se  trouvent  à  Pulkowa.) 

Prêtées  par  M.  le  Dr  Schilling,  directeur  de  l'Ecole  navale  à  Bremen. 

9.  Rédaction  d'un  cours  de  Gauss  intitulé  :  Calculs  géodésiques, 
avec  une  série  de  notes. 

Prêté  par  M'"e  Listing  de  Hannover. 

10.  Copies  de  lettres  de  Encke  à  Olbers,  de  Bessel  à  Repsold 
et  autres;  trois  lettres  d'Olbers  à  Argelander.  Rédaction  d'un 
cours  de  Gauss  :  Astronomie  théorique. 

Le  tout  provenant  des  papiers  de  Winnecke,  prêté  pai  le  professeur 
Wislicenus,  de  Strasbourg,  au  nom  de  M'"e  Winnecke. 

11.  Un  cahier  intitulé  :  Travaux  deC.-F.  Gauss,  provenant 
des  papiers  de  Wilhelm  Weber,  ne  faisant  mention,  en  somme, 
que  de  ce  qui  a  été  déjà  imprimé. 

Prêté  par  M.  le  professeur  Jacobj  de  Gottingue. 

Nous  avons  encore  reçu  les  dons  suivants  que  nous  pouvons 
ranger  sous  le  litre  de  Gaussiana  : 

1.  Don  du  professeur  Fricke.  au  nom  de  l'Ecole  supérieure 
technique  de  Brunswick  et  à  instigation  de  la  librairie  Calvôr 
de  Gottingue  : 

Une  série  de  comptes  rendus  et  d'articles  de  journaux  relatifs 
au  monument  de  Gauss  à  Brunswick  et  à  la  bourse  fondée  à 
Brunswick   sous    le   nom   de    Gauss  (années   1877  et   1878). 

2.  Don  du  professeur  Engel  de  Leipzig  : 

Nicolaj  Iwanowitsch  Lobatschefskij.   Deux  mémoires  de  Géo- 
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métrie  traduits  du  russe,  avec  des  notes  et  une  biographie  de 
Fauteur,  par  F.  Engel.  Leipzig,  1898.  (Voir Na.chwort,  pages  /\-o- 
4;6.) 

3.   Don  du  professeur  Lindeniann  de  Munich    : 
Eloge  de   Seidel.   (Extrait  des  Travaux  de  i Académie  de 
Munich.) 

■i.  Don  de  Mme  Schering  : 

Intorno  ad  una  letlera  di  Gauss  ad  Olbers,  par  Boncompagni  ; 
exemplaire  de  feu  M.  le  professeur  Schering. 

5.  Don  de  la  librairie  Springer  de  Berlin  ainsi  que  de  M.  Schil- 
ling, directeur  de  l'Ecole  navale  de  Bremen,  éditeur  de  l'Ouvrage 
ci-dessous. 

Epreuves  imprimées  jusqu'ici  de  la  Correspondance  de  Gauss 
et  d  Olbers.  Il  a  été  imprimé  jusqu'ici  18  feuilles  ainsi  que 
8  feuilles  du  Tome  supplémentaire,  qui  renferme  les  observations 
d'Olbers  revues  par  M.  le  professeur  Schur. 


Parmi  tous  ces  documents,  le  plus  intéressant  sans  aucune  com- 
paraison au  point  de  vue  scientifique  est  celui  inscrit  iei  sous  le 
titre  III,  1  :  Le  journal  quotidien  de  Gauss,  que  nous  devons  à 
M.  le  professeur  Paul  Stàckel. 

Ce  journal  commence  en   1796  par  les  propositions  suivantes  : 

»  Principia  quibus  innititur  sectio  circuli  ac  divisibilitas 
ejusdem  geometrica  in  septemdecim  parles,  elc. 

M  ml.  3o.  Bruns  v.  » 

et  donne  dans  leur  ordre  chronologique  jusqu'en  1800  une  longue 
série  de  notes  des  plus  remarquables  qui  indiquent  de  la  manière 
la  plus  précise  la  date  des  diverses  découvertes  faites  par  Gauss 
en  ces  années.  Citons  entre  autres  les  suivantes,  relatives  à  l'an 
1 800  : 
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ad  summam  universalilalem  perduximus. 

Brunsv.  Mai  6.  » 

«  Incrementum  ingens  bu  jus  théorise  invenire  contigil,  per 
quod  simul  omnia  prascedentia  nec  non  theoria  mediorum  arith- 
metico-geometricorum  pulcherrime  nectuntur  infinitiesque  au- 
genlur.  Brunsv.  Mai  22.   » 

«  Nov.  3o.  Félix  fuit  dies  quo  multitudinem  classium  for- 
marum  binariarum  per  triplicem  methodum  assignare  largitum 
est  nobis,  pula  :  i°  per  producta  infinita,  20  per  aggregatum 
infinitum,  3°  per  aggregatum  finitum  colangentium  seu  loga- 
rithmorum  sinuum.  Brunsv.  » 

Les  années  suivantes,  malheureusement,  cette  liste  présente  de 
nombreuses  lacunes;  elle  prend  fin  en  1 8 1 3  et  1 8 1 4  Par  deux 
notes  sur  les  résidus   biquadratiques  que  nous  reproduisons  ici  : 

«  Fundamentum  théorise  residuorum  biquadraticorum  gene- 
ralis,  per  septem  propemodum  annos  summa  contentione  sed 
semper  frustra  quœsitum  tandem  féliciter  deteximus  eodem  die 
quo  filius  nobis  natus  est.  1 8 1 3 ,  oct.  23.  Gott.    » 

«  Subtilissimum  hoc  est  omnium  eorum  quas  unquam  per- 
fecimus.  Vix  itaque  opéras  pretium  est,  his  intermiscere  men- 
tionem  quarundam  simplificationum  ad  calculum  orbitarura  pa- 
rabolicarum  pertinenlium. 

»  Observatio  per  inductionem  facta  gravissima  theoriam 
residuorum  biquadraticorum  cmn  functionibus  Icmniscaticis 
elegantissime  nectens.  Pula  si  a  -+-  bi  est  numerus  primus. 
a  —  1  +  bi  per  2  4-  ii  divisibilis,  multituclo  omnium  solutionum 
congruentias  1  =  xx  ■Jrvy-\-  ocxyy  (mod.  a  H-  bi),  inclusis  x  =00 
y  =  ±  i,  x  =  ±  i,  y  =  00  fit  =  (a  —  1)2  +  bb. 
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Je  termine  en  ajoutant  quelques  mots  touchant  les  travaux  de 

rédaction. 

Quant  à  la  première  Partie  du  Tome  VIII,  les  manuscrits  relatifs 
à  l'Arithmétique  et  à  l'Analyse  (Fricke),  au  Calcul  numérique 
et  au  Calcul  des  probabilités  (Bôrsch  et  Rrûger),  sont  complète- 
ment prêts  et  celui  relatif  à  la  Géométrie  (Slàckel)  le  sera 
dans  ti'ès  peu  de  temps. 

Quant  à  la  seconde  Partie  du  Tome  \ "III,  le  manuscrit  relatif  à 
la  Géodésie  (Borsch  et  Kriiacr)  est  pour  ainsi  dire  prêt. 

Quant  au  Tome  VII  (Astronomie,  Brendel),  il  n'a  pu  encore 
être  procédé  qu'à  un  travail  superficiel. 

L'impression  du  Tome  VIII  est  commencée  et  sera  continuée 
maintenant  régulièrement. 


COMPTES  RENDUS   ET  ANALYSES.  189 

1  «i  f^rù  ■ 

COMPTES    RENDUS    ET  ANALYSES. 


François  DERUYTS,  Docteur  es  Sciences  physiques  et  mathématiques,  Assis- 
tant à  la  Faculté  des  Sciences  de  Liège,  etc.  —  Mémoire  sur  la  théorie 
de  l'involution  et  de  l'homographie  unicursale.  Un  volume  in-8n  de 
208  pages.  Bruxelles,  F.  Hayez,  i8gr. 

Le  but  de  ce  Mémoire,  qui  a  été  couronné  au  concours  univer- 
sitaire de  Belgique  en  1890,  est  d'établir,  d'après  une  méthode 
uniforme,  la  théorie  de  Vinvolution  et  de  l'homographie  uni- 
cursale. Outre  les  résultats  obtenus  antérieurement  par  les  Géo- 
mètres, l'auteur  a  exposé  la  solution  de  plusieurs  questions 
nouvelles.  Diverses  applications  ont  été  introduites  en  vin-  de 
l'intérêt  que  la  théorie  présente  pour  la  Géométrie  des  espaces. 

Une  involution  !"_,,  d'ordre  n  et  de  rang  n  —  1,  est  un  en- 
semble, 11  —  1  fois  infini,  de  groupes  de  n  éléments  semblables 
de  première  espèce,  tel  qu'an  que/conque  de  ces  groupes  est 
déterminé,  sans  ambiguïté,  par  n  —  1  de  ses  éléments,  quels 
que  soient  ceux-ci. 

Une  involution  I",  d'ordre  n  et  de  rang  k,  est  l'ensemble, 
k  fois  infini,  des  groupes  communs  éi  n  —  k  involutions  !„_«• 

Une  involution  l"_i  est  représentée  analjtiquement  par  l'égalité 
à  zéro  d'une  forme  n  linéaire  symétrique 

(1)  axlaxl...axn=o. 

Une  involution  I'^.est  représentée  par/?  —  £  équations  analogues. 

La  base  de  la  méthode  employée  pour  étudier  les  involutions 
est  l'interprétation  géométrique  suivante  :  L'équation  (1)  d'uDe 
!'/,_,  contient  n  coefficients  indépendants  :  ces  coefficients  peuvent 
être  considérés  comme  étant  les  coordonnées  d'un  point  A  de 
l'espace  à  n  dimensions,  ou  comme  étant  les  coordonnées  langen- 
tielles  d'un  espace  E„_,  an  —  1  dimensions  situé  dans  Ëfl. 

Le  point  A  est  le  point  principal  de  \"u  ,  et  E„_t  est  l'espace 
complémentaire  de  I'J  ,,  représentée  dans  l'espace  E„. 

On  est  conduit  aux  théorèmes  suivants  qui  sont  corrélatifs  : 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a"  série,   l.   WIII.    1  V.oûl  1899.)  i3 
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1"  Le  lieu  des  jmiiiis  principaux  des  \"n_i  décomposables  est 
la  courbe  normale  C„  de  En. 

a0  Les  espaces  complémentaires  ries  I"_,  sont  les  espaces  os- 
culateurs  de  la  courbe  normale  Cn  de  Efl. 

De  là,  on  est  amené  à  la  conclusion  suivante  : 

Les  espaces  à  n  —  i  dimensions,  qui  passent  par  le  point 
principal  d'une  I"_, .  marquent  sur  Cn  des  groupes  de  n  points, 
dont  les  paramètres  vérifient  l'équation  (i)  :  ces  groupes  de 
points  sont  donc  les  images  des  groupes  de  l'involution. 

Une  involulion  1'^  sera  représentée  par  la  jonction  des  n — /. 
points  principaux  des  n  —  k  invol niions  I"t_l  dont  elle  est  la  résul- 
tante; cette  jonction  est  un  espace  à  // — /.  — i  dimensions, 
E„_a_i,  espace  principal  de  I,!. 

De  môme,  Y  espace  complémentaire  de  I"  sera  un  espace  à 
k  dimensions,  E*. 

Tous  les  espaces  à  n  —  i  dimensions  qui  passent  par  E„_a_, 
marquent  sur  la  courbe  Cw  des  groupes  de  n  points,  qui  sont  les 
images  des  groupes  de  I£  :  en  interprétant  analytiquement  ce  ré- 
sultat, on  est  conduit,  sans  difficulté,  à  la  seconde  représentation 
algébrique  d'une  l'A',  équivalente  à  l'équation, 


À  !  a  i  "c  -+-  '/.  9  a  >.']■  —  ...-+-  ÀÂ~r7  a  £  —  1 1  =  o 

d'un  faisceau,  d'ordre  /. .  de  formes  binaires  d'ordre  n. 

L'auteur  indique  un  système,  plus  général,  permettant  de  re- 
présenter les  groupes  d'une  1"  sur  la  courbe  normale,  Cp.,  d'un 
espace  à  u  ^>  n  dimensions. 

En  se  servant  des  procédés  de  représentation  sur  les  courbes 
normales,  on  retrouve,  très  facilement,  les  propriétés  de  L'invo- 
lution quelconque,  propriétés  ducs  en  grande  partie,  comme  on 
le  sait,  à  MM.  Le  Paige,  Weyr  el  Lerch.  Cette  méthode  conduit 
de  menu;  à  de  nouveaux  résultats  el  à  la  généralisation  de  résul- 
tats connus  :  telle  est,  par  exemple,  la  généralisation  des  théorèmes 
de  M.  Weyr  sur  les  éléments  neutres  d'espèce  quelconque. 

D'un  autre  côté,  la  considération  des  espaces  d'involution  a 
permis  à  l'auteur  de  trouver  les  conditions  pour  qu'un  nombre 
quelconque  d'involutions  aient  des  groupes  communs  en  nombre 
fini,  ou  en  nombre  /U1,1, "lt "'  infini. 
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Ces  conditions  se  résument  en  la  suivante  : 

n  involiuions ,  d'ordres  et  de  rangs  quelconques,  ne  peuvent 
avoir  des  groupes  communs  en  nombre  r  fois  infini  que  si  la 
somme  des  rangs,  diminuée  du  nombre  r,   est  un   multiple 

de  n  —  ï  ."  le  facteur  de  multiplicité  est  le  nombre  des  éléments 
qui  figurent  dans  les  groupes  communs. 

Un  grand  nombre  de  propriétés  «les  groupes  d'élémenls  com- 
muns à  un  nombre  quelconque  d  involutions  découle  du  théorème 
suivant  : 

q  +  ï  involutions  I";  'i  =  ï ,  2,  3,  .  .  . ,  r/+i),  dont  la  somme 
des  rangs  est  un  multiple  ;j.  de  q,  ont  des  groupes  de  u,  éléments 
1 


communs  en  nombre,   I  I  (  ,        À'  ) 


Le  Mémoire  contient  encore  des  propriétés  nouvelles  des  invo- 
lutions conjuguées,  des  surfaces  d'involution  et  aussi  des  con- 
structions géométriques  de  i'involution  cubique  du  premier  et  du 
second  rang. 

Comme  applications,  l'auteur  rappelle  d'abord  les  belles  re- 
cherches dans  lesquelles  M.  Le  Paige  a  appliqué  les  propriétés 
de  I'involution  pour  construire  les  courbes  cubiques,  ainsi  que 
les  résultats  obtenus  par  M.  \\  evr  dans  la  géométrie  des  courbes 
rationnelles  planes  ou  gauches;  ces  applications  se  trouvent  éten- 
dues à  la  géométrie  des  courbes  rationnelles  «.les  espaces  quel- 
conques. 

Comme  application  analytique,  la  conception  des  éléments 
neutres  permet  de  trouver  immédiatement  l'expression  canonique 
des  involutions  !"_,,  quand  n  est  impair;  de  plus,  en  étendant  la 
notion  des  éléments  neutres,  on  obtient  l'expression  canonique 
des  involutions  l,''-,  quand  n  •+■  1  est  un  multiple  de  o  -h  1  : 
comme  conséquence,  on  peut  donner  la  forme  canonique  de  cer- 
tains systèmes  de  formes  binaire-. 

Une  grande  partie  du  Mémoire  esl  consacrée  à  la  généralisation 
de  Vinvolution,  c'est-à-dire  à  V homographie,  n  figures  de 
première  espèce  forment  une  homographie  II"  ,  d'ordre  n  et 
(b-   rang  n  —  1,  quant  n  —  1    éléments,   pris  arbitrairement 
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dans  (/?  —  1)  de  ces  figures,  déterminent,  sans  ambiguïté,  un 
élément  do  la  figure  restante. 

Les  groupes  communs  à  n  ■ —  /.  homographies  H^_,  forment 
une  homographie  ïï"k,  d'ordre  n  et  de  rang  k. 

Dans  le  cas  de  n  =  2,  h  =  1 ,  on  peut  considérer  L'homographie 
comme  dérivant  de  deux  involutions  de  la  façon  suivante  :  Soient 
deux  involutions  \\  et  i\;  à  un  élément  ./•.  il  correspond, 
dans  [j,  un  élément  y,  et  à  cet  élément  y  il  correspond,  dans 

J^,  un  clément  z\  entre  les  éléments  x  et  y  il  existe  une  rela- 
tion \\\. 

En  se  servant  de  celte  propriété,  on  peut  construire  l'homo- 
graphie H';  sur  une  conique  quelconque. 

La  notion  de  la  résultante  de  deux  involutions  1^  peut  se  géné- 
raliser de  la  façon  suivante  :  Soient  k  involutions  "  IJ",  (ï  =  i, 
2,  3,  .  .  .,  k)  et  une  involution  Ijjfl]  ;  à  chacun  des  groupes  de 
n  —  1  éléments  de  1"~|  il  correspond,  dans  chacune  des  involu- 
tions WI"_,  un  élément  xt\  les  k  éléments  x-  forment  une  Hj_,. 

L'auteur  n'a  pu  démontrer  que  celte  homographie  fût  la  plus 
générale  :  il  l'a  démontré  géométriquement  dans  le  cas  de  /."  =  3. 

Les  deux  derniers  Chapitres  du  Mémoire  contiennent  l'élude 
des  propriétés  des  homographies  quelconques  :  éléments  mul- 
tiples, éléments  multiples  associés,  éléments  neutres  et  groupes 
communs  éi  un  nombre  quelconque  d'homographies  cjuel- 
conques. 

Par  la  combinaison  de  l'homographie  II;  et  de  l'involution  I*, 
le  théorème  de  l'Iiexagrammc  de  Pascal  se  présente  comme  l'in- 
terprétation sur  une  conique  du  théorème  suivant  : 

£,«2  résultante  de  trois  involutions  \\  est  une  involution, 
quand  ces  trois  involutions  appartiennent  à  un  faisceau. 

D'après  celte  considération,  la  représentation  des  involutions  1* 
sur  la  courbe  normale  d'un  espace  à  n  dimensions  conduit  à 
l'extension  du  théorème  de  Pascal  pour  une  courbe  normale 
quelconque. 

Dans  le  cas  de  n  =  3,  on  retrouve  le  théorème  de  Chasles  sur 
l'heptagone  inscril  à  une  cubique  gauche 

Les   résultats  indiqués  à  ce   propos    pcrmetlenl    de  construire 
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linéairement,  et  par  points,  la  courbe  C«  la  plus  générale  dont  on 
se  donne  n  -f-  3  points. 

Comme  application  de  l'homographie  II;  et  de  son  extension, 
le  principe  de  correspondance  de  Chasles,  on  trouve  indiqués 
divers  procédés  pour  construire  certaines  courbes  rationnelles 
planes;  du  reste,  la  généralisation  du  procédé,  employé  par 
Chasles  pour  construire  les  cubiques  planes,  conduit  rameur  à  la 
génération  de  certaines  surfaces;  pour  les  surfaces  cubiques,  on  a 
le  théorème  suivant  : 

Les  plans  d'une  gerbe  marquent  sur  quatre  droites  fixes  les 
sommets  de  quadrangles  dont  les  points  diagonaux  appar- 
tiennent à  trois  surfaces  cubiques  générales. 

La  théorie  de  l'homographie  quelconque  conduit  à  généraliser 
le  procédé,  obtenu  par  M.  Le  Paige,  pour  construire  les  cubiques 
planes,  au  moyen  de  faisceaux  de  droites;  par  des  considérations 
analogues,  la  plupart  des  procédés  connus  pour  engendrer  les  sur- 
faces cubiques  se  ramènent  à  l'étude  des  faisceaux  homogra- 
phiques. 


Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society,  continuation  of  tiii: 
New  York  Mathematical  Societv.  A  historical  and  critical  Review  of 
Mathematical  Science,  cditcd  by  T. -S,  Fiskc,  A.  Ziwet,  F.  Morhy,  /'.-.Y. 
Cole.  In-8°;  Macmillan  Co. 

Nous  sommes  bien  en  retard  pour  parler  de  cette  intéressante 
publication,  qui  en  est  à  la  cinquième  année  de  sa  deuxième  série, 
ou,  si  l'on  veut,  de  sa  forme  actuelle.  H  y  aurait  quelque  imper- 
tinence à  adresser  à  ses  savants  éditeurs  des  souhaits,  qui  sonl 
réalisés. 

Quoi  qu'il  en  soit,  ce  Bulletin  esl  d'une  lecture  très  attra \ ante, 
même  pour  1rs  gens  du  vieux  monde;  les  Mathématiques  propre- 
ment dites,  les  comptes  rendus  de-,  Congrès,  les  travaus  des 
membres  \  tiennent  la  plus  grande  place,  cela  va  sans  dire;  mais 
un  \  trouve  aussi  des  nouvelles,  des  nouvelles  des  livres  loul 
d'abord,  des  listes  de  publications  récentes,  des  comptes  rendus 
des  Ouvrages  importants,  pu  In  des  nouvelles  des  cours  qui  se  fonl 
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tant  en  Europe  qu'en  Amérfcjue,  <  1  « ■  s  nominations  de  professeurs, 
des  élections  aux  Académies,  des  fêles  et  des  deuils  scientifiques. 
On  annonce,  par  exemple,  en  janvier  1899,  ces  fêtes  en  l'honneur 
de  l'illustre  G.  Slokes,  où  l'Université  de  Cambridge  devait  se 
montrer  si  hospitalière,  et  l'on  imprime  la  liste  des  prédécesseurs 
du  maître  qui  occupe  sa  chaire  depuis  cinquante  ans  :  Barrow, 
Newton,  Whiston,  Sanderson,  Colson,  Waring,  Milner,  Whod- 
house,  Turton,  Airy,  Babbage,  (xing.  Les  éditeurs  se  donnent  la 
peine  d'aller  aux  nouvelles  et  ne  croient  pas  diminuer  la  dignité 
de  leur  Recueil,  parce  qu'ils  y  font  pénétrer  les  faits,  la  vie.  l'in- 
formation. 

Je  ne  sais  si,  dans  le  choix  des  articles  purement  mathématiques, 
ils  ont  cherché  1>i  variété;  mais  ils  l'ont  heureusement  trouvée. 
Voici,  dans  les  quelques  numéros  que  j'ai  sous  les  veux,  deux  ar- 
ticles qui  me  semblent  procéder  d'une  excellente  idée  :  un  rapport 
de  M.  G. -A.  Miller  sur  les  récents  progrès  dans  la  théorie  des 
groupes  d'ordre  fini,  un  rapport  de  M.  H. -S.  White  sur  la  théorie 
des  invariants  projectifs  et  les  principales  contributions  à  cette 
théorie,  depuis  dix  ans.  De  pareils  rapports,  qui  permettent  d'es- 
quisser les  grandes  lignes  d'un  sujet,  qui  marquent  le  sommet  où 
l'on  est  arrivé,  qui  permettent  d'indiquer  celui  qu'il  faudra  s'ef- 
forcer de  gravir,  sont  très  intéressants  par  les  idées  générales,  les 
vues  d'ensemble  qui  s'en  dégagent,  très  profitables  aussi  par  les 
renseignements,  les  facilités  et  les  encouragements  qu  ils  apportent 
aux  travailleurs.  Voici  (je  cite  au  hasard)  un  travail  de  M.  James 
Pierpont  sur  M Arlthmetization  des  Mathématiques,  plusieurs 
Notes  importantes  de  M.  Osgood  sur  des  points  essentiels  de  la 
théorie  des  fonctions;  d'intéressantes  recherches  de  M.  Maxime 
Bûcher  sur  les  équations  différentielles  linéaires,  un  Mémoire  de 
M.  Chessin  sur  les  développements  périodiques  de  l'équation  du 
centre  et  du  logarithme  du  rayon  vecteur;  des  articles  sur  divers 
sujets  de  Géométrie  de  MM.  Morlev,  Emch,  Holgate,  etc.  Les 
rapports  sur  les  réunions  de  X! American  mathematical  Society, 
tenues  soit  à  New-York,  soil  à  Chicago,  cl  rédigés,  pour  l'année 
que  j'ai  sous  1<>  yeux,  les  uns  par  M.  F.-N.  Gole,  les  autres  par 
M.  Th. -F.  Holgate,  témoignent  d'une  grande  activité  scientifique. 
Les  communications  \  sont  brièvement  et  clairement  analysées; 
quelques-unes  figurent  in  extenso  dans  le  Bulletin  de  lu  Société. 
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J'ai  déjà  dit  que  ce  recueil  comprenait  aussi  des  analyses  d'Ou- 
vrages récents.  Voici,  par  exemple,  un  important  compte  rendu 
de  M.  Lovett  sur  les  Leçons  sur  les  systèmes  orthogonaux  et 
les  coordonnées  curvilignes  de  M.  Darboux.  Une  traduction  de 
la  Géométrie  der  Luge  de  M.  Th.  Rêve,  due  à  M.  I\  Holgate, 
donne  à  iMme  Charlotte  Angas  Scott  l'occasion  d'exposer,  non 
sans  vivacité,  des  vues  intéressantes  sur  les  fondements  de  la  Géo- 
métrie. Les  éditeurs  ne  dédaignent  pas  les  Mathématiques  élémen- 
taires :  voici  des  articles  de  MM.  Brown,  Lovett,  Young,  etc., 
sur  les  Leçons  de  Cosmographie  de  Tisserand  et  Andoyer,  mu-  le 
Formulario  scolastico  di  Matematica  e  le  me  n  tare  de  M.  Ros- 
sotti,  sur  une  traduction  des  Leçons  élémentaires  de  Mathéma- 
tiques de  Lagrange Evidemment,  V American  mathematical 

Society,  tout  en  ayant  pour  le  but  le  développement  de  la  Science, 
s'intéresse  à  l'enseignement  :  les  écoles  américaines  ne  peuvent 
qu'en  profiter.  J.   T. 


L'Enseignement  mathématique.  Revue  internationale  paraissant  ions  les 
deux  mois.  Directeurs  :  C.-A.  Laisant  cl  //.  Felir,  n"s  1.  2.  .'5;  i  3  mars, 
1 3  mai  et  i  5  juillet,  18.99. 

Cette  publication  nouvelle,  à  laquelle  nous  tenons  dés  aujour- 
d'hui à  souhaiter  la  bienvenue,  débute  par  un  article  où  les  direc- 
teurs de  la  Publication  indiquent  de  la  manière  suivante  à  quelles 
préoccupations  ils  ont  obéi  en  fondant  la  nouvelle  Revue  et  quel 
est  le  but  qu'ils  poursuivent. 

«  Dans  tous  les  pays  où  se  cultive  la  Science  mathématique  le 
corps  enseignant  se  compose  à  tous  les  degrés  de  professeurs  pro- 
fondément attachés  à  leur  mission  et  qui  s'y  consacrenl  avec  tout 
ce  qu'ils  ont  de  dévouement,  d'instruction  et  d'intelligence.  Mais 
presque  tous  en  sont  venus  à  comprendre  qu'il  \  a,  dans  les 
moyens  pédagogiques  employés,  des  perfectionnements  possibles; 
à  l'heure  où  la  Science  a  tant  progressé,  les  programmes  des  di- 
verses branches  de  l'enseignement  appellent  des  réformes  plus 
ou  moins  complètes:  et  avec  celailya  une  question  fondamentale 
dont  on  ne  saurait  méconnaître  l'importance  :  c'est  celle  de  la 
préparation  du  corps  enseignant. 
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»  Toutes  ces  transformations  ne  sauraient  s'accomplir  brus- 
quement, ni  sans  de  sérieuses  réflexions  préalables.  Mais,  pour 
procéder  à  une  telle  étude  d'une  façon  judicieuse,  la  première  des 
conditions  n'est-elle  pas  de  connaître  ce  qui  se  passe  dans  les 
autres  pays,  de  savoir  quelle  est  dans  chacun  d'eux  le  mode  d'or- 
ganisation mathématique,  quels  sont  les  programmes  en  vigueur, 
les  moyens  de  sanction  des  éludes,  etc.  Or,  sur  toutes  ces  choses, 
on  vit,  il  faut  le  reconnaître,  dans  une  ignorance  générale  pro- 
fonde, et  il  n'en  peut  être  autrement.  Malgré  les  relations  fré- 
quentes qui  se  sont  établies  à  notre  époque  entre  savants  qui 
cultivent  un  môme  sujet  d'étude,  malgré  les  Congrès  internationaux 
si  brillamment  inaugurés  à  Zurich  en  i<St)~  et  dont  le  principe  e>l 
désormais  établi,  le  monde  de  l'enseignement  proprement  dit  n'a 
pu  s'associer  jusqu'à  présent  à  ce  grand  mouvement  de  solidarité 
scientifique  aussi  pleinement  qu'il  eût  été  désirable...  Nous 
avons  voulu,  par  la  publication  de  notre  Revue,  renverser  les 
obstacles  qui  s'opposent  à  ces  communications  réciproques  et  créer 
une  sorte  de  correspondance  mutuelle,  continue,  entre  les  hommes 
qui  ont  consacré  leur  vie  à  celte  noble  mission  :  l'éducation  mathé- 
matique de  la  jeunesse. 

»  En  vue  de  ce  résultat  notre  premier  soin  a  été  de  donner  à  la 
Publication  périodique  dont  il  s'agit  un  caractère  franchement  et 
hautement  international...  Chaque  numéro  de  Y  Enseignement 
mathématique  contiendra  en  principe  : 

)>  i°  Des  articles  généraux;  a°  des  études  pédagogiques;  3°  une 
chronique  et  des  correspondances;  4°  une  partie  bibliogra- 
phique .... 

»  Les  articles  généraux  peuvent  avoir  une  portée  philosophique 
et  concerner  toute  une  branche  de  la  Science  mathématique;  en 
ce  cas,  sans  se  rapporter  à  l'enseignement  d'une  manière  directe, 
ils  seront  accueillis  par  nous  avec  empressement.  . 

»  Une  autre  espèce  d'articles  généraux  nous  semble  aussi  pré- 
senter un  intérêt  de  premier  ordre.  Nous  voulons  parler  de  ceux 

qui  ont  | r  but  de  mettre  le  lecteur  au  courant  de  l'organisation 

de  l'enseignement  mathématique  dans  un  pays  déterminé,  ou 
même  de  I  enseignement  en  ce  pays  d'une  branche  particulière 
de  la  Science  mathématique.  .  .. 

Comme   il   \    a   un  intérél   de  premier  ordre  -don  non- 
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que  tontes  les  idées  puissent  se  produire  au  grand  jour  ou  être 
soumises  à  la  discussion  des  hommes  de  science,  la  correspon- 
dance que  nous  ajoutons  à  notre  chronique  nous  semble  appelée 
à  rendre  de  grands  services.  Sous  celte  rubrique,  nous  accueille- 
rons toutes  les  idées,  même  celles  auxquelles  nous  serions  totale- 
ment opposés,  en  matière  d'enseignement  mathématique.  Elles  se 
trouveront  nécessairement  présentées  sous  une  forme  un  peu  con- 
densée; mais  cette  partie  de  notre  Revue  sera  une  véritable  tri- 
bune ouverte  à  tous  sans  restriction  .... 

»  Enfin  la  bibliographie,  que  nous  ne  voulons  pas  négliger, 
comprendra  l'annonce  ou  l'analyse  sommaire  du  plus  grand 
nombre  possible  des  publications,  périodiques  ou  non,  intéres- 
sant l'enseignement  mathématique  et  qui  seront  portées  à  la  con- 
naissance de  la  Direction.  » 

Ces  extraits  du  programme  définissent  les  tendances  de  la  nou- 
velle publication.  Pour  en  donner  une  idée  aussi  exacte  que  pos- 
sible, nous  allons  analyser  rapidement  quelques-uns  des  principaux 
travaux  parus  dans  les  trois  premiers  numéros. 

Parmi  les  articles  généraux,  nous  signalerons  ceux  de  M.  Z.-G. 
de  Galdeano  sur  les  Mathématiques  en  Espagne,  où  l'auteur  résume 
en  quelques  pages  intéressantes  ce  qui  a  été  fait  en  Espagne  dans  les 
diverses  branches  mathématiques;  de  M.  Bobynin  sur  l'Enseigne- 
ment mathématique  en  Russie,  où  l'auteur  s'attache  principale- 
ment à  la  période  antérieure  à  1828  ;  nous  espérons  que  cette  série 
sera  continuée  et  complétée;  il  esl  à  désirer  que  nous  connaissions 
bien  comment  se  distribue  l'Enseignement  mathématique  dans  les 
principaux  pays. 

D'aulres  articles  de  M.  Fontené  sur  renseignement  de  la  théorie 
des  vecteurs,  de  M.  Fehr  sur  l'enseignement  des  éléments  de 
Trigonométrie,  de  M.  C.  Fontené  sur  l'emploi  des  signes  en  Géo- 
métrie, de  M.  Candido  sur  la  fusion  de  la  Planimétrie  et  de  la 
Stéréométrie  dans  l'enseignemenl  de  la  Géométrie  élémentaire  en 
Italie,  appartiennent  à  la  seconde  catégorie  qui  a  été  prévue  par 
les  directeurs.  Ils  se  rapportent  à  l'enseignement  des  différentes 
branches  des  Mathématiques  et  sont  de  nature  à  rendre  de  réels 
services  aus  professeurs. 

D'autres  articles  présentenl   un  intérêl  'l'un  autre  ordre,  hislo- 
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ri  que  ou  philosophique  :  ithx.  par  exemple,  de  M.  Laisant  sur  les 

questions  de  terminologie,  de  M.  A.  Binet  sur  la  Pédagogie  scien- 
tifique en  général,  de  M.  Laisant  sur  le  choix  des  sujets  de  com- 
position, de  M.  de  Galdeano  qui  traite  de  quelques  principes 
généraux  sur  l'enseignement  mathématique.  Un  travail  de  M.  H. 
Laurent  intitulé  "  «  Considérations  sur  l'enseignement  des  Mathé- 
matiques dans  les  classes  de  spéciales  en  France  »  a  amené'  M.  H. 
Poincaré  à  discuter  un  des  points  soulevés  par  l'auteur  dans  un 
article  dont  le  litre  :  «  La  notation  différentielle  et  l'enseignement  » 
indique  bien  l'objet.  M.  Poincaré'  n'est  pas  d'avis  que  l'on  ajoute 
dans  l'enseignement  toutes  les  difficultés  qui  résultent  de  L'emploi 
de  la  notation  différentielle  à  celles  qu'éprouve  l'élève  dans  l'élude 
et  la  recherche  des  dérivées.  Enfin  M.  Poincaré,  dans  le  dernier 
numéro,  nous  donne  un  second  article  tout  à  fait  digne  d'être 
médité  sur  la  logique  et  l'intuition  dans  la  Science  mathématique 
et  dans  l'Enseignement. 

Avec  de  tels  articles,  avec  le  patronage  d'hommes  tels  que 
MM.  Appell,  Bougaiev,  Cantor,  Cremona,  Czuber,  de  Galdeano, 
Greenhill,  Klein,  Lignine,  Mansion,  Mittag-Lelfler,  Oltramare, 
Petersen,  Picard,  Poincaré,  Scboule,  Stéphanos,  Tei\eira,  Vas- 
silief,  Zivvet,  le  nouveau  Recueil  est  assuré  de  vivre  et  de  trouver 
bon  accueil  dans  tous  les  pays. 


MELANGES. 

LA  VIE  D'ÉVARISTE  GALOIS.  PAR  P.  DUPUY; 
Par  M.  J.  BERTRAND, 

La  précocité  est  un  don  périlleux.  Les  tristesses  de  la  vie  d'Éva- 
risie  Galois  en  donnent  une  preuve.  Le  Traité  des  sections  coniques, 
composé  par  Pascal  à  l'âge  de  seize  ans,  n'égale  pas,  comme 
marque  d'invention  et  de  génie,  les  merveilleuses  découvertes 
écloses  avant  dix-sepl  ans  dans  la  jeune  tête  de  Galois.  Lorsque  le 
marquis  de  L'Hôpital  résolvail  à  quinze  ans  des  problèmes  sur  la 
roulette,   quand  Glairaut  présentait    à   treize  ;m>    un    Mémoire  de 
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Géométrie  analytique  à  l'Académie  des  Sciences,  ils  n'étaient  l'un 
et  l'autre  que  d'excellents  élèves;  s'ils  avaient  eu  dix  ans  de  plus, 
personne  n'aurait  remarqué  leur  œuvre.  Les  plus  grands  géomètres, 
depuis  cinquante  ans,  commentent  les  découvertes  de  Gai  ois.  La 
langue  mathématique  est  la  plus  parfaite  et  la  plus  simple  qu'on 
connaisse.  L'Hôpital  et  Clairaut  ont  appris  presque  dès  l'enfance 
à  l'écrire  correctement.  Pascal  et  Galois,  pour  la  découvrir,  ont 
surmonté  tous  les  obstacles  et,  des  le  premier  jour,  l'ont  parlée 
avec  perfection.  L'un  et  l'autre  ont  élé  de  ces  hommes  dont  parle 
La  Bruyère  :  «  Semblables  à  ces  étoiles  extraordinaires  dont  on 
ignore  les  causes,  ils  n'ont  ni  aïeuls  ni  descendants;  ils  composent 
seuls  toute  leur  race.  » 

La  vie  d'Evariste  Galois  permet  de  regretter,  pour  lui  et  pour 
la  Science,  qu'il  n'ait  pas,  comme  Augustin  Cauchy,  rencontré  un 
Lagrange  pour  conseiller  avec  autorité,  à  un  père  capable  de  le 
comprendre,  de  lui  rendre  la  voie  commune  assez  attrayante  pour 
qu'il  consentît  à  la  suivre.  Le  prodigieux  enfant,  tout  le  prouve,  y 
aurait  surpassé  ses  rivaux,  et  la  Science,  en  s'emparant  de  lui 
quelques  années  plus  tard,  l'aurait  conservé  plus  longtemps.  L'en- 
treprise eût  été  difficile.  Augustin  et  Evariste,  quoique  également 
doués,  étaient  fort  dissemblables.  Augustin,  pieux  et  docile 
enfant,  respectait  toutes  les  règles  et  obéissait  à  tous  les  devoirs. 
Evariste,  nourri  dans  la  haine  des  tyrans,  croyait,  en  tourmen- 
tant les  maîtres,  veiller  au  maintien  de  ses  droits. 

Evariste  Galois  naquit  à  Bourg-la-Jleine,  le  a5  octobre  181  1. 
Son  père  était  chef  d'une  institution  florissante,  fondée  avant  la 
dévolution  par  le  grand-père  d'Evariste.  Sa  mère,  fille  d'un  savanl 
jurisconsulte,  avait  une  instruction  plus  solide  que  celle  dont  les 
programmes  s'accroissent  sans  cesse  aujourd'hui.  Elle  avait  puisé 
dans  les  auteurs  classiques,  qu'elle  étudiait  dans  leur  langue,  le 
respect  du  stoïcisme  et  l'amour  des  vertus  antiques.  M.  Galois, 
homme  de  belles-lettres,  spirituel  et  instruit,  avait  dû,  comme 
maire  de  Bourg-la-Reine,  jurer  fidélité  à  Louis  WIN.  Sa  con- 
science le  lui  reprochait,  et  les  royalistes,  nombreux  dans  son  vil- 
lage, l'accusaient  de  n'avoir  juré  que  du  bout  des  lèvres.  Leurs 
calomnies  troublaient  sa  vie;  il  se  délivra  par  le  suicide  du  délire 
de  la  persécution.  Evariste  avait  alors  dix-huit  ans.  Instruit  par  -a 
mère,  il  fut  un  aimable   el    heureux   enfant.   Quand,   à    l'âge   de 
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douze  ans,  on  le  plaça  comme  interne  au  collège  Louis-le-Grand, 
il  pleura  ces  beaux  jours  qu'il  ne  revit  jamais.  Evariste  était  bien 
préparé  à  la  classe  de  quatrième,  mais  les  succès  d'écolier  ne  le 
tentèrent  pas.  Ses  maîtres,  immédiatement,  se  plaignirent  de  lui; 
on  le  trouvai!  impardonnable  de  ne  pas  se  placera  la  tète  de  la 
classe.  Jl  récitait  ses  leçons  sans  faute  quand  il  avait  daigné  les 
regarder.  Le  nom  de  Galois  inspire  aujourd'hui  le  respect;  la 
mauvaise  humeur  de  ses  maîtres  paraît  ri-ible.  Galois  paraît 
affecter,  s'écrie  prétentieusement  son  professeur  de  rhétorique, 
de  faire  autre  chose  que  ce  qu'il  faudrait.  C'est  dans  cette  inten- 
tion qu  il  bavarde  si  souvent  :  il  proteste  contre  le  silenee. 

A  l'âge  de  quinze  ans,  son  professeur  ne  trouve  pas  que  cet 
enfant,  qui  dans  un  an  deviendra  l'émule  de  Gauss  et  de  Cauchy, 
ait  l'esprit  assez  mûr  pour  profiter  des  leçons  qu'il  n'écoutait  pas. 
On  le  renvoya  dans  la  classe  de  seconde,  où  Saint-Marc  Girardin, 
pour  toute  appréciation,  déclara  sa  conduite  passable. 

L'année  suivante,  en  rhétorique,  son  professeur,  M.  Pierrot, 
écrit  :  «  Sa  facilité,  à  laquelle  il  faut  croire,  quoique  je  n'en  aie 
encore  aucune  preuve,  ne  le  conduira  à  rien;  il  n'y  a  trace,  dans 
ses  devoirs,  que  de  négligence  et  de  bizarrerie.  » 

On  va  jusqu'à  déclarer  son  originalité  affectée.  Qu'en  savait-on? 
Sur  un  seul  point,  personne  n'hésite  et  ne  doute.  Galois  a  la  pas- 
sion, on  dit  quelquefois  la  fureur,  des  Mathématiques.  Son  profes- 
seur de  Mathématiques  spéciales,  sans  deviner  son  génie,  il  ne 
faut  pas  demander  l'impossible,  lui  prédit  le  premier  rang  à 
l'Ecole  Polytechnique,  et  le  prix  d'honneur  au  concours  général  ; 
M.  Richard  croyait  lui  rendre  bonne  justice  :  Galois  méritait 
mieux;  il  obtînt  beaucoup  moins.  Il  ne  fui  pas  admis  à  l'Ecole 
Polytechnique  et  n'obtint  au  concours  qu'un  quatrième  accessit. 
M.  Richard  lui  adressait  un  grave  reproche  :  Galois  ne  travaillait 
que  les  parties  supérieures  des  Mathématiques.  Sans  écoutei  ses 
leçons,  il  remettait  d'excellents  devoirs.  Richard,  chaque  semaine, 
proposait  un  problème  ingénieusement  choisi.  Les  meilleurs  <■!«'  \  es 
attendaient  avec  impatience  o  la  carotte  du  père  Richard  ».  Galois 
ne  manquait  jamais  de  remettre  la  solution,  trouvée  et  mise  au 
net,  avant  la  lin  de  la  classe.  \  ingl  ans  après,  M.  Richard  aimait  à 
montrer  les  copies  de  Galois.  Que  sont-elles  deveni 

Si  Galois  trompa  l'attente  de   ses   maîtres  en  manquant  le  prix 
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d'honneur,  comme  en  181^  Michel  Chasles,  il  n'en  faut  rien  con- 
clure :  la  composition  de  Galois  était  excellente,  mais  le  sujet 
était  facile,  beaucoup  d'autres  ont  pu  faire  aussi  bien  que  lui.  Bra- 
vais mérita  le  premier  prix;  la  Commission  avait  Lien  jugé,  et 
Poisson,  chargé  de  proposer  la  question,  ne  l'avait  aucunement 
mal  choisie.  Le  concours,  quoi  qu'on  fasse,  est  une  loterie  entre 
les  bons  élèves.  Pour  les  meilleurs  les  billets  sont  nombreux  ;  mais 
chaque  concurrent  en  reçoit  au  moins  un.  Bravais,  d'ailleurs, 
était  un  élève  hors  ligne  qui,  solidement  instruit  par  ses  maîtres, 
méritait  mieux  leurs  récompenses  que  Galois,  dont  la  science, 
beaucoup  plus  profonde,  ne  devait  rien  à  leurs  leçons. 

Une  légende  s'est  formée  sur  l'examen  d'admission  de  Galois  à 
l'Ecole  Polytechnique.  M.  Dupuy  la  rapporte.  Il  est  mal  informé. 
«  Quel  est,  dit-il,  l'examinateur  qui  n'avait  pas  compris  Galois  : 
Est-ce  Lefébure  de  Fourcj  ou  Binet?  (Il  faut  lire  :  Lefebvre  ou 
Dinet.)  La  tradition  veut  qu'à  la  suite  d'une  discussion  où  l'un 
d'eux  avait  eu  tort,  le  candidat  exaspéré  ait  jeté  le  torchon  à 
effacer  la  craie  à  la  figure  de  l'examinateur.  »  La  tradition  est 
fausse.  L'examinateur  était  Dinet.  Admiré  pendant  [dus  de  vingt  ans 
comme  professeur  de  Mathématiques,  il  avait  eu  pour  élèves  res- 
pectueux et  reconnaissants  Cauchy,  Olinde  Rodrigues,  Duhamel, 
Combes  et  Elie  de  Beaumont.  Homme  d'esprit  d'ailleurs,  exami- 
nateur consciencieux  et  bienveillant,  et,  d'après  l'opinion  com- 
mune, celui  de  tous  qui  se  trompait  le  moins.  Son  mode  d'examen, 
excellent  pour  les  élèves  ordinaires,  pouvait,  dans  des  cas  excep- 
tionnels et  très  rares,  l'induire  à  de  graves  erreurs.  Les  questions 
de  Dinet  étaient  toujours  très  faciles.  Quelquefois,  par  exemple, 
il  dictait  une  suite  de  chiffres  pour  faire  lire  au  candidat  le  nombre 
qu'ils  représentent.  Indiquant  aux  «lèves  une  route  unie  et  sans 
pièges,  il  comptait  sur  sa  longue  expérience  et  sur  la  finesse  de 
son  esprit  pour  juger  leur  savoir  à  l'assurance  cl  à  la  fermeté  de 
leur  démarche.  Un  sortait  joyeux  de  son  examen,  certain  de 
n'avoir  fait  que  des  réponses  exactes.  Les  déceptions  étaient  nom- 
breuses. On  pouvait  comparer  Dinet  a  un  maître  d'armes  qui, 
chargé  de  juger  les  candidats  sur  l'escrime,  se  sérail  borné  à  les 
faire  tirer  au  mur,  voulant,  axant  tout,  apprécier  la  lionne  tenue 
et  le  respect  des  principes.  Les  résultats  ne  seraient  pas  les 
mêmes,  certainement,   que  si.  les  mettant    en  lutte  deux  a  deux, 
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on  les  jugeait  sur  le  nombre  des  coups  donnés  et  reçus;  mais  on 

serait  sans  doule  plus  certain  de  découvrir  ceux  qui,  plus  lard, 
deviendront  bons  lueurs,  à  la  condition,  toutefois,  qu'ils  voulus- 
sent bien  se  prêter  à  l'épreuve  et  s'y  préparer  sérieusement.  Le 
professeur  de  Mathématiques,  telle  était  la  maxime  de  Dinet,  doit 
enseigner  avant  tout  l'art  de  raisonner;  la  manière  de  démontrer 
a  plus  d'importance  que  les  vérités  que  l'on  démontre. 

Un  tel  jugement  semblait  absurde  à  Galois. 

La  question  posée  par  Dinet  était  :  l'exposition  de  la  théorie 
des  logarithmes  arithmétiques.  Premier  grief  de  Galois  :  il  n'y  a 
pas  de  logarithmes  arithmétiques;  ceux  que  Dinet  aurait 
nommés  algébriques  sont  exactement  les  mêmes.  Pourquoi  ne  pas 
lui  demander  simplement  la  théorie  des  logarithmes?  11  aurait  pu, 
sur  cette  question  digne  de  lui,  étonner  Dinet  par  sa  supériorité. 
Il  se  borna,  sans  sortir  des  bornes  prescrites,  à  dire  en  peu  de 
mots  ce  que  savaient  tous  les  candidats.  Dinet,  pour  faire  briller 
l'élève  supérieur  qu'on  lui  avait  annoncé,  lui  demanda  si,  dans 
l'adjonction  de  termes  nouveaux  dans  les  progressions  qui  servent 
de  base  à  la  théorie  qu'il  \enait  d'exposer,  il  était  nécessaire  d'en 
introduire  le  même  nombre  dans  chacun  des  intervalles.  «  En 
aucune  façon  »,  répondit  Galois.  Dinet  feignit  d'en  douter,  et 
Galois,  dans  ce  doule,  crut  voir  une  preuve  d'ignorance;  il  répéta 
simplement,  peut-être  avec  un  impertinent  dédain,  la  vérité,  pour 
lui  complètement  évidente,  dont  le  développement,  qui  lui  était 
facile,  aurait  assuré  sa  réception. 

Renonçant  à  l'Ecole  Polytechnique,  Galois  concourut  pour 
l'Ecole  -Normale.  Ses  examinateurs,  en  l'admettant,  ne  le  devinè- 
rent pas  mieux  que  ceux  de  l'Ecole  Polytechnique.  M.  Leroy, 
prévenu  sans  doule  par  Richard,  est  celui  qui  l'a  le  mieux  jugé. 
Cet  élève,  dit-il,  laisse  quelquefois  de  l'obscurité  dans  l'expression 
de  ses  idées,  mais  il  a  de  l'intelligence  et  montre  un  esprit  de  re- 
cherche très  remarquable.  11  lui  accorda  la  note  8,  le  maximum 
étant  io.  Cela  fut  suffisant  pour  compenser  la  note  de  lYclet. 
«  C'est  le  seul  élève,  disait  1  examinateur  de  Physique,  qui  m'ait 
mal  répondu.  On  m'a  dit  qu'il  avait  de  la  capacité  en  Mathéma- 
tiques; cela  m'étonne  beaucoup,  car,  d'après  son  examen,  je  lui 
crois  peu  d'intelligence,  ou,  du  moins,  il  l'a  tellement  cachée  qu'il 
m'a  été  impossible  de  la  découvrir.  Si  cet  élève  esl  réellement  ce 
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qu'il  m'a  paru  êlre,  je  doute  fort  qu'on  en  fasse  jamais   un  bon 
professeur.  » 

Au  lieu  des  leçons  de  Cauchy  et  d'Ampère,  qu'il  avait  espérées 
à  l'École  Polytechnique,  Galois  dut  suivre  à  la  Sorbonne  celles  de 
Lacroix,  et  à  l'École,  les  conférences  de  Leroy.  Il  fut  mauvais 
élève,  tout  comme  au  collège.  Supérieur  à  ses  camarades,  il  croyait 
l'être  à  ses  maîtres,  et  il  avait  raison,  personne  n'en  doute  au- 
jourd'hui. 

Un  de  ses  anciens,  Antoine  Masson,  m'a  raconté  qu'une  Revue 
scientifique,  apportée  un  jour  dans  l  École,  donnait  l'énoncé  du 
théorème  d'Algèbre  par  lequel  Sturm  est  devenu  célèbre.  C'était 
un  progrès  apporté  à  une  théorie  classique  que  chacun  des  élèves 
aurait  prochainement  à  enseigner.  Ils  désiraient  connaître  la  dé- 
monstration. Leroy  attendait  comme  eux  que  l'auteur  la  fît  con- 
naître. Galois  entra  dans  la  salle  de  ses  anciens;  on  lui  commu- 
niqua l'énoncé,  il  le  fit  répéter;  puis,  après  quelques  minutes  de 
réflexion,  sans  prendre  la  plume,  il  alla  au  tableau  et  donna  la 
démonstration,  dont  Masson,  Amyot  et  Auguste  Chevalier,  qui 
l'ont  entendue,  ont  gardé  le  souvenir. 

Les  Mathématiques,  cependant,  l'occupaient  de  moins  en  moins. 
Avant  et  après  la  Révolution  de  i83o,  le  drapeau  rouge  flottait 
dans  ses  rêves  au  milieu  des  permutations  et  des  groupes  de  ra- 
cines. La  chute  de  Charles  X  l'avait  enivré.  Louis-Philippe  trahis- 
sait ses  serments,  et  tout  bon  citoyen  devait  secouer  le  nouveau 
joug.  La  violence  de  ses  invectives  étonnait  ses  camarades  et  in- 
quiétait ses  maîtres.  H  écrivait  aux  journaux  pour  dénoncer  l'esprit 
réactionnaire  des  chefs  de  l'Ecole.  Il  fut  renvoyé.  PSi  ses  amis  ni 
ses  admirateurs  ne  pouvaient  désirer  qu'il  restât. 

Galois  était  intraitable  et  violent,  mais  désintéressé  et  loyal. 
Sa  supériorité  et  son  entière  bonne  foi  méritaient  l'indulgence. 
On  le  traita  en  ennemi  dangereux  et  indigne.  Ses  notes  de  con- 
duite étaient  détestables,  et  la  plupart  de  ses  camarades,  quoique 
trop  médiocres  pour  jalouser  ses  talents,  étaient  malveillants  et 
injustes.  On  a  présenté  son  renvoi  comme  la  juste  punition  d  une 
lettre  anonyme  qu'il  avait  écrite.  L'accusation  n'es!  pas  méritée; 
la  lettre,  envoyée  à  un  journal,  étail  signée  :  (îtiloi*.  élève  à 
l'Ecole  Vormale.  Le  gérant  qui  la  publia,  pour  ne  pas  compro- 
mettre railleur,   remplaça   la   signature  parcelle  indication  :  '    Un 
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élève  de  l'École  Normale  ».  Il  n'j  avait  pas,  comme  l'a  dit  Aille- 
main,  de  quoi  fouetter  un  chat.  M.  Dupuy,  dans  les  détails  de 
l'affaire  soigneusement  étudiée,  n'a  rien  trouvé  qui  puisse,  si  peu 
que  ce  soit,  compromettre  l'honneur  de  Galois.  11  se  plaignait  de 
la  clôture  des  portes  pendant  les  journées  de  juillet,  et  du  direc- 
teur indigne  qui,  après  avoir  ravi  aux  élèves  l'honneur  de  com- 
battre et  la  chance  de  mourir  pour  la  liberté,  affectait  un  beau 
zèle  pour  le  parti  vainqueur.  C'était  l'époque  où  l'on  reprochait  à 
Cousin  ces  paroles  criminelles  qu'il  parait  avoir  dites  :  «  Le  dra- 
peau blanc  est  mon  drapeau!  »,  mais  qu'il  faisait  pardonner  en 
portant  la  décoration  de  Juillet. 

Le  directeur  de  l'École,  en  annonçant  l'expulsion  de  Galois  au 
Ministre  de  l'Instruction  publique,  jugeait  bien  légèrement  \\n 
caractère  qu'il  n'avait  pas  compris.  «  11  n'y  a  plus,  disait-il,  de 
sentiment  moral  chez  ce  jeune  homme,  et  peut-être  depuis  long- 
temps. » 

L'appréciation  de  l'un  de  ses  camarades  dépasse  toute  mesure. 
Il  écrivait  à  un  ami  :  «  Des  événements  d'un  caractère  très  grave 
se  sont  passés  à  l'Ecole.  Un  de  nos  condisciples  (c'est  de  Galois 
qu'il  veut  parler),  mauvais  sujet  s'il  en  fut,   du  caractère  le  plus 

profondément    pervers    et  sournois ,    avait  écrit   une   lettre 

pleine  d'invectives  atroces  et  d'imputations  bassement  menson- 
gères. »  Ce  début  suffit.  M.  Dupuy  n'a  pas  révélé  le  nom  de  l'au- 
teur; tenons  la  lettre  pour  anonyme. 

Galois,  chassé  de  l'École  Normale,  ouvrit  un  cours  destiné  aux 
jeunes  gens  «  qui,  sentant  combien  l'élude  de  l'Algèbre  est  incom- 
plète dans  les  collèges,  désirent  approfondir  celte  science  »  ;  il 
réunit  une  quarantaine  d'auditeurs;  mais  l'Algèbre  dans  sa  vie  ne 
tenait  plus  la  première  place. 

Après  le  procès  des  ministres  de  Charles  X,  de  continuelles 
émeutes  troublaient  et  inquiétaient  Paris.  Galois  n'en  manquait 
pas  une.  L'artillerie  de  la  garde  nationale  était  un  foyer  d'opposi- 
tion- Galois  s'y  fit  admettre;  elle  fut  licenciée  et  ses  officiers  pour- 
suivis comme  conspirateurs.  Le  jury  les  acquitta.  Lu  banquet 
patriotique  fut  organisé  en  leur  honneur  au  restaurant  des  J  en- 
dançes  de  Bourgogne.  Les  orateurs,  feignant  de  porter  des 
toasts,  luttèrent  de  violence.  Galois  mérita  la  palme;  au  lieu  de 
son  verre,  il  leva  son  couteau  en  s'écrianl  :  «    \  Louis-Philippe! 
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Le  couteau  était  petit,  la  salle  était  grande.  On  entendit  les  paroles 
sans  voir  ni  comprendre  I  énergie  tragique  <lu  geste.  Galois  lui 
couvert  de  huées.  Il  n'élail  pas  lunule,  il  s'expliqua  clairement  et 
se  fit  applaudir.  Le  lendemain,  G, dois,  indigné,  était  sous  les 
verrdux.  A.près  cinq  mois  de  prison  préventive,  le  jury  l'acquitta. 
En  entendant  ordonner  sa  mise  en  liberté,  il  descendit  dans  le 
prétoire,  prit  son  couteau  parmi  les  pièces  à  conviction,  le  ferma, 
le  mit  dans  sa  poche  et  sortit  sans  mot  dire. 

Les  émeutes  devenaient  son  affaire  importante.  La  populace 
avant  les  géomètres  lui  a  accordé  l'admiration;  il  eut  quelques 
heures  de  célébrité.  La  police,  qui  le  surveillait,  le  surprit  aisé- 
ment en  flagrant  délit  de  rébellion.  On  parla  dans  toute  la  France 
de  l'arrestation  du  républicain  Galois.  Condamné  à  six  mois  de 
prison,  on  l'enferma  à  Sainte-Pélagie  dans  la  section  des  con  • 
damnés  politiques,  qui  tentèrent  de  le  former  et  de  faire  un  homme 
au  physique  et  au  moral  de  ce  Brulus  contemplatif,  aux  habitudes 
aristocratiques,  dont  le  langage  leur  semblait  de  trop  bonne  com- 
pagnie. Une  scène  navrante,  racontée  par  Raspail  dans  son  livre 
sur  les  prisons  de  Paris,  est  reproduite  par  M.  Dupuv.  Galois 
s'était  remis  au  travail,  travail  de  tête  suivant  son  habitude,  et 
marchait  souvent  plusieurs  heures  de  suite  dans  la  cour  en  médi- 
tant.   La    plupart    des    autres    détenus    passaient    leur    temps    à 

boire Ils  voulurent  que  Galois  but  avec  eux  :  «  Ouoi!  vous 

êtes  buveur  d'eau,  jeune  homme!  O  Zanetto,  laisse/,  la  le  parti 
républicain,  retourne/,  à  vos  Mathématiques!  Tenez,  voilà  au  con- 
traire un  franc  luron  qui  vous  rend  raison  d'un  toast  avec  la  même 
élégance  qu'il  vous  assomme  un  sergent  de  ville  !  Allons,  allons, 
mon  pauvre  Zanetto,  il  faut  nous  faire  parmi  nous;  acceptez  pour 
essai  ce  petit  verre.  On  n'est  pas  homme  sans  les  femmes  et  le 
bon  vin!  »  Refuser  ce  défi,  c'est  un  acte  de  couardise,  et  le  pauvre 
Zanetto   saisit  le  petit  verre   avec   le  même  courage   que   Social.' 

prenait  la  ciguë;  il   l'avale  d'un  irait Un  second   petit  verre 

n'esl  p;is  plus  difficile  à  vider  (pie  le  premier,  Au  troisième,  !«• 
débutant  perd  l'équilibre;  triomphe,  victoire,  honneurau  Bacchus 
de  la  geôle  ! 

I  ne  autre  fois,  d'après  le  même  témoin,  Zanetto  Galois  tra- 
vaillait en  arpentant  la  cour,  pensif  el  rêveur,  sobre  comme  un 
homme  qui   ne  \ii  que  par  la  pensée.   Les  bravaches  d'estaminet 

/,'////.  des  Sciences  ma  thé  ni.,  >:  série,  t.  WIII.  |  Voûl  i 
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lui  crièrenl  par  la  fenêtre  :  «  Eh!  noire  vieillard  de  vingt  ans. 
vous  n'avez  pas  seulement  la  force  de  Loire,  vous  avez  peur  de  la 
boisson!  »  11  monta  pour  marcher  droit  contre  le  danger,  \i<la 
d'un  trait  une  bouteille  d'eau-de-vie,  puis  la  jeta  à  la  tête  de  l'im- 
pertinent provocateur.  11  faillit  en  mourir. 

M.  Dupuv  a  supprimé  dans  le  récit  de  Raspail  quelques  détails 
écœurants  ;  j'en  supprime  moi-même  dans  le  sien. 

Galois,  pour  des  raisons  que  j'ignore,  passa  dans  une  maison 
de  santé  ses  dernières  semaines  de  captivité.  Il  y  fit  connaissance 
avec  une  femme,  de  très  mauvaise  vie  probablement,  et  à  son 
occasion  fut  provoqué  par  deux  adversaires  à  la  fois;  ni  la  poli- 
tique, quoi  qu'on  en  ait  dit,  ni  la  police  n  v  étaient  pour  rien. 
Une  lettre,  adressée  vaguement  à  tous  les  républicains  et  écrite  la 
veille  de  sa  mort  en  prévision  d'une  issue  fatale,  montre  suffisam- 
ment les  causes  de  la  rencontre. 

«  Je  prie  les  patriotes,  mes  amis,  de  ne  pas  me  reprocher  de 
mourir  autrement  que  pour  le  pays.  Je  meurs  victime  d'une 
infâme  coquette.  (  l'est  dans  un  misérable  cancan  (pie  s'éteint 
ma  vie. 

»  Oli!  pourquoi  mourir  pour  si  peu  de  chose!  Mourir  pour 
quelque  chose  de  si  méprisable!  Je  prends  le  ciel  à  témoin  que 
c'est  contraint  et  forcé  que  j'ai  cédé  à  une  provocation  que  j'ai 
conjurée  par  tous  les  moyens.  Je  me  repens  d'avoir  dit  une  vérité 
funeste  à  des  gens  si  peu  en  état  de  l'entendre  de  sang-froid;  mais 
enfin  j'ai  dit  la  vérité.  J'emporte  au  tombeau  une  conscience  nette 
de  mensonge,  nette  de  sang  patriote. 

«  Adieu,  j'avais  bien  de  la  vie  pour  le  bien  public.  Pardon 
pour  ceux  qui  m'ont  tué,  ils  sont  de  bonne  foi.  » 

Évariste  Galois  était  âgé  de  vingt  ans  et  sept  mois. 

Lorsque  Richard  reprochait  à  son  élève  de  ne  s'occuper  que  des 
parties  supérieures  de  la  Science,  Galois  préparait  un  Mémoire  sur 
la  résolubilité  des  équations  algébriques.  Gauchy  le  présenta  à 
l'Académie  des  Sciences  le  20  mai  1829;  il  fut  renvoyé  à  l'examen 
de  Gauchy,  de  Fourier  et  de  Navier.  Galois  avait  dix-sept  ans. 
Huit  jours  après.  Galois  apportait  un  second  Mémoire  sur  les 
équations  du  degré  premier,  qui,  renvoyé  à  Poncelet  et  à 
Gauchy,  fui  égaré  comme  le  précédent,  et  n'a  jamais  été  retrouvé. 
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Fourier  mourait  moins  d'un  an  après  cl  Caucbj  avail  quitté  La 
France. 

Les  registres  de  l'Académie  ne  disent  pas  auquel  des  commis- 
saires les  Mémoires  de  Galois  furent  envoyés;  Arago  a  expliqué 
leur  perle  par  le  désordre  dans  lequel  on  trouva  les  papiers  de 
Fourier;  la  tradition,  d'un  autre  côté,  a  accusé  Caucliv.  Les  deux 
Mémoires  ont  été  perdus  et  Cauchy  était  seul  à  faire  partie  des 
deux  commissions. 

Galois,  se  résignant,  quoique  fort  mécontent,  à  la  perle  du 
beau  Mémoire  dont  lui  seul  savait  l'importance,  envoya  une  se- 
conde rédaction.  Poisson  et  Lacroix  furent  commissaires.  Un 
accusé  de  réception  fut  adressé  à  Galois.  et  plusieurs  mois  s'écou- 
lèrent sans  qu'il  entendit  parler  de  l'Académie.  Enfermé  à  Sainte- 
Pélagie,  il  ne  pouvait  aller  voir  les  commissaires;  il  écrivit  au 
président  de  l'Académie  le  3i  mars  1 83 1 .  Fourier  était  mort 
depuis  un  an  et  Cauchv  habitait  Turin.  C'est  Poisson  qui  recul  -.1 
lettre. 

«  J'ose  espérer,  disait  Galois,  que  MM.  Lacroix  et  Poisson  ne 
trouveront  pas  mal  que  je  rappelle  à  leur  souvenir  un  Mémoire 
relatif  à  la  théorie  des  équations  dont  ils  ont  été  chargés  il  y  a 
trois  mois. 

»  Les  recherches  contenues  dans  ce  Mémoire  faisaienl  partie 
d'un  Ouvrage  (pie  j'avais  mis  l'année  dernière  au  concours  pour 
le  prix  di'  Mathématiques  et  où  je  donnais  dan>  tous  les  cas  les 
règles  pour  reconnaître  si  une  équation  était  ou  non  résoluble  par 
radicaux.  Comme  ce  problème  a  paru,  jusqu'ici,  sinon  impossible, 

au  moins  fort  difficile    aux  géomètres,  la   G ission   d'examen 

jugea  a  priori  que  je  ne  pouvais  avoir  résolu  ce  problème,  en  pre- 
mier lieu  parce  que  je  m'appelais  Galois,  de  plus  parce  que  j'étais 
étudiant,  et  l'on  me  fit  dire  «pie  mon   Mémoire  étail  égaré. 

0  Cette  leçon  aurait  dû  me  suffire.  Toutefois  sur  l'avis  d  un 
honorable  membre  de  l'Académie  (c'était  Poisson),  je  refis  eu 
partie  mon  Mémoire  et  vous  le  présentai.  Vous  voyez,  Monsieur 
le  Président,   que  mes  recherches  ont  jusqu'à  cejourà   peu  près 

le    même    sort    (pie    celle    <le>    qu;nlraleu  is.    L'analogie     -er;i-l  -elle 

poussée  jusqu  au  bout  ? 

■    Veuillez,  Monsieur  le  Président,   me  faire  sortir  d'inquiétude 
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en  invitant  MM.  Lacroix  et  Poisson  à  déclarer  s'ils  oui  égaré  mon 
Mémoire  ou  s'ils  ont  l'intention  iVcn  rendre  compte  à  l'Académie. 
»  Agréez,  .Monsieur  le  Président,  l'hommage  de  votre  respec- 
tueux serviteur. 

Galois.   » 

Poisson  se  décida  à  étudier  le  Mémoire;  trois  mois  après,  il  lit 
un  Rapport  qu'on  lui  a  beaucoup  trop  sévèrement  reproché. 

«  Nous  avons  fait  tous  nos  efforts,  dit  Poisson,  pour  com- 
prendre la  démonstration  de  .M.  Galois.  Ses  raisonnements  ne 
sont  ni  assez  clairs  ni  assez  développés  pour  que  nous  ayons  pu 
juger  de  leur  exactitude,  et  nous  ne  serions  pas  même  en  état  d  en 
donner  une  idée  dans  ce  rapport.   » 

En  déclarant  que,  malgré  tous  ses  efforts,  il  n'a  pas  réussi  à 
comprendre,  Poisson  est  sincère  très  évidemment,  et  la  lecture 
du  Mémoire,  deux  fois  imprimé  depuis,  donne  une  explication 
suffisante.  Le  Rapport  se  termine  par  cette  remarque  bienveil- 
lante : 

«  L'auteur  annonce  que  la  proposition  qui  fait  1  objet  spécial 
de  son  Mémoire  est  une  partie  d'une  théorie  générale  susceptible 
de  beaucoup  d'applications.  Souvent  il  arrive  que  les  dillérenles 
parties  d'une  théorie  en  s'éclairant  mutuellement,  sont  plus  faciles 
à  saisir  dans  leur  ensemble  qu'isolément.  On  peut  donc  attendre 
que  l'auteur  ait  publié  en  entier  son  travail  pour  se  former  une 
opinion  définitive.  » 

Poisson  refuse  d'approuver  la  démonstration,  mais  ne  la  con- 
damne pas.  En  bonne  justice,  il  est  irréprochable;  il  a  fait  ce  qu'il 
pouvait  et  ce  qu'il  devait. 

Galois  et. lit  <'n  prison;  comment  prévoir  s;i  lin  prématurée?  Il 
était  tout  simple  d'attendre  quelques  mois  encore  pour  que  le 
jeune  auteur,  donnant  ses  explications  de  \ive  voix,  les  rendit  plus 
complètes  et  plus  claires.  Ajoutons  que  Poisson  suivait  des  voies 
très  différentes;  la  question  ne  I  intéressait  guère;  tout  entier  à  la 
Physique  mathématique,  la  lecture  d  un  Mémoire  d'Algèbre  plus 
que  rébarbatif  dépassail  sa   patience,  sinon  ses  forces.  Tout  lec- 


MÉLANGES.  20g 

tcur  instruit  de  la  laDguc  algébrique  peut  en  juger  dès  la  première 
page.  On  lit  : 

«  1.  Une  équation  irréductible  ne  peut  avoir  aucune  racine 
commune  avec  une  équation  rationnelle  sans  la  diviser; 

»  Car  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  l'équation  irréduc- 
tible et  l'autre  équation  sera  encore  rationnel.  Donc,  etc.   » 

Les  géomètres,  il  y  a  soixante  et  dix  ans,  ne  toléraient  ni  ces 
réticences  ni  ces  fautes  de  langage.  Des  polynômes  ont  un  plus 
grand  commun  diviseur,  les  équations  n'en  ont  pas.  Si  Galois, 
dans  l'examen  subi  sous  Dinct,  s'est  permis,  comme  on  peut  le 
croire,  de  terminer  une  démonstration  à  peine  esquissée  par  : 
«  Donc,  etc.  »,  le  vieux  maître  de  Gaucbv  a  dû  croire  (pic  le 
candidat  lui  manquait  de  respect. 

Poisson  avait  le  droit  de  se  montrer  aussi  exigeant.  Les  habi- 
tudes  académiques  autorisent  et  invitent  à  ne  pas  comprendre  à 
demi-mot. 

Liouville,  en  publiant,  quinze  ans  après  la  mort  de  Galois,  le 
Mémoire  que  Poisson  trouvait  obscur,  annonçait  un  commentaire 
qu'il  n'a  jamais  donné.  Je  l'ai  entendu  déclarer  la  démonstration 
très  facile  à  comprendre.  Et  au  geste  d'étonnement  qu'il  me  vit 
faire,  il  ajouta  :  «  Il  suffit  d'y  consacrer  un  mois  ou  deux,  sans 
penser  à  autre  chose.  »  Ce  mot  explique  et  justifie  l'embarras  loya- 
lement avoué  par  Poisson  et,  sans  aucun  doute,  rencontré  par  Fou- 
rier  et  par  Gaucbv.  Galois,  avant  de  rédiger  son  Mémoire,  avait 
pendant  plus  d'un  an  passé  en  revue  l'innombrable  armée  des 
permutations,  des  substitutions  et  des  groupes.  Il  a  dû  classer  et 
mettre  en  œuvre  toutes  les  divisions,  les  brigades,  les  régiments, 
les  bataillons,  et  distinguer  les  simples  unités.  Le  lecteur,  si  ha- 
bile que  soit  la  rédaction,  doit,  pour  s'orienter  et  se  reconnaître 
dans  cette  foule,  l'éclairer  de  sa  propre  lumière  pendant  de 
longues  heures  d'attention  active.  La  nature  du  sujet  l'exige.  Les 
idées  sont  nouvelles,  lu  langue  doit  l'être;  elle  ne  peut  s  ap- 
prendre en  un  jour. 

Pour  comprendre  solidemenl  l'(  ouvrage  qu'il  voulait  commenter. 
Liouville  invita  quelques  amis  à  entendre  une  série  de  leçons  sur 
l'œuvre  de  Galois.  Serret  assistait  à  ces  conférences.  La  première 
édition  de   son  Trait»'  d'Algèbre  supérieure,  publiée  quelques  an- 
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nées  plus  lard,  ne  disait  rien  sur  les  découvertes  de  Galois.  11  ne 
se  croyait  pas  permis,  disait-il  dans  sa  préface,  d'usurper  les  droits 
du  maître  qui  l'en  avait  instruit.  Lors  de  la  seconde  édition, 
quinze  années  s'étaient  écoulées.  Le  projet  de  Liouville  paraissant 
abandonné,  Serret  rédigea  la  théorie  de  Galois;  il  y  consacrait, 
je  crois  m'en  souvenir,  soixante  et  une  pages  qui  furent  imprimées 
et  dont  j'ai  corrigé  les  épreuves. 

Comme  je  m'étonnais  de  n  \  pas  rencontrer  le  nom  de  Liouville, 
il  me  répondit  :  «  J'ai  assisté  à  ses  leÇons,  cela  est  vrai,  mais  je 
n'y  ai  rien  compris.  »  Après  réflexion,  cependant,  cette  déclara- 
tion paraissant  difficile  à  faire,  il  se  décida,  cédant  au  désir  impé- 
rieux de  Liouville,  à  supprimer  les  soixante  et  une  pages,  et  pour 
satislaire  à  la  typographie,  les  feuilles  suivantes  étant  déjà  tirées, 
il  fallut  sur  un  sujet  très  différent  écrire  un  nombre  égal  de  lignes. 

M.  Camille  Jordan  a  écrit  dans  la  préface  de  son  beau  Livre  sur 
la  théorie  des  substitutions  :  «  11  était  réservé  à  Galois  d'asseoir  la 
théorie  des  équations  sur  sa  base  définitive,  en  montrant  qu'à 
chaque  équation  correspond  un  groupe  de  substitutions  dans 
lequel  se  reflètent  ses  caractères  essentiels  et  notamment  tous  ceux 
qui  ont  trait  à  sa  résolution  par  d'autres  équations  auxiliaires. 

«  De  ce  point  de  vue  élevé,  ajoute  AL  Jordan,  le  problème  de 
la  résolution,  qui  semblait  former  l'unique  objet  de  la  théorie  des 
équations,  n'apparaîl  plus  que  comme  le  premier  anneau  d'une 
longue  chaîne  de  questions  relatives  aux  transformations  des  irra- 
tionnelles et  à  leur  classification.  Galois,  faisant  à  ce  problème 
particulier  I  application  de  ses  méthodes  générales,  trouva  sans 
difficulté  la  propriété  caractéristique  ries  groupes  des  équations 
résolubles  par  radicaux.  Mais  dans  la  précipitation  de  la  rédaction 
il  avait  laissé  sans  démonstration  suffisante  plusieurs  propositions 
fondamentales.  ». 

Ces  lignes  écrites  par  l'admirateur  de  I  îalois  le  mieux  autorisé  à 
le  juger  justifient  la  conduite  de  Poisson. 

Le  souvenir  de  Galois  reparaîl  dans  l'appréciation  d'une  autre 
partie  de  celte  grande  théorie,  dont  M.  Jordan  enchaîne  tous  les 
chapitres. 

«.   La  théorie  des  substitutions,   qui   devient   le   fondement  de 
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loules  les  questions  relatives  aux  équations,  n'esl  encore  que  peu 
avancée.  Lagrange  n'avait  fait  que  l'effleurer,  Cauchv  l'a  abordée  à 
plusieurs  reprises.  .  ,  »  Il  ajoute,  pour  se  résumer  :  «  mais  laques- 
lion  est  si  vaste  et  si  difficile  qu'elle  reste  encore  presque  en- 
tière. .  . 

«  Trois  notions  fondamentales  commencent  cependant  à  se  dé- 
gager :  celle  de  la  primitivité,  qui  se  trouvait  déjà  indiquée  dans  les 
Ouvrages  de  Gauss  et  d'Abel  ;  celle  de  la  transilivilé,  qui  appartient 
à  Cauchv;  enfin  la  distinction  des  groupes  simples  et  composés. 
C'est  à  Galois  qu'est  due  cette  dernière  notion,  la  plus  impor- 
tante des  trois.  » 

En  rapprochant  ainsi  Galois  de  Gauss,  d'Abel  et  de  Cauchy, 
M.  Jordan  lui  rend  un  bel  hommage.  On  est  allé  plus  loin.  Sophus 
Lie  joignait  malheureusement,  comme  Galois,  au  génie  qui  fait 
tout  pardonner  le  grave  défaut  de  manquer  de  clarté.  Les  éditeurs 
du  livre  consacré  au  Centenaire  de  lEcole  Normale  l'ont  prié  de 
rédiger  la  Notice  relative  à  cet  immortel  normalien.  Nul  ne  pou- 
vait avoir  pour  le  juger  une  autorité  plus  grande  que  celle  de  l'il- 
lustre géomètre  norvégien,  professeur  à  l'Université  de  Leipzig. 

Sophus  Lie  a  pu,  sans  étonner  personne,  déclarer  la  décou- 
verte de  Galois  une  des  plus  profondes  qu'on  ait  jamais  faites.  On 
doit  retenir  comme  un  témoignage  précieux  l'honneur  qu'il  lui 
fait  en  l'associant  à  Gauss,  à  Abel  et  à  Cauchv  dans  le  groupe  glo- 
rieux des  quatre  premiers  savants  du  siècle.  Son  enthousiasme 
l'entraîne  trop  loin,  quand  il  ajoute  :  «  Et  s'il  est  juste  de  nommer 
immédiatement  après  ces  génies  créateurs  Jacobi,  dont  le  talent 
brillant  s'est  attaqué  à  tant  de  branches  des  Mathématiques  :  à  mon 
avis,  pour  l'originalité,  la  puissance  et  la  profondeur,  il  ne  saurai) 
toutefois  être  comparé  aux  quatre  mathématiciens  cités  plus 
haut.  » 

Jacobi  est,  suivant  de  bons  juges,  le  plus  illustre  géomètre  «lu 
siècle;  pour  quelques-uns  même,  Je  plus  grand  qui  ail  jamais 
existé.  Il  n'est  pas,  suivant  Sophus  Lie,  comparable  à  <  ralois  !  I  >e 
telles  appréciations  ne  peuvent  se  discuter.  On  croit  entendre  un 
savant  minéralogiste  préférer  un  diamant  brut  aux  plus  belles 
pierres   admirées  au    Louvre  dans   la  galerie  d  Apollon.   Galois, 
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très  susceptible  cl  très  fin,  aurait  cru  qu'on  voulait  tenter  son 
orgueil. 

Racine  a-l-il  surpassé  Corneille?  Michel-Ange  est-il  plus  grand 
fine  Raphaël?  Annibal,  comme  homme  de  guerre,  est-il  supérieur 
à  César?  De  telles  questions  n'ont  pas  de  sens.  Pour  être  com- 
parées, les  grandeurs  doivent  être  mesurables,  Sophus  Lie  ne  peut 
l'ignorer. 

Un  des  frères  de  mon  père,  le  docteur  Stanislas  Bertrand,  qui 
jamais  n'étudia  les  Mathématiques,  a  vécu  dans  l'intimité  de  Ga- 
lois.  Il  le  rencontrait,  en  i83o,  tantôt  dans  les  bureaux  du  jour- 
nal la  Tribune,  tantôt  dans  les  réunions  secrètes  de  la  So- 
ciété «  Aide-toi,  le  ciel  t'aidera  »,  ce  qui  les  conduisit  à  s'asseoir 
ensemble  sur  les  bancs  de  la  police  correctionnelle.  Quinze  ans 
après,  mon  oncle,  venant  me  voir,  me  trouva  causant  avec  un  jeune 
homme  qu'il  semblait  regarder  avec  attention  et  écouter  avec 
étonnement.  11  me  dit  le  lendemain  :  «  J'ai  éprouvé  hier  une  vé- 
ritable émotion,  j'ai  cru  pendant  un  quart  d'heure  voir  et  entendre 
Evariste  Galois.    »  Il  avait  vu  et  entendu  M.  Charles  Hermile. 

J.  Bertrand. 
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COMPTES   KENDUS   ET  ANALYSES. 

H.    POIXCARÉ.   —    LES    NOUVELLES   MÉTHODES  DE   LA  MÉCANIQ1  I.  CÉLESTE,    t.   I. 

L'intégration  complète  et  rigoureuse  des  équations  du  problème 
des  trois  corps  étant  impossible,  c'est  aux  procédés  d'approxima- 
tion que  les  géomètres  ont  dû  faire  appel. 

M.  Poincaré  rappelle  d'abord  que,  si  les  anciennes  méthodes, 
dans  lesquelles  on  développait  les  coordonnées  des  astres  suivant 
les  puissances  des  masses,  ont  pu,  grâce  au  degré  de  perfection 
apporté  par  les  belles  conquêtes  de  Lagrange,  Laplace,  Le  Verrier 
et  Tisserand,  suffire,  jusqu'à  présent,  aux  besoins  de  la  pratique  : 
elles  ne  sauraient  cependant  y  suffire  toujours. 

On  ne  peut  les  employer,  pour  le  calcul  des  éphémérides  à 
longue  échéance,  à  cause  des  termes  dits  séculaires,  où  le  temps 
sort  des  signes  sinus  et  cosinus.  AI.  Poincaré  montre  que  la  pré- 
sence de  ces  termes  ne  tient  pas  à  la  nature  du  problème,  mais 
seulement  à  la  méthode  employée,  et  il  indique  très  simplement 
comment  de  pareils  termes  peuvent  s'introduire  dans  les  dévelop- 
pements :  en  supposant,  par  exemple,  que  la  véritable  expression 
d'une  coordonnée  contienne  un  terme  en  sin  ?./>?£,  a  étant  une 
constante  et  m  une  des  masses,  on  trouvera,  en  développant  sui- 
vant les  puissances  de  m,  des  termes  séculaires  xmt  — 


et  leur  présence  donnera  une  idée  fausse  de  la  véritable  forme  de 
Ja  fonction  étudiée. 

La  convergence  de  ces  développements  devient  encore  douteuse 
et  l'approximation  insuffisante  pour  les  grandes  valeurs  du  temps. 
11  ne  faut  pas  demander  au  calcul  plus  de  précision  qu'aux  obser- 
vations; mais  on  ne  peut,  non  plus,  lui  en  demander  moins.  Et, 
en  admettant  même  que  les  instruments  de  mesure  ne  se  perfec- 
tionnent plus,  l'accumulation  seule  des  observations  pendant  plu- 
sieurs siècles  nous  fera  connaître,  avec  plus  de  précision,  les  coef- 
ficients des  diverses  inégalités. 

On  devra  donc,  dans  un  avenir  plus  ou  moins  éloigné,  aban- 
donner les  anciennes  méthodes. 

Les  fondateurs  de   la   Mécanique   céleste  mit.   eux-mêmes,  re- 
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connu  les  inconvénients  (tes  développements  suivanl  les  puissances 

des  masses  et  ont  cherché  à  éviter  les  termes  séculaires  dan-  les 
formules  applicables  à  longue  échéance. 

M.  Poincaré  cite,  à  cette  occasion,  les  travaux  de  Delaunav.  de 
M.  Hill  sur  la  théorie  de  la  Lune,  les  méthodes  de  Gyldén  et  de 
\I.  Lindsledt. 

Grâce  aux  efforts  de  ces  savants,  la  difficulté  provenant  de 
termes  séculaires  peut  être  regardée  comme  définitivement  vaincue, 
et  les  procédés  nouveaux  suffiront  probablement,  pendant  fort 
longtemps  encore,  aux  besoins  de  la  pratique.  Tout  n'est  pas  fait 
cependant.  La  plupart  des  développements  ne  sont  pas  conver- 
gents au  sens  que  les  géomètres  donnent  à  ce  mot.  Ces  séries  ne 
peuvent  donc  pas  donner  une  approximation  indéfinie;  il  viendra 
un  moment  où  elles  seront  insuffisantes;  en  outre,  les  consé- 
quences que  l'on  serait  porté  à  tirer  de  leur  forme  ne  sont  pas 
légitimées. 

Le  but  de  la  Mécanique  céleste  ne  sera  atteint  que  lorsque  l'on 
pourra  se  rendre  compte  du  degré  d'exactitude  des  éphémérides 
que  Ion  calculera.  Jusque-là,  il  sera  impossible  de  savoir  si  les 
écarts  entre  les  éphémérides  et  les  observations  proviennent  de 
ce  que  la  loi  de  Newton  est  en  défaut  ou  de  l'imperfection  de  la 
théorie. 

Ce  sont  toutes  ces  considérations  qui  ont  conduit  M.  Poincaré  à 
donner,  dans  sa  Mécanique  céleste,  une  si  grande  place  aux  ques- 
tions de  convergence. 

Le  premier  Volume,  qui  fait  l'objet  de  cette  analyse,  contient 
la  théorie  des  solutions  périodiques  du  premier  genre,  la  démon- 
stration de  la  non-existence  des  intégrales  uniformes,  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  perturbatrice  et  la  théorie  des  solutions 
asymptotiques. 

CHAPITRE  T. 

\\,,nt  d'aborder  son  sujet  principal,  M.  Poincaré  rappelle  les 
principes  fondamentaux  des  I  orlesungen  îiber  Dynamik  de 
Jacobi,  la  théorie  de  Cauchy,  relative  à  l'intégration  des  équa- 
tions différentielle-,  par  les  séries,  el  explique  aussi  les  notations 
qui  sont  employées  dans  tout  le  Mémoire. 
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Il  considère  des  équations  de  la  forme 

dxy  _  chr\  _        _  dxn 

X  |  X  2  \  „ 

X(,  X2,  .  •  -,  X/j  étant  des  fonctions  analytiques  et  uniformes  des 
n  variables  ,r,,  .v-2,  ■  .  . ,  -r,,,  et  il  suppose,  le  plus  souvent,  que  la 
variable  t  qui  représente  le  temps  n'entre  pas  explicitement  dans 
les  fonctions  X . 

Dans  les  problèmes  de  Dynamique,  les  équations  (i)  présentent 
la  forme  canonique  et  les  variables  se  répartissent  en  deux  séries: 
xt,  x2,  .-..,  xp  d'une  part, yA,y^  •••>.»  de  l'autre.  M.  Poin- 
caré  dit  alors  qu'il  ja/)  couples  de  variables  conjuguées  et  que  le 
système  est  d'ordre  ip.  C'est  ainsi  que  le  problème  des  trois  corps, 
dans  le  cas  général,  comporte  dix-huit  variables,  les  coordon- 
nées et  les  vitesses  des  trois  points,  et  neuf  degrés  de  liberté.  Ce 
nombre  peut  d'ailleurs  être  considérablement  abaissé  à  cause  des 
intégrales  connues. 

Le  problème  à  un  degré  de  liberté,  étant  immédiatement  inté- 
grable,  M.  Poincaré  s'attache  plus  particulièrement  à  celui  à 
deux  degrés.  Beaucoup  de  problèmes  de  Mécanique  s'y  ramènent, 
d'ailleurs.  Il  en  est  ainsi,  par  exemple,  du  mouvement,  par  rap- 
port à  deux  axes  mobiles  0£,  Or,  animés  d'une  rotation  uniforme 
autour  de  l'origine,  d'un  point  matériel  soumis  à  une  fonction  de 
forces  dépendant  seulement  de  ç  et  de  r\.  Un  des  cas  particuliers 
du  problème  des  trois  corps  rentre  dans  la  question  précédente  : 
c'est  celui  où  l'une  des  masses  est  infiniment  petite,  de  telle  sorte 
que  le  mouvement  des  deux  autres,  n'étant  pas  troublé,  reste 
képlérien.  Tel  est,  par  exemple,  le  cas  d'une  petite  planète,  en 
présence  du  Soleil  et  de  Jupiter. 

M.  Poincaré  ramène  encore  à  deu\  degrés  de  liberté  l'équation 
de  Gvldén 

Il  s'occupe  ensuite  des  changements  de  variables  qui  n'allèrent 
pas  la  forme  canonique  et  rappelle,  à  cet  effet,  le  théorème  de 
Jacobi. 

Il  applique  ensuite  les  résultats  obtenus  au  mouvement  képlé- 
rien. 
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Soient^, ,  x>,  x3  les  cdbrdonnées,  r, .  )'.,.  v.:  les  composantes  de 
la  vitesse  d'une  masse  mobile  sous  L'action  d'une  masse  fixe  située 
à  l'origine  des  coordonnées  et  égale  à  M.  En  posant 


y\+  M 


-    h 


2  ^    ,  .-■ 

les  équations  du  mouvement  s'écrivenl 

fit         dy,  'Il         '/' 

el  leur  intégration  esl  ramenée  à  celle  de  I  équation 

/rfS\«       ,   dS   .»       /  dS  y 2M 

\dVj    '         drj  \dxz)  JX2 _+_  ^2  _+_  ^J 


-  >/,. 


M.  Poincaré  introduit  dans  S  trois  constanles  L,  G,  0  liées  au 
grand  axe,  à  l'excentricité  et  à  l'inclinaison  par  les  formules 

L  =  \'n.         G  =  \/a  (i  —  cl).         6  =  G  cos  i. 

La  solution  générale  de  l'équation  précédente  en  S  est 

,/S  dS  _  dS  _  dS 

rt=dït'       h~,-dïi'       A'-rfG'       °-rfê' 

/  est  l'anomalie  moyenne,  h  la  longitude  du  nœud,  g  -h  0  celle  dd 
périhélie.  Si  la  masse  mobile,  au  lieu  de  se  mouvoir  par  l'attrac- 
tion de  la  masse  M,  est  soumise  à  d'autres  forces,  on  peut  prendre 
comme  variables  nouvelles  les  six  constantes  d'intégration  pré- 
cédentes L,  G.  H.  /.  g-,  o.  Ce  sont  les  variables  képlériennes.  Leur 
définition  dépend  évidemment  de  l'origine  à  laquelle  la  masse 
mobile  est  rapportée  et  de  la  valeur  choisie  pour  M. 

Dans  le  cas  où  la  masse  mobile  est  une  planète  soumise  à  l'ac- 
tion prépondérante  de  la  masse  M  et  à  diverses  forces  perturba- 
trices, les  variables  képlériennes  sont  ce  que  les  astronomes  ap- 
pellent les  éléments  oscillateurs  de  la  planète. 

En  désignant,  dans  le  cas  général,  la  fonction  des  forces  par  \  m 
ci  en  posant 

I      -  ',.,  \       i         >i)-V, 
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les  équations  du  mouvement  sont 

dxi  _  r/F  dyt  _         dF 

dt    ~  dyt  dt  dxi 

Pour  introduire  les  variables  képlériennes,  on  détermine,  comme 
plus  haut,  la  fonction  S(x,,  x2,  x3,  L,  G,  B)  el  l'on  pose 

dS  dS  _  dS  _  dS  _ 

dx~£  ~yu         dT\  ~g>         de        '         dL  ~ 

D'après  le  ihéorème  de  Jacobi,  les  équations  conservent  la  forme 
canonique  et  s'écrivent 


dL 

dV 

dG       dF 

de      dF 

777 

'   ,11  ' 

dt  ~  rf^' 

dt  ~  M  ' 

dl 

dF 

,/-            dF 

d<)            dF 

dt 

~  dL' 

dt        ~  dG  ' 

dt  ~        du 

11  peut  arriver  que,  la  force  restant  constamment  dans  le  plan  des 
.r,,^2i^3)  il  en  soit  de  même  du  point  mobile.  Dans  ce  cas,  on 
aura  constamment  G  =  o  et  la  fonclion  F  dépendra  seulement  de 
G,  L,  l  et  de  la  longitude  du  périhélie  g  -+-  9.  En  posant 

£.  +  0  =  7*.       G  =  e  =  n, 
on  a  les  équations 


dL           dF 

,11   "     ~  dl  ' 

dB            dF 
dt             dm 

dl        ^  dF 
.11       ^dl' 

dm         dF 

,ll     ~   rffi  ' 

C'est  ainsi  «pie  M.  Poincaré  procède  dans  le  cas  général  du  pro- 
blème des  trois  corps.  Il  désigne  par  m(,m2,m3  leurs  masses,  par 
a,b,C  leurs  dislances  mutuelles,  par  \  u.  la  fonction  des  forces, 
u  étant  une  constante  dont  on  trouvera  plus  loin  la  signification. 
Il  suppose  que  le  centre  de  gra>  ité  des  trois  corps  A,  B,  C  est  fixe, 
désigne  par  D  celui  <lcs  \  et  I!  et  considère  deux  systèmes  d'axes 
mobiles,  parallèles  aux  axes  fixes  el  a\anl  leur  origine  l'un  en  \. 
l'autre  en  I).  Il  appelle  xt,x2,  #3  les  coordonnées  de  B  parrapporl 
au  premier  système;  .<■•,..',,.'■,■,  celles  de  C  par  rappori  ausecond. 
La  force  vive  totale  a  pour  expression 


m{       m,  I  '    ,ii   '     '    \  dt  )         \  dt    ' 

I    (  m  \    ■     ni  .    111  ,    1    I       dà  ,  t   :l  '  ■   \  I  'Ij  ' 

I  ///,    m.  •  m  ,\y  dt  )    \jt         dt  ' 
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En  posant 

=  pu,  —  p  •}.. 

ni)       m  ■       r'  [_//*,—  ///.,-•   m .  | 

K  =  1  -  V, 

[X 

B-^j  =.>•/■'/=  1,2,  3),         p'—^=jri       («'=4,5,6), 

Les  équations  du  mouvement  s'écrivenl 

rfa?/       e?F  <:/x/  rfF 

Tft^^F,'         777="^       (l  =  I'2 '"■ 

M.  Poincaré  construit  deux  fonctions  S;  l'une 

S  fa?,.  x.,.  a?3  :  L,  G,  6) 

correspond  à  une  niasse  />?,  -+-  m2  placée  en  A,  l'autre 

S'(.rv.  x-0,  x,-;  L',  G',  8') 


de  =   ><>> 


définissent   les  nouvelles  variables   qui    se    répartissent   en   deux 

séries 

3L,     BG,     86,     B'L',     B'G 

L        ■,.       0.        /',        ,.         8'. 

Tout  se  passe  comme  si  deux  masses,  respectivemenl  égales  à 
'Ij'j..  j'u,  et  ajant  pour  coordonnées,  par  rapport  à  des  axes  fixes, 
la  première,  xK,œ o, ./•;,,  la  seconde,  X4,x:;,jrc,  étaient  soumis*  -  à 
une  fonction  de  forces  Va.  Si  alors,  à  un  instant  quelconque,  les 
forces  appliquées  à  lu  première  masse  fictive  venaient  à  disparaître, 
et  si  celle  masse  continuait  à  se  déplacer  -<m>  l'influence  de  la 
masse  mt  —  m.,  placée  à  l'origine,  elle  décrirait  une  orbite  ellip- 
tique dont  le-<  éléments  seraient  L,  G,  8;  /,  g}  't.  \.\ec  l'bypo thèse 
analogue,  la  seconde  masse  décrirait  une  orbite  elliptique  dont  les 
éléments  seraient  L',  <  ■'.  ')' :  /'.  g1.  ')' . 


à  une  masse  (m  1  4- 

m-,  — 

m. 

})  placée 

Les  équations 

dz 

dt 

=  B/, 

de  ~  • 

dZ 
dL' 

:  /. 

dg'    -J 

dz 

=  y  h 

d2 
d*=yi 
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En  général,  /n2  cl  ma  seront  très  petits;  de  sorte  qu'on  pourra 

poser 


m,  =  a.,  •).: 


/)l2  =   'J-i  [A, 

F  dépend  ainsi  tics  six  variables  précédentes  et  de  ',.  3  .  x2)  x3 


el  ix. 


En  le  développant  suivant  les  puissances  croissantes  de  ix,  on  a 
F  =  F0+  .'JiI^  +  ^Fi-f ..., 

"  770  Itî 


2(PL)«         s(p'L')' 

Dans  le  cas  des  mouvements  plans,  les  inclinaisons  soûl  nulles- 
M.  Poincaré  ramène  le  problème  à  quatre  degrés  de  liberté  en 
posant 

p  L  =  A,  pli  =  A  IL  /  4-  w  =  >,  ta  =  —  A. 

£'L'=A,         p'n'=L'H',         f'-+-ci>'  =  X'l        u>'  =  — 6'. 

Les  équations  restent  canoniques  et  les  nouvelles  variables  sont 

A,  X,  A',  X';  II,  w,  ri',  eu'. 

Les  variables  précédentes  ne  se  prêtant  pas  au  développement  des 
termes  successifs  F,,  F2,  ...  de  F,  M.  Poincaré  pose  d'abord 


?L  =  A, 
P'L'=  A', 

1  =  /  -.-       9, 

>.'=/■     g     8', 


p'G'=A'— II', 

A  =  —  A'-'t, 
h'  =  -g'-W, 


B6  =  A-     H  — Z. 

-0, 
E'  =— 6', 


cl  ensuite 


v/aII  cos/i  =  ;,         /'.H'oi«//'-    ;',         /2Zcosç=/^,         /a  Z'  cos£'  =  p', 
V^a  II  sin/i  =  y,,        /âH'sin  A'=  t/,        /^  sin  Ê'  =  <7>        V^Z'  sin£/  =  q'. 

Les  équations  restent  canoniques  el  les  deux  séries  de  variables 

conjuguées  sont 

A.  A'.:.   ;'•/<./''• 

'  ■  >   ■  1,  ','■  '/•'/'• 

La  fonction  F  exprimée  à  l'aide  de  ces  variables  esl  dévelop- 
pable  tant  suivant  les  puissances  de  ;,;'.'',.  a  ./'•/'•  7- 7  M'"' 
suivant  les'sinus  el  cosinus  des  multiples  <\c  X  <•!  /.';  les  coeldcienls 
dépendent  d'ailleurs  d'une  manière  quelcoaq le  A.  A.  <  >n   le 
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voit  aisémeni  en  se  reportant  au  développement  ordinaire  de  la 
fonction  perturbatrice.  (Tisserand,  Mécanique  céleste,  t.  I. 
p.  3o7.  - 

Les  variables p,p',  '/■'/  disparaissent  dans  les  mouvements 
plans  et  il  ne  reste  que  quatre  degrés  de  liberté. 

M.  Poincaré  esl  ainsi  conduit  au  problème  suivant  :  Etudier  les 
équations  canoniques 


«) 

dXi 

de 

dF 
dyt 

► 

dyt 
dt 

=  - 

,1  i 

1' 

est 

de 

la 

tonne 

F 

=  F0-»- 

kFi 

—   [XS 

F, 

F0   ue  dépendant  que  des  a;  et  F,,F2  étant  des  fonction-  pério- 
diques, de  période  i-.  par  rapport  ausj. 

On  peut  profiler  des  intégrales  connues  de  ces  équations  pour 
diminuer  le  nombre  des  degrés  de  liberté.  Soit 

'v  'M-  ■>■■!:*,,,  y i yn  i  =  const. 

l'une  d'elle-  :   on  aura 

[F.F1j  =  o: 

il  en  résulte  qu'il  e\i>te  une  infinité    de  fonctions  S  satisfaisant  à 
la  fois  aux  deux  équations 

_./  rfS  dS 

F[*l>*' v"  avr  ••'^j=const-' 

..    /  dS  dS   , 

r  i    a?i,  .r, x,,\  - — ,   ....  -j —     =  const. 

En  éliminant  entre  elles  — •  on  a 
dx\ 


I  dS  ,l> 


*  (  ■'  i-  '  i 

On  peut  \  considérera,,  non  plus  comme  variable,  mais  comme 
paramètre,  et  I  on  est  ramené  à  I  intégration  des  équations 

il,  .         ihv  ,!■{< 

.  — ï—    =    -î —  »  -T-    = ; —  (  l  =  2 ,  3 //  I . 

La  connaissance  d'une  intégrale  des  équations  i  a  |  permet  donc 
il  abaisser  I  ordre  du  système  d  une  unité. 
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M.  Poincaré  considère  ensuite  le  cas  où  l'on  connaît  q  inté- 
grales F(,  F2,  .  .  .,  Fy,  et  montre,  de  la  même  façon,  que  si  les 
a     -  1  équations  aux  dérivées  partielles 

F  =  const.,         F1  =  const.,         ...,         Fr/=con«t. 

sont  compatibles,  c'est  à-dire  si  l'on  a 

[F,-,  F/,]  =  0        (i,  /.  =  1.  2 <i). 

on  peut  encore,  mais  dans  ce  cas-là  seulement,  abaisser  de  q  unités 
le  nombre  des  degrés  de  liberté. 

Il  envisage  encore  le  cas  où  l'on  connaît,  outre  les  q  intégrales 
F, ,  Fo,  .  .  . ,  F(/,  une  autre  intégrale  F(/+l ,  et  cherche  si  Ion  peut  en 
déduire  une  intégrale  du  système  réduit.  Il  trouve  que  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que 

[F„F7+1]  =  o,         LF2,F9+1]  =  o,  ...,         [F7,F,/+1]=o. 

En  appliquant  ces  considérations  aux  problèmes  des  trois  corps 
et  en  profitant  des  intégrales  premières  du  centre  de  gravité,  ainsi 
que  des  intégrales  des  aires,  M.  Poincaré  ramène  le  cas  des  mou- 
vements plans  et  le  cas  général  respectivement  à  trois  et  à  quatre 
degrés  de  liberté.  Il  donne  aussi  la  forme  que  prend  F  quand  on 
adopte  ces  variables  de  réduction. 

CHAPITRE  II. 

M.  Poincaré  rappelle,  en  les  complétant,  les  théorèmes  et  la 
métliode  de  Cauchy  relatifs  à  l'existence  de  l'intégrale  des  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre. 

Il  considère  des  équations  de  la  forme 

(0      C-jf  =  OU1,./,-.  (*),         ^  =  <P(x,jr,z,v.),         -^  =  W(x,y,z,  fi), 

où  les  seconds  membres  sont  développables  suivant  les  puissances 
de  la  variable  indépendante,  des  fonctions  inconnues  x,  >  .  ;  el 
d'un  paramètre  très  petit  ;;..  Il  démontre  l'existence  de  séries  <l<  - 
veloppables  suivant  les  puissances  de  /.  de  w  <■!  ./',,.  v».  Soi  satis- 
faisant  formellement  aux  équations  (1),  se  réduisant  à  .',,.) 
pour*  =  o,  el  convergentes  pour  des  valetfrs  delà  variable  indé- 
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pendante  dont  le  module  est  assez  pelil.  Au  lieu  de  développer, 
comme  le  faisait  Cauchy,  par  rapport  à  la  variable  indépendante; 
seulement,  M.  Poincaré  développe  encore  suivant  les  puissances 
du  paramètre  très  petit  y.  et  des  valeurs  initiales  x0,  y0,  z0.  Il 
cherche  ensuite  à  s'affranchir  de  la  restriction,  faite  sur  la  variable 
indépendante. 

Soient  les  équations 

,    ,  dx       m  ,  flv 

(2)  _  =<i,(,,r./  :1jt  -^  =^(x,y,t,li) 

et 

x  =  %(t,  fx),        y  —  w{t,  fx); 

la  solution  pour  laquelle  les  valeurs  initiales  de  x,  y  sont  nulles 
quand  t  =  o.  M.  Poincaré  suppose  que,  pour  toutes  les  valeurs 
de  t  comprises  entre  o  et  /„,  les  deux  fonctions  <ï>  et  W  soient  dé- 
veloppables  suivant  les  puissances  de  m,  x  —  8(f,  o),  y  —  w(t,  o), 
les  coefficients  étant  d'ailleurs  des  fonctions  quelconques  de  £, 
hypothèse  que  l'on  exprime  ordinairement,  dans  un  langage  assez 
incorrect  mais  commode,  en  disant  que  la  solution  particulière 

[jl  =  o,         a?  =  8(£,  o)        y  =  w(t,  o), 

ne  va  passer  par  aucun  point  singidier;  et  il  démontre  queQ(;,  ;jl), 
<v(;,  jjl)  sont  développables,  pour  toutes  les  valeurs  de  t  com- 
prises entre  o  et  £„,  suivant  les  puissances  de  u.  (non  pas  de  t  et 
de  u.),  pourvu  que  le  module  de  |j.  soit  assez  petit. 

Ces  résultats  subsistent  évidemment,  quand,  au  lieu  d'un  seul 
paramètre  arbitraire  u.,  on  en  a  plusieurs,  et  que  l'on  considère 
la  solution  plus  générale  correspondant  aux  valeurs  initiales  x0 
ely0  pour  t  =  o  ;  bien  plus,  les  valeurs  de  x  et  y  pour  t  =  t0  sont 
développables  suivant  les  puissances  de  #0>  Jr0i  r1  et  T'  pourvu 
que  les  modules  de  ;j.  et  t  soient  assez  petits.  La  seule  condition, 
c'est  <pie  la  solution  particulière  pour  laquelle  les  valeurs  initiales 
de  x,  y  sont  nulles  et  dans  laquelle  on  suppose  de  plus  u,=  o,  ne 
passe  par  aucun  point  singulier. 

M.  Poincaré  applique  ensuite  ces  résultats  aux  équations 


F       l\.       .!•',      ;:-V, 


(/./■/ 

dV 

'7/7 

~  dyt 

dyi 

,/r 

dt 

d  r 
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où  F0  ne  dépend  pas  des  y  el  où  F  est  une  fonclion  des  x  et  des  y 
qui  ne  cesse  d'être  holomorphe  qu'en  certains  points  singuliers. 
Il  peut  se  faire  que,  si  l'on  donne  aux  x  les  valeurs  suivantes  : 


la  fonction  F  reste  holomorphe  pour  toutes  les  valeurs  desj^;  s'il 
en  est  ainsi,  les  valeurs,  pour  /  ==  /0  +  t,  de  Ja  solution  particu- 
lière qui  pour  /  =  o  se  réduit  à 

Xi  —  x\  -)-£/, 

sont  développables  suivant  les  puissances  de  u.,  des  rt  et  des  ç. 

Dans  le  cas  particulier  du  problème  des  trois  corps,  la  fonc- 
tion F  ne  peut  cesser  d'être  holomorphe  que  si  deux  des  trois 
corps  viennent  à  se  choquer.  La  solution  précédente  représente, 
dans  le  cas  de  u.  =  o,  l'ensemble  des  deux  ellipses  képlériennes 
décrites  par  les  deux  petites  niasses  sous  l'attraction  d'une  masse  I 
placée  à  l'origine. 

Pour  qu'un  choc  puisse  se  produire,  il  faudrait  que  ces  deux 
ellipses  se  coupassent,  et  cela  n'arrive  jamais  dans  les  applications 
astronomiques.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  définit  la  position  du 
système  par  les  douze  variables  képlériennes  indiquées  au  Cha- 
pitre I,  et,  si  l'on  se  donne  leurs  valeurs 

x i  ^  ^11    J  i  +  'il  I 

à  l'époque  t,  on  pourra  développer  les  valeurs  de  ces  menus  \a- 
riables  à  l'époque  t^-^-z  suivant  les  puissances  des  niasses,  des  ç, 
des  7)  et  de  t. 

Il  n'y  a  qu'un  cas  d'exception,  c'est  celui  où  les  valeurs  initiales 
par  t  =  o  étant  x°,  y\  et  où  les  masses  étant  supposées  nulle-. 
c'est-à-dire  les  mouvements  se  continuant  suivant  les  bus  de 
Kepler,  un  choc  viendrait  à  se  produire  avant  l'époque  /„. 

.M.  Poincaré  considère  ensuite  l'intégration,  par  des  séries  Iri- 
gonométriques,  des  équations  différentielles  linéaires  dont  les 
coefficients  sont  des  fonctions  périodiques  de  la  variable  indé- 
pendante et  établit,  beaucoup  plus  simplement  qu'on  ae  I  a\aii 
l'ail  jusqu'alors,  la  l'orme  générale  de  leurs  intégrales. 

Il    rappelle,   en    !<•>    développant,    quelques    propriétés   utiles 
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pour  la  suite,  sur  les  fondions  implicites,  l'éliminalion,  et  ter- 
mine ce  Chapitre  par  un  nouveau  théorème  sur  les  maxima  : 

Soit  F  une  fonction  quelconque,  holomorphe  par  rapport  aux  ;  : 
•  m  sait  qu'on  trouvera  tous  les  maxima  de  cette  fonction  en  ré- 
solvant le  système 

dV  _  dF  dV  _ 

az-\  (Iz-ï  dZp 

mais  on  sait  égalemenl  que  toutes  les  solutions  de  ce  système 
ne  correspondent  pas  à  des  maxima.  M.  Poincaré  montre  qu'une 
condition  nécessaire  pour  qu'une  solution  corresponde  à  un 
maximum,  c'est  qu'elle  soit  d'ordre  impair. 

CHAPITRE  III. 

Le  Chapitre  111  est  consacré  à  l'étude  des  solutions  périodiques 

des  équations  de  la  forme  — '  =  X,  («'=  i,  2 n),    où   les    V 

sont  des  fonctions  uniformes  données  de  £CU  .  ..,  xn,  pouvant, 
en  outre,  contenir  le  temps  t. 

Soit  Xi=  ®i(t  )  une  solution. 

Si  les  Xi  sont  des  fondions  périodiques  du  temps,  de  période  1  . 

cl  si  l'on  a 

*i(o)  =  */(T), 

on  pourra  en  conclure  que 

*/(0  =  */(*-t-T)l 

et  la  solution  considérée  sera  périodique. 

Quand  les  X/  ne  dépendent  que  des./,,  il  suffît  que  l'on  ail 
'!>,  o)  =  <I>,(T)  pour  que  la  solution  soit  périodique.  On  rencontre 
souvent  des  équations  où  les  X  sont  périodiques  par  rapport  aux 

ji  premières  xy  à  savoir  œt,  sc2 vp\   et  l'on   peut   toujours 

choisirl  unité  de  temps  de  façon  que  la  durée  de  la  période  soil 
■'.-.  Imaginons  alors  une  solution  J7=  <£/(£)  telle  que 

*,(T)  =  *  (0         »A:1ir...*l,(T)       *,    ■■<->/,,,-. 
-!»/,.  ,<T)  =  <!>/,.  t...i  *„(T)  =  *„(<>) 

\  l'époque  ï  on  se  retrouvera,  à  cause  de  l'hypothèse  faite  sui 
les    \.    dans   les  mêmes  conditions  qu'à   l'époque  o.   La  solution 
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sera  encore  périodique.  [1  peut  arriver  qu'un  changement  conve- 
nable de  variables  fasse  apparaître  des  solutions  périodiques  qu'on 
ne  rencontrait  pas  avec  les  variables  anciennes.  Par  exemple,  les 
équations  du  mouvement  d'un  point,  rapporté  à  deux  axes  mobiles 
oc.  07)   et  soumis  à  une  force  dont  les  composantes  suivant  ces 

deux  axes  sont  —^d  -.->  V  ne  dépendant  que  de  ç,  rn  admettent 

des  solutions  périodiques,  de  période T;  si  l'on  rapportait  le  poinl 
mobile  à  des  axes  fixes  ox  et  <>y,  on  aurait 

x  =  \  cos  ni  —  T)  sitl  a l . 
y  =  jj  sin  ni       i\  cos/if, 

et  x,  y  ne  seraient  pas  fonctions  périodiques  de  l,  à  moins  que  T 
ne  soit  commensurable  avec On  fait  donc  apparaître  une  so- 
lution périodique  en  passant  des  axes  fixes  aux  axes  mobiles. 

En  Mécanique  céleste,  les  fonctions  X,  dépendent,  en  général, 
d'un  paramètre  \j..  Elles  admettent  des  solutions  périodiques 
quand  u  =  o.  M.  Poincaré  donne  les  conditions  'pour  qu'elles 
en  admettent  encore  quand  u.  n'est  plus  nul,  mais  très  petit. 

Il  prend  pour  exemple  le  problème  des  trois  corps  et  appelle 
x2u.,  y.;'J.  les  masses  des  deux  petits  corps,  o.  étant  très  petit,  a2 
eta3  finis.  Pour  y.  =  o  le  problème  est  intégrable;  il  en  est  encore 
de  même  quand  jjl  est  très  petit,  mais  pas  nul.  Chacun  des  petits 
corps  décrit  autour  du  troisième  une  ellipse  képlérienne,  et  le 
problème  admet  une  infinité  de  solutions  périodiques. 

Ce  fait  semble  d'abord  n'être  d'aucun  intérêt  pour  la  pratique 
En  effet,  il  v  a  une  probabilité  nulle  pour  que  les  conditions  ini- 
tiales du  mouvement  soient  précisément  celles  qui  correspondent 
à  une  solution  périodique.  Mais  il  peut  arriver  qu'elles  en  diffè- 
rent très  peu,  et  cela  a  lieu  justement  dans  les  cas  où  les  anciennes 
méthodes  ne  sont  plus  applicables.  On  peut  alors,  avec  avantage, 
prendre  la  solution  périodique  comme  première  approximation, 
comme  orbite  intermédiaire,  pour  employer  le  langage  de  <  ryldén. 

Bien  plus,  il  est  infiniment  probable  qu'étant  donnée  une 
solution  particulière  quelconque  des  équations  considérées,  on 
peut  trouver  une  solution  périodique  (dont  la  période  peut,  il  est 
vrai,  être  très  longue)  telle  que  la  différence  entre  les  deux  solu- 
tions soit  aussi  petite  que  l'on  veut  pendant  un  temps  aussi  long 
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que  Ton  veut.  D'ailleurs,  ce  qui  rond  ces  solutions  périodiques  si 
précieuses,  c'est  qu'elles  sont,  pour  ainsi  dire,  la  seule  brèche 
par  où  Ton  puisse  essayer  de  pénétrer  dans  une  place  jusqu'ici 
réputée  inabordable. 

M.  Poincaré  considère  donc  les  équations 

— ,—  =X/  (l  =  I,  2 h    ■ 

dt 

où  les  X;  sont  des  fonctions  des  n  inconnues  ./,,  ...,  xn,  du 
temps  t,  d'un  paramètre  arbitraire  p.  et  sont  périodiques,  par 
rapport  à  t,  de  période  2-.  Il  suppose  que,  pour  u,  =  o ,  ces 
équations  admettent  une  solution  périodique  de  période  2tz, 

et  cherche  si  elles  en  admettent  encore  une  quand  u.  n'est  plus 
nul,  mais  très  petit.  Soient,  pour  une  solution  quelconque 
<ï>,  (o)  -t-  (3/  et  <ï>/(o)  +  Pi+  T,  les  valeurs  de  xi  pour  <  =  o  et 
t=  i~.  Pour  que  la  solution  soit  périodique,  il  faut  que 

Si  le  déterminant  fonctionnel  des  W  n  est  pas  nul  pour 
u=1j/=o,  en  d'autres  termes,  si  les  équations  précédentes 
admettent,  pour  ;j.  =  o ,  le  système  |j,  =  {32  =  •••  =^«=0 
comme  solution  simple,  on  peut  résoudre  les  équations  par  rap- 
port aux  ri  et  l'on  trouve 

P/=6/((*) 

M.  Poincaré  considère  ensuite  les  cas  où  cette  solution  est  mul- 
tiple et  démontre  que  les  solutions  périodiques  disparaissent  par 
couples  à  la  façon  des  racines  réelles  des  équation-,  algébriques. 

L'élimination  de  [j,.  3_, $„    ,.  entre  les  équations  Wi=  o, 

conduit  à  la  relation 

dont  le  premier  membre  est  holomorphe  en  fin  et  u.  et  s'annule 
avec  ces  variables.  Si  l'on  regarde  'l,,  el  y.  comme  les  coor- 
données d'un  point,  celte  équation  représente  une  courbe  passant 
par  l'origine,  et  à  chacun  des  points  de  cette  courbe  correspond 
une  solution  périodique. 
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M.  Poincaré  se  rend  compte  de  toutes  les  circonstances  qui  se 
produisent  en  étudiant  la  forme  de  c< itte  courbe  dans  le  voisinage 
de  l'origine.  11  considère,  en  particulier,  le  cas  où  les  équations 
admettent  une  infinité  de  solutions  périodiques,  pour  u.  =  o,  et 
e<liii  où  elles  admettent  une  ou  plusieurs  intégrales  dont  les  pre- 
miers membres  I*, (./■,,/)  sont  des  fonctions  périodiques  de  t,  de 
période  ait. 

Dans  tout  ce  qui  précède,  la  durée  de  la  période  des  xi  était 
la  même  que  celle  des  X/.  Si  ces  fonctions  X,  ne  contiennent  pas 
le  temps,  la  période  d'une  solution  périodique  peut  être  quel- 
conque, et  si,  en  outre,  elles  admettent  une  solution  périodique, 
elles  en  admettent  une  infinité.  En  effet,  si  xt ■=  ^i(l)  est  solution 
périodique,  <r,=  <t>i(t  -h  A)  lest  aussi,  quel  que  soit  h. 

En  appliquant  tous  ces  résultats  au  problème  des  trois  corps, 
M.  Poincaré  est  conduit  à  distinguer  trois  sortes  de  solutions  pé- 
riodiques :  pour  celles  de  la  première  sorte,  les  inclinaisons  sont 
nulles  et  les  excentricités  très  petites;  pour  celles  de  la  deuxième 
sorte,  les  inclinaisons  sont  nulles  et  les  excentricités  finies;  enfin, 
pour  celles  de  la  troisième  sorte,  les  inclinaisons  ne  sont  plus 
nulles. 

Pour  les  unes  comme  pour  les  autres,  les  distances  mutuelles 
des  trois  corps  sont  des  fonctions  périodiques  du  temps;  au  bout 
d'une  période,  les  trois  corps  se  trouvent  dans  la  même  situation 
relative,  tout  le  système  avant  seulement  tourné  d'un  certain 
angle.  Il  faut  donc,  pour  que  les  coordonnées  des  trois  corps  soient 
des  fonctions  périodiques  du  temps,  qu'on  les  rapporte  à  des  sys- 
tèmes d'axes  animés  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme. 

La  vitesse  de  ce  mouvement  de  rotation  est  finie  pour  les  solu- 
tions delà  première  sorte  et  1res  petite  pour  celles  des  deux  der- 
nières sortes. 

Solutions  de  la  première  sorte.  —  Soient  A,  1S.  C  les  trois 
niasses  que  l'on  suppose  se  mouvoir  constamment  dans  un  même 
plan.  D  le  centre  de  gravité  de    \  el  B. 

Soient  xt,  xx  les  coordonnées  de  15  par  rapport  à  des  axe- 
parallèles  aux  axes  fixes  el  ayant  leur  origine  <'n  \.  el  '  ;,  .'•-,  les 
coordonnées  de  C  par  rapporl  à  des  axes  parallèles  passant  par  I». 
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M.  Poincaré  emploie  les  variables  définies  plus  haut 

A.      A\      I      f,     j,     ,,. 

I  .        /.  '  .       Y  .      Y,  ' .       y .       y  . 

Comme  les  mouvements  sont  plans,  />.  //.  y.  y  sont  nuls.  On 
est  dans  le  cas  particulier  où  les  équations  admettent  une  inté- 
grale connue,  celle  des  forces  vives 

F  =  C. 

On  considère  la  constante  C  comme  une  donnée  du  problème. 
Les  distances  mutuelles  des  trois  corps  et  leurs  dérivées  par  rap- 
port au  temps  sont  des  fonctions  de 

|    1.        \  COSÎ     —  f,    HH  /  .        ;    -in  /.    —  y    COsX, 
I    A'.      ijcosX'  —  Y,'siii/.'.      Ç'sin  À'—  y/  ((.-/  . 

et  de  X' —  "/.. 

Pour  qu'une  solution  suit  périodique,  il  faut  donc  que,  au  bout 
d'une  période,  les  quantités  (1)  reprennent  leurs  valeurs  primitives 
et  que  ).'  —  X  augmente  d'un  multiple  de  ri~. 

M.  Poincaré  considère  une  solution  où  les  constantes  initiale^ 
sont  choisies  de  façon  que,  pour  ;jl  =  o,  les  mouvements  soient 
circulaires.  Il  cherche  ensuite  quels  sont  les  accroissements  qu'il 
faut  donner  à  ces  valeurs  initiales  pour  obtenir  une  solution  pé- 
riodique et  de  même  période  que  la  précédente.  11  choisit  l'origine 
du  temps  au  moment  d'une  conjonction  et  prend  pour  origine 
des  longitudes  la  longitude  de  cette  conjonction. 

En  écrivant,  comme  dans  le  cas  général,  que  la  solution  est 
périodique,  il  trouve,  pour  déterminer  les  accroissements  des  va- 
leurs initiales,  sept  équations 

dont  cinq  seulement  sont  indépendantes. 

En  leur  adjoignant  l'intégrale  îles  forces  vives  F  =  C,  où  la 
constante  C  est  regardée  comme  une  donnée  de  la  question,  il  a 
six  équations  et  six  variables. 

Quand  les  variables  et  ij.  sont  nulles,  le  déterminant  fonc- 
tionnel D  est  égal  au  produit  de  trois  autres  I),.  D2,  D3. 

D|  n'est  nul  que  si  les  moyens  mouvements  //  et  n!  de  la  pie- 
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mière  solution  périodique,  pouru  =  o,  ont  même  valeur  absolue, 
mais  sonl  de  signes  contraires. 

I)..   D3  ne  s'annulent  que  si  71  est  multiple  de  n  —  n. 

Il  n'y  a  donc  exception  que  -i  n  est  multiple  de  n!—  n  ou  si 
n  =  —  n'. 

Il  y  a  une  quadruple  infinité  de  solutions  périodiques  de  la  pre- 
mière sorte. 

On  peut,  en  effet,  si  <j.  est  assez  petit,  choisir  arbitrairement  : 

1"  La   période  — =  T: 

1  ■  «0 

■>."  La  constante  (  >  : 

3°  el  i'  Le  moment  et  la  longitude  «le  la  conjonction,  pris  res- 
pectivement pour  origines  de  temps  et  de  longitude  dans  le  calcul 
précédent. 

M.  Poincaré  indique  encore  une  autre  manière  de  retrouver  ces 
solutions  et  montre  qu'il  \  a  successivement  conjonction  et  oppo- 
sition s  vmél  riques  au  début  et  au  m  1  heu  de  chaque  période.  Toutes 
ces  solutions  ne  sonl  pas  indépendantes.  On  peut  passer  de  l'une 
à  l'autre,  en  changeant,  soil  l'origine  des  temps,  soit  l'origine  des 
longitudes,  soit  encore,  et  simultanément,  les  unités  de  longueur 
et  de  temps,  pourvu  que  l'on  maintienne  entre  elles  une  relation 
connue  et  cl  ailleurs  très  simple. 

Il  n'\  a  (lune,  eu  réalité,  qu'une  simple  infinité  de  solutions 
périodiques,  de  la  première  sorte,  réellement  distinctes;   chacune 

d'elles  esl  caractérisée  par  le  rapport  '      -  ou,  ce  qui  revient 

"0     "  11 

au  même,  par  la  différence  entre  la  longitude  d  une  conjonction 
symétrique  el  celle  de  l'opposition  qui  la  suit. 

Recherches  de  U.  /////  sur  In  Lune.  -  Les  solutions  pério- 
diques de  la  première  sorte  se  simplifient  quand  l'une  des  masses, 
m,  par  exemple,  esl  infiniment  petite. 

Le  1 vement   de   C   par  rapport    à    \  restant  képlérien,  il  ne 

peut  v  avoir  conjonction  symétrique,  si  le  mouvement  de  L  n  esl 
pas  circulaire,  que  lorsque  C  passe  au  périhélie  ou  à  l'aphélie. 
Mais   la  différence  entre   les  longitudes  d'une  conjonction   el   de 

I  opposition  suivante  sérail  un  multiple  de  2Tt.el  le  rapport 

Bull,  des   Sciences  ma  thé  m  ,  !' série,  1     Wlll.     Septembre  ' 
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sérail  entier,  ce  qui  n'est  pas  pour  les  solutions  de  la  première 
sorte.  Le  mouvement  de  <>  est  donc  circulaire. 

La  simplicité  s'accroît  encore  quand  la  masse  de  (*  est  beaucoup 
plus  grande  que  celle  de  A  et  que  la  distance  AC  est  très  grande. 
Ce  cas  se  rencontre  dans  la  théorie  de  la  Lune. 

M.  11  i  1 1  a  montré  qu'avec  des  axes  mobiles  convenablement 
choisis  les  équations  du  mouvement  de  la  Lune  s'écrivaient 


d-  -.  flr>  ,    /  V-       o 

t.  —  2  n  —^  ■+- 3  n 

r/t-  rit         ■  i-' 

(I-  7  fl\                 'JL 


Il  en  a  trouvé  des  solutions  périodiques  qui  comportent,  outre 
les  conjonctions  et  oppositions  symétriques  des  solutions  de  la  pre- 
mière sorte,  d'autres  situations  remarquables  qu  <>n  pourrait  ap- 
peler des  quadrature*  symétriques. 

Ces  équations  admettent  une  intégrale  qui  s'écrit 


i\dt)  i\ilt  )  a 


2 


M.  Hill  a  étudié  comment  varient  les  solutions  de  la  première 
sorte  quand  on  fait  augmenter  C;  \\  a  reconnu  que  la  trajectoire 
relative  est  une  courbe  fermée  s\  métrique  dont  la  forme  rappelle 
grossièrement  celle  d'une  ellipse  ayant  l'axe  des  /,  pour  grand  axe. 
Quand  C  est  très  petite,  cette  sorte  d'ellipse  diffère  très  peu  d'un 
cercle  et  son  excentricité  augmente  rapidement  avec  C.  Pour  des 
valeurs  plus  grandes  de  C,  la  courbe  commence  à  différer  beaucoup 
d'une  ellipse,  et  le  rapport  du  grand  axe  au  petit  continue  à  croître 
avec  C;  enfin,  pour  une  certaine  valeur  C„  de  C.  la  courbe  pré- 
sente deux  points  de  rebroussement  situés  sur  l'axe  des  r,.  C'esl 
ce  que  M.  llill  appelle  V orbite  de  la  <<  Moon  of  maximum 
lunation  » . 

M.  Poincaré  montre  que  les  points  de  rebroussements  corres- 
pondent aux  instants  où  la  vitesse  relative  de  la  Lune,  par  rapport 
aux  axes  mobiles,  devient  nulle. 

Il  établit  ensuite  l'existence  des  mêmes  solutions  pour  C  ]>  C<>; 
il  démontre  que  la  classe  des  satellites  étudiés  par  .M.  llill  peut 
être  prolongée  au  delà  de  la  Lime  de  lunaison  maximum,  donne 
la  forme  de  la  trajectoire  et  réfute  l'assertion  de  M.  llill  d'après 
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laquelle  celle  sorte  de  satellites  ne  seraient  jamais  en  quadrature. 
Ces  solutions  présentent,  au  contraire,  trois  quadratures  entre  deux 
syzygies  consécutives.  Les  solutions  pour  lesquelles  le  satellite 
n'est  jamais  en  quadrature  ne  sont  pas  la  continuation  analytique 
de  celles  dont  M.  Ilill  a  fait  si  magistralement  l'étude  dans 
l'„  imerican  Journal. 

Application    au   problème  général  de    la    Dynamique.  — 
M.  Poincaré  considère  les  équations 


dxt 

dV 

~dt 

~  dn' 

dyt 

d¥ 

dt 

dxi 

(')  •     ,  *  F  =  F„-hjiF1  +  . 


F  étant  fonction  périodique  des  y,  F0  ne  dépendant  que  des  x.  Il 
suppose  trois  degrés  de  liberté,  mais  ses  raisonnements  et  ses 
conclusions  sont  générales. 

Quand  u,  =  o,  les  équations  admettent  la  solution  périodique, 
de  période  T. 

X\  =  «i,  x-,=  a,,  x3  =  ",. 

jrt  =  nit-hJSi,  jï  =  n2t  —  777,,  y3  —  "-st-hxs3, 

les  a  et  les  w  étant  des  constantes  d'intégration  et  les  n  des  fonc- 
tions des  a. 

Soient,  dans  une  certaine  solution,   u.   très  petit,  mais  pas  nul, 

Xi  =  ai  -+-  p( .  Yi  =  mi  ■+■  P/-M 

et 

xt=  at-\-  P/-f-  W,,        yi—  777,—  retT  —  *Pi+3, 

les  valeurs  de  ./•,-,  r,  resp  iclivement  pour  /  =  o  et  t  =  T. 

La  condition   pour  que  cette  solution  soit  périodique,  de  pé- 
riode T,  c'est  que  l'on  ait 

M-,  =  Wt  =  W3  =  »1\  =  Ws  =  M',-  =  o. 

Ces  équations  ne  sont  pas  distincte-.,  à  cause  de  F=  consl..  el 

les   trois   premières  contiennent  <j.  en   facteur.    On   peut    encore 

choisir  l'origine  du  temps  de  façon  que  tj  i  =  (3<  =  o.  Il  reste  donc 

cinq  équations 

T,        M", 

'I.       'I'.,       <F6=o. 
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M.  Poincaré  montre  que,  pour  u,  —  <>    le  déterminant  fonction- 
nel de  Wt,  WSt  ir(1  est  égal,  au  facteur  près  — T:J,  au  hessien  de  F0 

par  rapport  aux.r,  et  qu'en  désignant  par  [  F,  ]  la  valeur  moyenne 
de  la  fonction  périodique  F,  on  a 

—  =T  -'  ({  =  1,3,3). 

[j.  dwj, 

11  en  conclut  que  l'on  peut  toujours  satisfaire  aux  équations  (2) 
pour    lh.  =  o;   que,   d'autre    part,    leur    déterminant    fonctionnel 

^pf.  ^.  p„  p..  po    est  le  i,r"<'""  *''• deuI  aatreë  w»f,)  cl 

d(Wk,  W\,  M*,;)  „     j  p 

WQ    ,, — ô — :>  et  qu  a  des  facteurs  constants  rues,  ceux-ci  sont  res- 

pectivement  égaux,  l'un  au  hessien  de  [F,]  par  rapport  à  ttt2  et  à 
cy3,  l'autre  au  hessien  de  F0  par  rapport  aux  A".  Donc,  si  aucun  de 
ces  deux  hessiens  n'est  nul,  les  équations  (1)  admettront  des  solu- 
tions périodiques  pour  les  petites  valeurs  de  u.. 

Quand  le  hessien  de  F0,  par  rapport  aux  variables  x,  est  nul. 
on  peut  encore,  dans  certains  cas,  tourner  la  difficulté  en  formant 
une  fonction  <Ï>(F0)  dont  le  hessien  ne  soit  pas  nul.  Il  en  est  ainsi 
dans  le  cas  particulier  du  problème  des  trois  corps  où  une  masse 
est  nulle  et  où  les  deux  autres  décrivent  des  cercles  autour  de  leur 
centre  de  gravité,  supposé  fixe. 

L'artifice  précédent  n'est  pas  applicable  au  cas  général  du  pro- 
blème des  trois  corps;  F0  ne  dépend  que  de./-,  et  x2,  quel  que  soit 
0,  le  hessien  de  <J>(F0)  est  nul.  Les  difficultés  proviennent  de  ce 

que  l'on  a 

dF0  _  rfF„  _  ffF„  _  fiF„  _ 

il.r  -,  il.r-,,  t/.r-  dr, 


ou  encore,  si  a 


dy.2  _  dy3  _  dy-  _  dv,,  _ 
di        ~dT  "  ~dT  "  ~dT 

Ces  équations  signifient  que,  dans  ce  1 vemenl  képlérien,  les 

périhélies  et  les  nœuds  sont  fixes. 

Avec  toute  autre  loi  d  attraction  que  celle  de  Newton,  les  péri- 
hélies et  les  nœuds  seraient  mobiles  el  I  on  ne  rencontrerait  plu- 
ies difficultés  précédentes. 
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Calcul  direct  des  séries.   —   Après  avoir  démontré   que   les 
équations  (i) 

i    dxi  _   dF 
\    dt         dy, 

!     dt  dxi 

avaient  des  solutions  périodiques  développables  suivant  les  puis- 
sances de  u.  M.  Poincaré  cherche  à  former  effectivement  ces 
séries,  c'est-à-dire  à  satisfaire  aux  équations  en  faisant 

(    Xi  =  #(..°  '  -+-  U.x\ l)  -t-  \x2  T{;2  '  -H . ... , 

I  ■>  I  • 

(  yi  =  r,0)  -+-  v-y?  '  -+-  ^V(2) -+- 

les  #'/',  _y^'  étant  des  fonctions  périodiques  du  temps. 

A  cet  efiet,  il  substitue  les  formules  (2),  a  la  place  de  xi  el  17, 
dans  F  et  ordonne  les  résultats  suivant  les   puissances  de  u. .   Il 

.     .  dF0 

trouve  ainsi,  en  posant  -j-^  =  — ■  ni  et  /î2  =  n3  =  o, 

i 

F     =  <ï>„  H"  |^*i  -+-  [JL2  *2  ~K  •  •  , 

*o  =  F0, 

*i  =  F0(*?,.r?)-»t*'i, 

,.  f/Ko  ..  f/F„  ,   û?F0 


el  H/,  dépendra  seulement  des 


^0         /v.1 

i  '       (  '    *  '  '  '       /'  ' 

,..i     ,.1 
J  i  1  J  i  1    •  •  •  1  J  1 


En  égalant  les  cocflicients  des  mêmes  puissances  de  u,  dans  les 
deux  membres,  il  obtient  d'abord 


dx\        dx% 
(    '  ~dt"~~dt~~ 

dx% 
~dt 

=  », 

dy\ 

dt 

dy% 
dT       " 

Il  trouve  ensuite 

I  i' 

dx\        ,hv, 
dt    :     dy~\  ' 

.      dj  !            d*k 

(i)        dt                   ,!.,'; 

=  - 

dx* 

A-      ''V 

''  -'  d  1 

d1 l\, 
'  ■  dx\dx\ 

Il  intégre  successivement  chacun  de  ces  groupes  d'équations  en 
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déterminant  chaque  fuis  les  constantes  d'intégration  de  façon  à 
faire  disparaître  les  termes  constants  qui  se  trouvent  dans  le 
groupe  suivant. 

Ce  procédé  ne  serait  en  défaut  que  si  le  liessien  de  F0,  par  rap- 
port aux  x{\,  ou  celui  de  [F,  ],  par  rapport  à  m2  et  w:i  était  nul. 

On  peut  démontrer  directement  la  convergence  des  développe- 
ments précédents.  .M.  Poincaré  le  fait  pour  L'équation 


(8) 


t[1  y 

là  —'■*■'  '  x 


considérée  successivement  par  G\ldén  et  Lindstedt  et  dont  L'inté- 
gration se  ramène  à  celle  d'un  système  canonique  à  deux  degrés 
de  liberté.  Son  raisonnement  s'applique  tout  aussi  bien  au  cas 
général. 

Tout  ce  qui  précède  n'est  plus  applicable  quand  le  hessien  de  F0, 
par  rapport  aux  x,  est  nul;  mais  il  existe  encore  des  solutions 
périodiques  dans  certains  cas  particuliers.  M.  Poincaré  examine 
celui  où  il  v  a  quatre  degrés  de  liberté  et  où  F„  ne  contient  que 
deux  des  variables  ./\  soient  xK  et  x»;  à  cet  effet,  il  considère 
encore  une  solution  périodique  correspondante  à  u.  =  u  et  il  cherche, 
comme  dans  le  problème  général,  les  accroissements  à  donner 
aux  valeurs  initiales  pour  obtenir  une  solution  périodique  lorsque 
u.  n'est  plus  nul,  tout  en  conservant  la  même  durée  T  pour  la  pé- 
riode. Il  écrit  dune  qu'aux  époques  0  et  T  les  valeurs  des  variables 
linéaires  sont  les  mômes  et  que  celles  des  variables  angulaires 
diffèrent  seulement  d'un  multiple  de  in.  Il  est  ainsi  conduit,  en 
supposant  quatre  degrés  de  liberté,  quatre  variables  linéaires 
./•,.  ./  "o,  •'';.  -i  ••,  et  quatre  variables  angulaires  i, .  i^.  r:i.  r,  à  huit 
équation-. 

(9)  V,  =  Vs  =  V,  =  V»  =  o, 

W\  =  Wi=  'I  l         o. 

pour  déterminer  les  huit  accroissements  inconnus,  3,  pour  les  ./•.. 
jj  pour  les  r/.  En  supprimant  le  facteur  très  petit  u.  dans  les 
équations  où  il  se  trouve,  en  désignant  par  lî  L'ensemble  des 
termes  de  Ft,  dans  lesquels  le  temps  disparait  quand  on  y  substi- 
tue à  x  et  r  leurs  valeurs  pour  'x  =  o.  M.  Poincaré  trouve  qu'il 
existe  des  solutions  périodiques  quand  la  solution 


o'.l 
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des  équations  (9)  est  d'ordre  impair.  Or  il  a  démontré  précé- 
demment qu'à  un  maximum  de  R  correspondait  toujours  une 
solution  d'ordre  impair.  Donc,  quand  le  hessien  de  F0  est  nul.  el 
que  la  fonction  R  admet  un  maximum  ou  un  minimum,  il  existe 
encore  des  solutions  périodiques  pour  les  petites  valeurs  de  ■;.. 

Solutions  de  la  deuxième  sorte.  —  M.  Poincaré  applique  les 
considérations  précédentes  aux  équations  du  problème  des  trois 
corps  dans  le  plan  el  détermine  ainsi  les  solutions  de  la  deuxième 
sorte.  Il  adopte  les  variables 

pL  =  A,         P'L'=A',         H, 
/,  /'  // . 

Une  solution  est  périodique  si,  au  bout  d'une  période  A,  A' et  H 
ont  repris  leurs  valeurs  primitives,  et  si  /,  /'  et  II  ont  augmenté 
d'un  multiple  de  2-.  La  fonction  F  est  égale  à 

F0-HfxF,+  fi2F24-..., 

et  F0  ne  dépend  que  de  A  et  de  A'. 

Pour  v.  =  o,  les  équations  admettent  la  solution 


(q) 


A  =  A„,  A'=A'0]  H  =  II,. 

I  =  nt -+-  /o,         I  =  11  l  —  l'0         h  =  /?„, 


A0,  A'  ,  H„  et  //„  étant  des  constantes  el  n  =    .  "  >  n'=  -"• 

''A,,  "A,, 

On  a 

\-\  -  X  A  cos  1  ni\  I  4-  m  1 1  --  n 1  ;lt  --  /•  '. 

A  et  k  sont  des  fonctions  de  A,  A',  H. 

En  y  substituant  les  valeurs  1  q  1  des  variables,  F  ,  devient 

F,=  SA  cos(a*-f-  p  1. 

Soit  R  la  valeur  moyenne  de  cette  fonction,  c'est-à-dire  l'ensemble 
des  termes  a  est  nul. 

On  détermine  A0  et  A0  de  façon  que,  pour  u.  -  o,  la  durée  de  la 
période  >oit  T,  et  l'on  trouve  les  valeurs  des  autres  variables  en 
résoR  anl  les  équations 

rfFç       rfR       dB        rfR 

<l\\„       <H .       fil ,       <lli,. 
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Ce  système  peut  être  réduit  à 

d\{    _  d\\  _  ,i\\ 
rfH0  ~  dl»  ~  dJÎ~0  ~  "' 

II  suflit  donc  pour  établir  l'existence  des  solutions  de  la 
deuxième  sorte,  de  démontrer  que  la  fonction  11  a  un  maximum. 
Or  la  fonction  \\  ne  contient  que  des  cosinus,  il  en  est  de  même 

de  R  et  pour  /„  =  l'0  =  Art  =  o,  on  a 

d\\  _   dl\   _ 
dZ,  ~  dh0  ~  °' 

il  ne  reste  qu'à  satisfaire  à  L'équation 

dR  _ 

Mais  la  fonction  R  est  développable  suivant  les  puissances  de 
y/'Ay —  Hj;  el  y^A„ — (H„  —  C)-,  elle  n'est  réelle  que  si  H0  est 
compris  entre  deux  limites  A„  et  A0-f-  C  :  elle  a  donc  un  maximum 
et  un  minimum.  11  existe,  au  moins,  deux  solutions  de  la  deuxième 
sorte  pour  lesquelles 

h—  l'o=  ,l»  =  °- 

Si  u,  —  o,  les  valeurs  initiales  de  /,  /'.  h  sont  nulles,  il  y  a  con- 
jonction symétrique.  Il  en  est  encore  de  même  pour  les  petites 
valeurs  de  u.  et,  en  outre,  il  y  a  conjonction  symétrique  au  milieu 
de  la  période. 

Solutions  de  la  troisième  sorte.  —  M.  Poincaré  détermine  les 
solutions  de  la  troisième  sorte,  c'est-à-dire  celles  pour  lesquelles 
les  inclinaisons  ne  sont  pas  nulles,  de  la  même  façon  que  les  solu- 
tions de  la  deuxième  sorte. 

Il  trouve  encore  une  conjonction  symétrique  au  début  el  au 
milieu  de  chaque  période. 

Application  des  solutions  périodiques.  —  Il  est  peu  probable 
que,  dans  aucune  application  pratique,  les  conditions  initiales  du 
mouvement  se  trouvent  être  précisément  celles  qui  correspondent 
à  une  solution  périodique;  mais  elles  peuvent  en  différer  peu  et 
on  peut  alors  prendre  la  solution  périodique  comme  point  de 
départ  d  une  série  d  approximations  successives, 
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Il  peut  encore  arriver  que  le  mouvemenl  d'un  astre  présente 
une  inégalité  importante  et  que  son  orbite  diffère  peu  d  une  solu- 
tion périodique;  le  coeflieient  de  l'inégalité  considérée  dans  celle-ci 
sera  une  valeur  approchée  du  coefficient  dans  le  mouvemenl  véri- 
table. C'est  ainsi  que  la  solution  de  M.  llill  permet  de  calculer 
aisément  l'inégalité  du  mouvement  lunaire  connue  sous  le  nom  de 
variation. 

Un  autre  cas  qui  se  présente  souvent,  et  sur  lequel  M.  Poincaré 
attire  particulièrement  l'attention  des  astronomes,  est  celui  où  le 

rapport  — ;         >  //  et  n'  étant  les  moyens  mouvements,  est  très  peu 

1  J  n  —  a  J 

différent  d'un  nombre  entier.  Il  existe  alors  une  solution  pério- 
dique de  la  première  sorte  dont  le  mouvement  présente  une  iné- 
galité très  considérable.  Si  les  conditions  initiales  véritables  de 
l'orbite  diffèrent  peu  de  celles  qui  correspondent  à  une  semblable 
solution  périodique,  cette  grande  inégalité  existera  encore  et  le 
coefficient  en  sera  sensiblement  le  même. 

On  pourra  donc,  avec  avantage,  en  calculer  la  valeur  par  la 
considération  des  solutions  périodiques.  Tisserand  a  procédé  ainsi 
dans  l'étude  du  mouvement  d'Hvpérion. 

Les  mêmes  considérations  sont  applicables  à  Uranus  et  à  Nep- 
tune, où  le  rapport  des  mouvements  est  voisin  de  i.  Elles  le  sont 
encore  à  toutes  les  petites  planètes  dont  le  moyen  mouvemenl  esl 
presque  double  de  celui  de  Jupiter. 

Mais  l'exemple  le  plus  frappant  est  fourni  par  Laplacc,  dans 
son  admirable  théorie  des  sept  satellites  de  Jupiter.  Il  existe,  en 
effet,  de  véritables  solutions  périodiques  quand,  au  lieu  de  trois 
corps,  on  en  considère  quatre  ou  un  plus  grand  nombre. 

CHAPITRE  IV. 

Équations  aux  variations.  —  Quand  les  conditions  initiales 
du  mouvemenl  d'un  astre  diffèrent  peu  de  celle-  qui  correspondent 
à  une  solution  périodique,  les  coordonnées  réelle-  sonl  peu  diffé- 
rentes, au  moins  pendant  un  certain  temps,  des  coordonnée-  d  un 
astre  fictif  qui  décrirait  la  solution  périodique.  Dans  une  première 
approximation,  on  peut  négliger  les  carrés  de  leur-  différences. 
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Soienl  les  équations 

/  s  dxt      .,  ,  . 

(<)  ~dt~     l        (»=if  «f  ...i») 

et  soit 

(a)  a?*=*i(0 

une  solution  et 

(a)  xi  -  */<  «)    -  g| 

une  autre  solution  peu  différente  Je  la  première. 
En  négligeant  les  carrés  des  ç,  on  a 

M.  Poincaré  dit  que  la  solution  (i)  est  une  solution  génératrice 
et  que  les  équations  (3)  sont  les  équations  aux  variations. 

Il  en  fait  une  étude  détaillée. 

Quand  on  connaît  une  solution  des  équations  (i)  contenant  un 
certain  nombre  de  constantes  arbitraires,  on  peut  en  déduire  des 
solutions  particulières  des  équations  (2).  Supposons  que  les 
équations  (1)  soient  satisfaites  pour 

xi—  4>i(t,  h,  hu  ...,  hp) 
et  que  la  solution  génératrice  s'obtienne  en  y  faisant 
hi  =  hi  = . . .  =  hp  =  o. 
Il  est  clair  que  les  équations  (2)  admettent  les  p  solutions 

t   _   d<$>i         (  i  =  1,  -i,  .  .  . .  n), 
dpk  (A=  1,2,  ...,/>). 

M.  Hill  a  fait,  dans  sa  théorie  de  la  Lune,  une  belle  application 
des  équations  aux  variations.  En  prenant,  comme  solution  géné- 
ratrice, la  solution  périodique  indiquée  plus  haut,  en  intégrant 
les  équations  aux  variations  correspondantes,  il  a  obtenu,  par  cette 
deuxième  approximation,  les  éléments  les  plus  importants  du 
mouvement  de  la  Lune,  à  savoir,  les  mouvements  du  périgée,  du 
nœud  et  le  coefficient  de  IVveetion. 
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Définition  des  exposants  caractéristiques.  —  Les  équa- 
tions (3)  sont  linéaires  par  rapport  aux  £  et  leurs  coefficients  sont 
des  fonctions  périodiques  de  t.  Elles  admettent  n  intégrales  par- 
ticulières de  la  forme 

f,=eVSn,         S*-ea>'S21,         ...,        É„  =  e<MSBl, 

£„  =  e««<SlBî        ,         ...,        tn=e«»'Snn. 

Les  a  étant  des  constantes  et  les  S /a  des  fonctions  périodiques 
de  £,  de  même  période  que  les  &î(t). 

Les  a  sont  les  exposants  caractéristiques  de  la  solution  pério- 
dique. 

Si  leurs  carrés  sont  tous  réels  et  négatifs,  les  quantités  ç,, 
£2,  .  •  • ,  i«  resteront  finies.  M.  Poincaré  dit  que  la  solution  pério- 
dique Xi  =  &i(t)  est  stable  et  qu'elle  est  instable  dans  le  cas  con- 
traire. 

Quand  deux  des  exposants  caractéristiques  sont  égaux,  les  inté- 
grales des  équations  (2)  ne  peuvent  plus  se  mettre  sous  la  forme 
(4)-  Si,  par  exemple,  a,  =  a2,  il  y  a  deux  solutions  particulières 
qui  s'écrivent 

6/=*««.«S/i  +  ««««Sftl 

les  S/,  et  les  S/o  étant  des  fonctions  périodiques  de  /. 

Si  trois  exposants  caractéristiques  étaient  égaux,  on  verrait  ap- 
paraître, non  seulement  t,  mais  encore  t2,  en  dehors  des  signes 
trigonométriques  et  exponentiels. 

Équation  qui  définit  ces  exposants.  —  Soit  xi  =  ®i(t)  la  so- 
lution génératrice,  de  période  (T  ),  et  ./■,—  */(*)  -h  £/,  une  solution 
quelconque.  Soient,  pour  t  =  o  et  t  =  T, 

*/(o)  -4-3,-     et     */(o)  +  p<+Vj 

les  valeurs  de  x/.  Les  lI*<  s'annulent  avec  les  3  et  sont  dévelop- 
pables  suivant  les  puissances  de  ces  quantités.  Pour  les  valeurs 
particulières  de  H,-,  considérées  précédemment,  on  a 

P*=  S<(o), 


> •  i  " 
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Il  en  ié-ulte  que 


dwt 


,/'l, 


(  t  =  1 ,  2 , 


..  //   I. 


En  éliminant  les  (3  entre  les  //  équations,  on  obtient  L'équation 
qui  définit  les  exposants  caractéristiques 


dW, 

df>     ~  ' 

gixT 

. . . . , 

Il  est  évident  que,  dans  les  dérivées  des  M",,  on   annule   li 
après  la  différentiation. 

M.  Poincaré  énonce  les  résultats  précédents  en  disant  que  l'on 
obtient  les  exposants  caractéristiques  a  en  formant  le  détermi- 
nant fonctionnel  des  W  par  rapport  aux  [i  ei  l'équation  en  S  cor- 
respondante;  les  racines   de  cette  équation  sont  égales  à  ext —  i. 

D'autre  part,  si  les  équations  (i)  qui  dépendent  d'un  paramètre 
u  admettent,  pour  lh.  =  o,  une  solution  périodique  dont  aucun 
des  exposants  caractéristiques  ne  soit  nul,  elles  admettront  encore 
une  solution  périodique  pour  les  petites  valeurs  de  ;j..  Il  en  est 
encore  de  même  si   l'équation  en  S  n'a  qu'une  seule  racine  nulle. 

M.  Poincaré  considère  ensuite  certains  cas  particuliers  el  dé- 
mon trc  : 

i"  Si  les  équations  (i)  contiennent  le  temps  explicitement  et 
sont,  par  rapport  à  cette  variable,  des  fonctions  périodiques  de 
période  2it;  si,  en  outre,  elles  admettent  pour  intégrales  uniformes 
F,,  F2,  •••,  F;,,  //  exposants  caractéristiques  sont  alors  nuls,  à 
moins  que  tous  les  déterminants  contenus  dans  la  matrice 


dFp 

dXn 


rfF, 

dxn 

d¥p 
dx„ 


ne  s  annulent  en  tous  les  points  de   la  solution   périodique  consi 
dérée. 
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2°  Si,  avec  les  mêmes  conditions,  relativement  aux  intégrales, 
1rs  équations  ne  contiennent  pas  le  temps,  i!  y  aura  généralement 
p    h  i  exposants  caractéristiques  <|ui  seront  nuls. 

Les  équations  de  la  Dynamique,  où  le  temps  n'entre  pas  expli- 
citement, admettent  toujours  l'intégrale  dite  des  forces  vives, 
F  =  const.;  s'il  existe  encore  p  intégrales  uniformes  telles  que  les 
crochets  de  ces  intégrales,  deux  a  deux,  soient  nuls,  ip  ---  ■>.  ex- 
posants caractéristiques  seront  donc  nuls,  à  moins  que  tous  les 
déterminants  fonctionnels  de  F,  F,,  .  .  . ,  F^,  par  rapport  à  p  -f-  i 
(juelconques  des  variables  Xi  et  yi,  ne  soient  nids,  à  la  fois,  en 
tous  les  points  de  la  solution  périodique. 

Développement  des  exposants.  Calcul  des  premiers  termes. 
—  Soient  xi  =  x" ,  y,  =  nf  t  +  iv"  les  valeurs  initiales  pour  /  =  o, 
de  xi  et  yi\ 

Soient  Ixi  et  «"T-f-Aj'/  les  accroissements  que  subissent  .r,, 
yi  quand  t  passe  de  la  valeur  o  à  la  valeur  T. 

L'équation  qui  donne  les  exposants  caractéristiques  s'obtient 
en  égalant  à  zéro  un  déterminanl  dont  les  éléments  sont  donnés 
par  le  Tableau  suivant,  dans  lequel  la  première  colonne  indique 
le  numéro  de  la  ligne,  la  deuxième  le  numéro  de  la  colonne  et  la 
troisième  fait  connaître  l'élément  correspondant  du  déterminanl  : 

n    de  la  ligne.  n°  de  la  colonne.  Expression  de  l'élément. 

tl\  ./■/, 


(i%n)  k         i /.      n.A>i) 


dfr 


t  ■  ''-A  'V         q 


i  —  n  (  i ':  •  o  )  k         i  /.       n) 

i         i  i     n  i  I.       n (/      o) 

i  +  BI  /;   <>  i  k  -+-  n(h      o,  /     i) 

i       n  |  i      o  )  /        //   =  i  +  a 


il\  r 
du 

-/A, 
'/• 

./Ai 
<7u, 


Les  racines  de  cette  équation  en  S  sont  <?a1  —  i .  y.  étant  un  des 
exposants  caractéristiq  ues. 
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M.  Poincaré  écrit  celte  équation 

£(<*„    fi)  =o. 

Il  pose  a  =  ey/ïï,  forme  l'équation  en  s,  (/,  (s,  yu.)  =  o  et 
montre  que  s  est  développable  suivant  les  puissances  de  y/[i.. 

Il  discute  l'équation  (/, (e,  o)  =  o,  considère  les  cas  où  une  ou 
plusieurs  des  variables  .r,  n'entrent  pas  dans  F0  et  applique  tous 
les  résultats  obtenus  au  problème  des  trois  corps. 

i  A  suivre.) 


MELANGES. 

UNE  INTERPRÉTATION  GÉOMÉTRIQDE  DES  COORDONNÉES  *.  :.  \ 
DE  M.  DARROUX: 

Par  M.   \.  DEMOULIN, 

Chargé  de  cours  ;i  l'Université  de  Gand. 

Un  plan  quelconque  étant  défini  par  l'équation 

(i  —  ap  )X  +  ii  i  —  a3  )  Y  +  i  [a  -+-  3  iZ  —  \  =  o, 

ses  coordonnées  (a,  (3,  ç)  s'interprètent  de  la  manière  la  plus 
simple  au  moyen  delà  transformation  de  conlact  obtenue  par  la 
combinaison  des  transformations  de  Lie  et  d'Ampère.  On  peut, 
en  effet,  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Une  même  équation  f{^,  \t-,  v)  =  o  représente  deux  sur- 
faces différentes  suivant  qu'on  l'interprète  en  coordonnées 
(y.,  ri>,  q)  ou  en  coordonnées  cartésiennes.  La  seconde  de  ces 
surfaces  peut  se  déduire  de  la  première  par  V  application  suc- 
cessive des  transformations  de  Lie  et  d'Ampère.  D' une  façon 
plus  précise,  les  coordonnées  (a,  (3,  £)  d'unplan  tangent  de  la 
première  surface  sont  les  coordonnées  cartésiennes  du  point 
correspondant  de  la  seconde. 

Pour  démontrer  ce,  théorème,  rappelons  les  formules  qui  défi- 
nissent les  transformations  de  Lie  el  d'  Vmpère. 


MÉLANGES  ,.,; 

La  transformation  de  Lie  établit   une  correspondance  entre  les 

sphères  d'un  espace  (E)  et  les  droites  d'un  espace  (e).  Les  deux 
équations 

X  -i-  iX -h  a?  Z  -h  z  =   <>. 
a?(X— l'Y)  —  Z—y  —  o 

la  définissent  complètement.   A    la   droite   de  l'espace  (e)  repré- 
sentée par  les  équations 

x  —.  az  -h  m,         y  =  bz  -+-  n, 
il  correspond,  dans  l'espace  (E),  une  sphère  ayant  pour  équation 
(i)     <7(\2-h  Y*-4-Z2)  —  (m-hb)X—  i(m  —  b)  Y-+-  (i  -+-  am  —  bn)Z-±-n  =  o. 

En  particulier,  aux  droites  parallèles  au  plan  des  yz  corres- 
pondent des  sphères  qui  se  réduisent  à  des  plans. 

Passons  à  la  transformation  d'Ampère.  Elle  fait  eorrespondre 
aux  éléments  (x,  r,  s,  />,  g)  de  l'espace  (e)  les  éléments 
(#', y',  z',  //,  q')  d'un  espace  (e')  au  moyen  des  formules 


y  -  '1 


z  =  z  —  9  y 


9  =—y- 


Cela  rappelé,  cherchons  à  définir  la  transformation  qui  résulte 
de  la  combinaison  des  deux  transformations  précédentes.  A  cet 
effet,  il  suffira  de  déterminer  la  surface  de  l'espace  (E)  qui  cor- 
respond à  un  point  (.:/:',  y\  z')  de  l'espace  (e').  Or,  d'après  les 
équations  (2),  au  point  1  \r ,  y\  s'),  il  correspond,  dans  l'es- 
pace [e),  la  droite 


T  =  X  , 


—yy 


Celle  droite  étant  parallèle  au  plan  des  j'Z,  la  sphère  qui  lui 
correspond  dans  l'espace  (E)  est  un  plan  n  dont  on  obtient  immé- 
diatement L'équation  par  l'application  de  l'équation  (1).  On  trouve 

ainsi 

(1  —  x'y' )X  -t-  i(i  -f-  x'y')\  —  (x'-\-y')Z  —  z'  =  o. 

Les  coordonnées  (a,  ($,  ç)  de  ce  plan  sont  bien  les  coordon- 
nées cartésiennes  du  point  qui  lui  correspond  dans  la  transforma- 
tion de  Lie-  Vnipère.  Si  le  point  1  a  .  1  .  z  1  décrit  une  surface 
définie  par  l'équation  /'(./'.  r'.  s')  <>.  le  plan  -  enveloppera  la 
surface  définie  par  l'équation y(a,   j.  ç)    ■-  <». 
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Nou>  avons  été  conduit  à  cetle  interprétation  des  coordonnées 
(a,  [J,  ç)  en  cherchant  à  définir,  en  coordonnées  cartésienne-,  les 
surfaces  de  l'espace  (e  i  qui  correspondent  aux  surfaces  de  \\  ein- 
garten  de  l'espace  (E).  L'équation  aux  dérivées  partielles  qu'on 
obtient,  bien  que  très  simple,  oe  se  présente  pas  sous  une  forme 
symétrique;  au  contraire  elle  acquiert  une  grande  élégance  si  on 
1  vi ï  applique  la  transformation  d'Ampère,  mais  alors  en  constate 
qu'elle  est  identique  à  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  sur- 
faces de  W  eingarten  en  coordonnées  de  M.  Darboux.  Cette  coïn- 
cidence s'explique  sur-le-champ  parle  théorème  qui  fait  l'objet  de 
celte  -\ote. 
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H.  POIXCARÉ.  —  Les  nouvelles  méthodes  de  lv  Mécanique  céleste,  t.  I. 

[Suite  et  fin.  ] 

CHAPITRE   V. 

Non-existence  des  intégrales  uniformes.  —  Soient  les  équa- 
tions 

dxi  _  dF  dyi  c/F 

dt         dji  dt  dxt 

F  =  Fo+fiFj-f-  fjL*F2-h..., 

F0  ne  dépendant  que  de  xi  et  son  hessien  par  rapport  à  ces  n 
variables  n'étant  pas  nul. 

Soit  4>  une  fonction  des  .r,  des  y  et  de  u.,  périodique  par  rapport 
aux  y\  analytique  et  uniforme  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
des  y,  pour  les  valeurs  suffisamment  petites  de  u,  et  pour  les 
systèmes  de  valeurs  des  x  appartenant  à  un  certain  domaine  D, 
d'ailleurs  aussi  petit  que  l'on  veut. 

Dans  ces  conditions,  la  fonction  <ï>  est  développable,  par  rapport 
aux  puissances  de  jj.,  et  l'on  peut  écrire 

*  =  <I>a  -+-  ;jl  ^ !  -1-  ;jl'2  «I>2  -+- . . . , 

<î>(l,  $,,  <ï>2,  ..  .  étant  uniformes  par  rapport  aux  x  et  aux  y,  et 
périodiques  par  rapport  aux  j. 

M.  Poincaré  démontre  qu'une  fonction  <ï>  de  cette  forme  el 
autre  que  F  ne  peut  pas  être  une  intégrale  des  équations  (1). 

En  effet,  la  condition  nécessaire  el  suffisante  pour  qu'une  fonc- 
tion <$  soit  une  intégrale  s'écrit 

[F,*]  =  o, 

ou,  en  remplaçant  F  et  <I>  par  leurs  développements, 
o  =  [F0,*o]-i-f*j[F1,*0]-+-[F0,*1]j-t-.... 

Ou  a  donc,   séparément, 

I  F0,*0]  =  o, 

[F,,*o]-+-[F0,*i]  =  o. 

Bull,  des  Sciences  nuit  hem  . .  a*  série,   t.   Wlll.    (Octobn    180g.)  1  - 
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De  ces  deux  équations  et  de  la  forme  supposée  à  F0  et  <î>.  il 
résulte  que  <î>  ne  peut  pas  être  distinct  de  F. 

M.  Poincaré  considère  ensuite  le  cas  où  le  hessien  de  F0  est  nul, 
F0  ne  dépendant  pas  de  toutes  les  variables  xt,  x2,  •  •  • ,  xa. 

Il  suppose  (pie  F0  ne  dépend  que  de  ./,.  ./•_.  et  que  son  hessien 
par  rapport  à  ces  deux  variables  n'est  p;is  oui.  Pour  bien  marquer 
la  différence  entre  xt,  x2  et  leurs  conjugués  yt^  y±  d'une  part, 
et  les  autres  variables  .r,  y  d'autre  part,  il  désigne  celles-ci  par 
la  notation 


et  démontre  d'abord  que,  s'il  existe  une  intégrale  <ï>  distincte  de  F, 
on  peut  toujours  supposer  que  <P0  n'est  pas  fonction  de  F0. 
Cela  posé,  il  considère  encore  L'équation 

[F0,  *o]  =  o 
et  pose 

r  _  e</-i    ,„,  v,  -m 

4>0  prend  la  forme  (I)o=  ^AÇ,  les  A  ne  dépendant  que  de  xs ,  x-, 
des  z  et  des  u. 

La  relation  entre  F0  et  $>0  devient 

r/F0  dF0 

>»i   , '>i>  -,—  =  o; 

dx\  aXî 

elle  ne  peut  avoir  lieu  que  si  mK  et  m2  sont   nuls.  <I>0    ne  dépend 
donc  pas  des  y. 

En  posant  de  même 

F,  =  )Ll\m{m,  e"~l  '"..>.  "'^   =SBÇ, 


I  equal  ion 

devient 


(a  i 


[F1,*o]-+-[F0,*,]  =  o 

■2-c(2-S)-2«(2-'g 


Jm+  ~  *mà  \d.Zi    dUf  llllj     clZi  )   ~ 


Cette  relation  devanl  être  une  identité,  tous  les  coefficients  des 
exponentielles  ~  sonl  nuls.    Pour  faire  disparaître  les  termes  qui 
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dépendent  de  C,  il  suffit  de  donner  aux  x  des  valeurs  telles  que 


rfFfl  rfF0 

U  X 1  il  1  2 


M.  Poincaré  dit  fine  le  coeffieient  B  est  de  la  classe  — -  et  que 
1  m  2        n 

deux  coefficients  Bmtm2,   Bm'im'2    appartiennent  à   une  même 

classe  quand  ni,  />/[,  —  m2m\  =  o. 

La  relation  (<-/)  doit  avoir  lieu  pour  tous  les  coefficients  B  de  la 


1  m  ; 

même  classe  — 


Soient  alors  j>  el   q  deux  nombres  entiers  premiers  entre  eux, 

m* 

s  que  —  - 

1         m-. 

En  posant 


1  m\         P 

tels  que  —  =  - 

1        m2         (/ 


ey~\  py,+qy2) 


on  devra  avoir,  pour  toutes  les  valeurs   entières  de  X,  positive?, 
négatives  ou  nulles, 

,/I>À         y.  /d_Dl  ./'!>,        dDl  d'i>n\  _ 
<K  j^d  \  dzi    dut  dui    dzt  ) 

Cela  ne  peut  avoir  lieu  (pie  de  deux  manières  différentes  : 

1"    Si  (I>„  est  fonction  de  F0  ; 

20  Si  le  jacobien  de  m —  3  quelconques  des  fonctions  I)>, 
par  rapport  aux  2/1 —  3  variables  Ç,  z-t  el  //,  est  nul. 

La  première  conclusion  esl  contraire  à  l'hypothèse  faite  au 
début,  la  deuxième  conduil  à  admettre  que  toutes  les  fonctions  D> 
peuvent  s'exprimer  à  laide  de  in —  \  d'entre  elles.  Or,  les  coeffi- 
cients du  développement  de  la  fonction  F  sonl  des  données  du 
problème  et  il  n'y  a,  généralement,  aucune  ici, thon  entre  eux.  Il 
n'existe  donc  pas,  en  général,  d'intégrale  analytique  et  uniforme 
aui re  que  F '. 

Toutes  les  considérations  précédentes  sont  directement  appli- 
cables aux  divers  cas  du  problème  des  trois  corps. 

Dans   le  problème  restreint,    il   \   a   deux  degrés  de  liberté  el 
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quatre  varia] 

blés  : 

r,  =  L, 

■r ,_  =  G. 

et  l'on  a 

n=i, 

y  2  =  s  —  l, 

F0  = 

i 

2J~r 

Le  hessien  de  F0  est  nul,  mais  on  peut  revenir  au  cas  où  il  ne 
l'est  pas.  Pour  qu'il  existât  une  intégrale  uniforme,  il  faudrait 
donc  que,  dans  le  développement  de  I  \  I  qui  est  la  fonction  per- 
turbatrice des  astronomes),  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  mul- 
tiples de  V)  et  y.,,  tous  les  coefficients  s'annulassent  au  moment 
où  ils  deviendraient  séculaires,  et  l'on  sait  que  cela  n'est  pas. 

Le  problème  restreint  n'admet  donc  pas  d'intégrale  uniforme 
distincte  de  F. 

Dans  le  cas  général  des  mouvements  plans,  on  réduit  le  nombre 
des  degrés  de  liberté  à  trois,  en  employant  les  variables  définies 
dans  le  Chapitre  T,  à  savoir 

pL,     p'L',  311  =  II. 

/.  /'.      w  —  w'  =  ft. 

On  connaît  le  développement  de  la  fonction  F, ,  sous  la  forme 

F,  =  IBm1m,elCî,''1.'-'»:/», 

et  l'on  sait  que  les  B  sont  des  fonctions  distinctes.  Il  n'y  a  donc 
pas  d'intégrale  uniforme  de  la  forme 

fI>i  L.  L',  H,  /,  /',  h)  =  con-t.. 

périodique  en  /,  /'. 

M.  Poincaré  va  plus  loin.  En  prenant  le  problème  avec  quatre 
degrés  de  liberté,  il  montre  qu'il  n'y  a  pas  d'intégrale,  autres  que 
celles  des  forces  vives  et  des  aires,  de  la  forme 

<WL.  L',   II.  /.  /',  HP,  iv')  =  Collet.. 

où  la  fonction  <ï>  dépend  d'une  manière  quelconque  de  u\  a',  au 
lieu  de  dépendre  seulement  de  la  différence  w  —  a  . 

11  en  est  encore  de  môme  du  cas  le  plus  général  du  problème 
des  trois  corps. 

M.   Bruns  a    démontré  que   le  problème  des   trois  corps  n'ad- 
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meltait  pas  de  nouvelle  intégrale  algébrique  en  dehors,  des  inté- 
grales déjà  connues. 

Le  théorème  de  M.  Poincaré  est  plus  général,  puisqu'il  démontre 
la  non-existence  non  seulement  d'intégrale  algébrique,  mais  aussi 
d'intégrale  transcendante  uniforme,  même  dans  un  domaine 
restreint.  Par  contre,  le  théorème  de  M.  Bruns  existe  pour  toutes 
les  valeurs  des  masses,  et  celui  de  M.  Poincaré  pour  les  petites 
masses  seulement. 

Problèmes  de  la  dynamique  où  il  existe  une  intégrale  uni- 
forme, —  M.  Poincaré  vérifie  que,  dans  certains  problèmes  où 
l'on  connaît  une  intégrale  uniforme,  les  conditions  énoncées  pré- 
cédemment sont  bien  vérifiées.  Il  considère,  à  ce  point  de  vue,  le 
mouvement  d'un  point  mobile  M  attiré  par  deux  centres  fixes  A 
et  B  et  le  mouvement  d'un  corps  pesant  autour  d'un  point  fixe. 

Jl  montre  enfin  que  toutes  ses  conclusions  subsistent  encore 
lors  même  que  l'intégrale  uniforme  $  est  seulement  développable 
suivant  les  puissances  fractionnaires  de  u.. 

CHAPITRE  VI. 

M.  Poincaré  rappelle  les  principes  de  la  méthode  de  M.  Dar- 
boux,  qui  permet  de  trouver,  pour  une  fonction  d'une  variable, 
les  coefficients  de  rang  élevé  dans  la  série  de  Fourier  ou  dans  celle 
de  Taylor,  quand  on  connaît  les  propriétés  analytiques  de  la  fonc- 
tion représentée  par  ces  séries. 

Il  l'étend  ensuite  aux  fonctions  de  deux  variables  et  applique 
ses  résultats  à  la  partie  principale  de  la  fonction  perturbatrice 
que  nous  allons  définir. 

Dans  le  Chap.  1,  M.  Poincaré  a  donné,  pour  la  fonction  F, 
l'expression 

F     y\-+-y\-*-y\     yt±_yt±_yl  _  msm»  _  m%mv  _  mtmt 
ap  2p'  [xBC       :>.  m;       fiAB 

Les  quantités  (y;  +j  \  +yl),  {y\  -+-..'  I  — yl)  el  A.I3  dépen- 
dent seulement  des  variables  képlériennes,  tandis  que  x2,  ?-.■,•  \(  •• 
BG  dépendent  encore  de  >x;  en  les  développant  suivanl  les  puis- 
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sances  de  ii,  on  trouve 

uS2 
x2  =  fi  -+-  — h  termes  en  jji2, 

/// 1 


BC  =  \W^CD2-2ABCDcosDH-termeSen  * 

i  i  lu  Al;  cosD 

— =  =  -== — — h  termes  en  a2. 

AC        CD        in{        cD* 

En  posant 

F  =  F„+|xF,-4-..., 

on  a  immédiatement  l'expression  de  F0  et  celle  de  F,. 
On  trouve 

F  =ZLË!_  ?"  PP'  ,    ^'ABcosD 

'         AB         CD        V/AB2  +  CD2— aABCDcosT)  Ci)2 

32 

Le  premier  terme  -~-  ne  donne,  dans  le  développement,  que 

3'2 

des  termes  dépendant  de  l'anomalie  /,  et  le  deuxième  = —  £tt  de 
l'anomalie  /'. 

38'ABcosD  cosv'  ..  .  _.    .        sinv' 

CD, =  ABcu"v7nj7  "•"  C0Sl(AB  s,nv  '  7^777* 

En  outre, 

BB'ABcosD       ,  .  „  cosv'  .        sinv' 

CDi      "  =(ABcoSv)w  +  coSi(ABs.nv)-_ 

La  méthode  que  M.  Flamme  a  déduite  des  principes  de  M.  Dar- 
boux  s'applique  aux  quatre  parties  du  deuxième  membre.  Il  ne 
reste  donc  que  le  troisième  terme. 

BB' 
po  —  "r , 

V  \  B2-+-CD2  —  2ABCD  cosD 

On  L'appelle  la  partie  principale  de  la  fonction  perturba- 
trice. Son  développement  fait  l'objet  de  ce  Chapitre. 

Les  principaux  résultats  de  M.  Darboux,  dont  M.  Poincaré  fait 
usage,  sont  les  sm\ anls  : 
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i°  Soit  une  série  cp(.z)  =  Zanxn,  admettant  /•  pour  rayon  de 
convergence;  quand  n  croit  indéfiniment,  on  a 

limite  an  p"  =  o.  si  p  <  r, 

limite  anpn=  oo,         si  p  >  r. 

2"  Si  la  fonction  '■?(#)  =  2a„xn  demeure  finie  sur  la  circonfé- 
rence de  rayon  /■,  ainsi  que  ses  p  premières  dérivées,  le  produit 
nP+i  anrn  ne  croit  pas  au  delà  de  toute  limite  quand  n  augmente. 

3°   Si  l*on  a 

<I>  i  n  .)  =  (  i  —  i.r  )*  =  £  an  x" , 

on  aura  ap-proximativemenl 

nl-kan 


4°  Si  la  fonction  4>  a,  sur  la  circonférence  de  rayon  r,  deux 
points  singuliers,  et  si  l'on  connaît  son  développement  dans  leur 
voisinage,  on  peut  en  déduire  la  valeur  approximative  de  au. 

5°  Si  l'on  a 

•!>i  r  i  —  log(  i  —r). 

on  aura  approximativemenl 

—  /i»-*lugn 


6  '    Si  I  on  a 

*(.r  i  =  TLanxn  —  2.a-nx~n, 

et  si  <ï>  est  ainsi  développable  dans  un  anneau  limité  par  deux 
circonférences  de  rayon  r  et  R,  les  valeurs  approximatives  des 
coefficients  an  dépendent  uniquement  des  singularités  de  $(#) 
sur  ces  deux  circonférences  limites. 

M.   Poincaré  applique  ces   principes  au   développement   d  une 
l'onction  F"  des  deux  anomalies  moyennes  /  et  /'  sous  la  forme 

F°  =  2A/n1m2evCIï  '".'+'"» 
Il  a 

i7t2Ara1m2=    f       f      l-'ï  e-4=T  "'■/-'"-/  '<//«//  ■ 

Il  dit  que  Ton  ;■  approximal ivemenl 

\  m ,  m .  —  -  '  /'  i  mi  -  >i n   ■   I'.         r-  ■      en   ■   il  ■ 
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si  le  rapport  ' — -  tend  vers  l'unité  quand  n  croît  indéfiniment 

11  Ç (  /M  ^ 

et  que  a,  b,  c,  d  restent  finis. 

Cela  étant,  il  se  propose  de  trouver  une  valeur  approchée  du 

coefficient  A/?i(  m-,  quand,  le  rapport  — '  étant  donné  et  fini,  les 

deux  nombres  mt  et  m-,  sont  très  grands,  ou,  plus  généralement, 

quand  on  a 

m,  =  an -+-  b,         m2  =  cn-\-  <:/, 

a,  &,  c,  d  étant  des  entiers  finis  et  n   un  entier  très  grand,  a  et  c 
sont  premiers  entre  eux. 

A  cet  effet,  il  fait  le  changement  de  variables  défini  par 


.v-w 


=  Ie 


>.v—ïï  —  f~a  zc 


Il  exprime  F"  à  l'aide  de  nouvelles  variables  z,  t  et  pose,  pour 
abréger, 

_  d 

¥(z,t)  =  ¥\taci~bc-'iz    r. 


Il  considère  ensuite  l'intégrale 


*<*)=^  /"F  (*.')*, 


prise    par   rapport    à    /,   le  long    de  la    circonférence   |  t  [  =  i    et 

montre  que 

*(c)  =  SA»!!»!,;". 

Donc,  en  développant  <I>  sous  la  forme 

le  coefficient  a„  sera  Ja  valeur  de  A/>?,/>?;>  si  m{  =  an  -+-  6, 
/n2  =  e/i  -f-  <a?. 

M.  Poincaré  est  ainsi  conduit  à  chercher  l'expression  appro- 
chée de  an  pour  n  très  grand  et,  par  conséquent,  à  étudier  les 
singularités  de  la  fonction  fI*(^). 

Il  montre  d'abord  que  l'on  obtient  ions  les  points  singuliers 
de  4>(c)  en  exprimant  que  deux  (\v>  points  singuliers  de  ¥(:-,  t) 
considérés  comme  fonction  de  l  se  confondent  en  un  seul  et 
il  cherche  ceux  qui  sont  sur  les  circonférences  limites. 

Tous  les  points  singuliers  ne  conviennent  pas  à  la  question,  et 
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cela  pour  différentes  raisons  dont  la  principale  est  que  la  fonction 
¥(z,  t)  n'est  pas  uniforme. 

M.  Poincaré  détermine,  par  une  discussion  spéciale,  ceux  qui 
conviennent,  en  se  bornant  au  cas  où  le  mouvement  se  passe  dans 
un  plan. 

Soient  a  et  u!  les  anomalies  excentriques,  L2,  L'2  les  grands 
axes,  ra  et  m  les  longitudes  des  périhélies,  on  aura 

l  =  k.  —  siiTÏ»  sin  u,         /'  =  u  —  sin<ï>'  sin  u  . 

Les  coordonnées  de  la  première  planète,  par  rapport  au  grand 
axe  de  son  ellipse  et  à  une  perpendiculaire  menée  par  le  foyer, 
seront  les  parties  réelle  et  imaginaire  de  çL2,  en  posant 

jj  =  cos  u  —  sin <t»  -+-  / —  i  cos<I>  sin  u  ; 

celles  de  la  deuxième  planète,  par  rapport  aux  mêmes  axes  que 
les  précédentes,  seront  les  parties  réelle  et  imaginaire  de 

avec 

rt  =  cos  u' —  5in^>'-H  y —  i  cos*'  sin  u  . 

En  posant  encore 

p=  L'2L-2ev,ri<CT'-CT>, 

et,  en  désignant  par  £„,  7j0,   [i0  les  valeurs  conjuguées  de  ç,  /,,  (3, 

il  vient 

i 


L*F? 


Vfa-PIKÊO—  PoTJO)' 


Les  points  singuliers  de  F','  sont  ceux  pour  lesquels  u,  u',  et, 
par  conséquent,  £,  rj,  Ç0,  ri0  cessent  d'être  des  fonctions  uniformes 
de  /  et  de  /',  et,  par  conséquent,  de  z  et  de  £,  et,  en  outre,  ceux 
pour  lesquels 

S  =    P7)»  Ço  =   po'Ho- 

Ils  sont  donc  donnés  par  les  quatre  équations 

Tu  =£r  =  °>  H=^-  PT'=°'  "o=?o  -Por,o=o. 

Pour  trouver  les  points  singuliers  de  <I)(^),  il  suffit  d'exprimer 
que  deux  des  points  singuliers  de  F(3,  t)  se  confondenl  ;  mais  cela 
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peut  arriver  de  deux  manières  :  ou  bien,  un  point  singulier  défini 
par  l'une  des  quatre  équations  précédentes  va  se  confondre  avec 
un  point  singulier  défini  par  une  autre  des  quatre  équations. 
M.  Poincaré  dit  que  le  point  correspondant  est  un  point  singulier 
de  première  espèce;  ou  bien,  deux,  points  singuliers  d'une  même 
équation  se  confondront  en  un  seul  pour  donner  un  point  de  la 
deuxième  espèce. 
M.  Poincaré  pose 

x  =  e'",        y  =  t>'"  . 

et  exprime  les  équations   précédentes  en  x  et  y;  elles  sont  alors 
réciproques  et  il  peut  les  résoudre. 

11  trouve  ainsi  quatorze  points  singuliers  :  sept  qui  corres- 
pondent à  des  valeurs  très  petites  de  x.  y  et,  par  suite,  de  z;  sept 
qui  correspondent  à  des  valeurs  très  grandes  des  mêmes  quan- 
tités. Il  détermine  ensuite,  dans  un  certain  nombre  de  cas  parti- 
culier celui  de  ces  points  pour  lequel  le  module  de  z  est  le  plus 
grand  et,  à  cause  de  la  réciprocité,  en  déduit  celui  pour  lequel  le 
module  de  z  est  le  plus  petit.  Il  indique  aussi  de  quelle  manière 
la  discussion  doit  être  conduite  dans  le  cas  général. 

Après  avoir  déterminé  le  point  singulier  de  <ï)(-^)  qui  con- 
vient à  la  question,  c'est-à-dire  les  deux  circonférences  (z)  =  r, 

(z)  =  R  =  -  qui  limitent  le  domaine  où  la  fonction  <ï>  est  dévelop- 

pable  par  la  série  de  Laurent,  et  les  points  singuliers  qui  s'y 
trouvent;  en  général  il  n'y  en  aura  qu'un  seul,  z0  sur  la  circonfé- 
rence (z)  =  /•,  M.  Poincaré  applique  à  <ï>  la  méthode  de  M.  Dar- 
boux.  Il  cherche,  pour  cela,  comment  celte  fonction  se  comporte 
dans  le  voisinage  du  point  singulier  z  =  ^0.  En  transformant  et  en 
développant  convenablement  le  contour  d'intégration  C  le  long 
duquel  doit  se  calculer  l'intégrale  <£ (z),  il  trouve  que  l'on  peut  la 
mettre  sous  la  forme 

Bdt 


■21..  J   y/^t—hy 


1^ 


(\> |  (  :■  i  rotant  holomorphe  pour  z  =  ;0  et  il  en  déduit  le  développe- 
ment cherché. 

ipplication  à  I    istronomie.         Le  bul  que  l'on  se  propose 
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est  de  reconnaître  si  certains  termes,  d'ordre  très  élevé,  mais 
affectés,  à  cause  delà  commensurabilité  des  moyens  mouvements, 
de  diviseurs  très  petits,  sont  ou  ne  sont  pas  négligeables.  Ils  le  sont 
généralement  et  il  suffit  alors  de  se  faire  une  idée  de  leur  ordre 
de  grandeur. 

M.  Poincaré  indique,  comme  exemple,  la  célèbre  inégalité  de 
Pallas.  Pour  l'étudier,  il  faut  faire  le  calcul  en  prenant 

a  =  2,         6  =  1,         c= —  i,         d  =  a,         n  =  8. 
d'où 

m  =  17,         m-i  =  —  8. 

CHAPITRE  VII. 

Solutions  asymptotiques.  —   Soient 

(1)  -j-t  =Xi       (*  =  1,  2,  ...,«), 

/i  équations  où  les  X/  sont  des  fonctions  des  x  et  de  £,  développables 
par  rapport  aux  x  et  périodiques,  de  période  2tc,  par  rapport  à  f. 
Soit 

une  solution  particulière  périodique.  En  posant  a?/  =  xL  -+-  ;/,  il 
vient 

En  supposant  que  les  £;  sont  petits  et  en  négligeant  leurs  carrés, 
les  équations  (2)  deviennent  les  équations  aux.  variations 

d\t  _dXj  dXj  dXt      . 

dt        dx\  ;i       dx\  "      '  <tej  Çrt' 

elles  sont  linéaires  et  à  coefficients  périodiques;  la  forme  de  leur 
solution  générale  est 

\t=  Ai  c'^.^I',,,  4-  Asca^*î,,--t-...-t-  A,,*;*"' «!>„,,■; 

les  a  sont  les  exposants  caractéristiques,  les  <I>  des  fonctions  pério- 
diques de  /. 

M.   Poincaré  pose 

\i=  *h*it-l-  V-'1'^ -   r13*s/-4-.  .  .  -    Tj,,*,,/, 
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el  substitue  dans  les  équations  (2);  il  Lrouve  ainsi  : 

où   les  H/  sont  des  fonctions  de  t  et  des  i\  de  même  façon  que 

les  E. 

On  peut  les  écrire 

{>■")  ^<=HJ  +  H*-»-...-hH?  +  ...; 

Hf  représente  l'ensemble  des  termes  de  H/  qui  sont  de  degré  p 
par  rapport  aux  tj.  D'autre  part  les  équations  aux  variations  de- 
viennent 

La  solution  générale  de  (2')  est  développable  suivant  les  puis- 
sances des  Aie*'1,  les  coefficients  étant  des  fonctions  périodiques 
de  t;  on  peut  donc  écrire 

(4')  iJ/=ijj  +  ilî+...-4-iJ?H-..., 

où  7\f  représente  l'ensemble  des  termes  de  ru-  qui  sont  de  degré/? 
par  rapport  aux  A.  En  substituant  ces  valeurs  (4)  dans  les  équa- 
tions (2"),  M.  Poincaré  trouve  : 

■2^  =  «Hlf,        13/=  Ai**, 

équations  qui  permettent  de  trouver,  par  récurrence,  r,j,  7j?,  .  .  . , 
y,-7.  En  effet,  Ky  ne  dépend  que  de  r/,  -/,-,  ...,  7|?-'.  En  supposant 
que  ces  quantités  aient  été  calculées  et  remplacées  par  leurs  va- 
leurs, on  aura 

K7=  SAÇ1AP2...AP"e««iP.+«.P.+»--Hx..P»>(}<  =  S  Atfe'-^ZCe'^, 

cl,  par  suite, 

C  WY^  +  Sxfi' 


.  7  _  V    ^Aye"T--'-^-. 
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Il  y  aurait  exception  si  l'on  avait 

auquel  cas  il  s'introduirait  des  termes  en  t  dans  les  formules. 

M.  Poincaré  montre  ensuite  que  ces  séries  convergent  si  aucun 
des  deux  polygones  convexes  qui  enveloppent,  le  premier  les  a  et 
-h  \J — i,  les  seconds  les  a  et  — \J — i,  ne  contient  l'origine; 
ou,  si  toutes  les  quantités  a  ont  leurs  parties  réelles  de  même 
signe  et  non  nulles.  Quand  il  n'en  est  pas  ainsi  et  que,  par  exemple, 
k  des  quantités  a  ont  leur  partie  réelle  positive,  tandis  que  n —  k 
ont  leur  partie  réelle  négative  ou  nulle,  les  séries  convergent  encore 
si  l'on  y  annule  les  constantes  A  qui  correspondent  à  un  a  dont  la 
partie  réelle  est  négative  ou  nulle  ;  mais  elles  ne  donnent  plus  alors 
la  solution  générale,  mais  seulement  une  solution  particulière 
contenant  seulement  k  constantes  arbitraires  et  développée  suivant 
les  puissances  de  A,  <?azf,  ...,  A/feaA?.  D'après  l'hypothèse  faite  sur 
a(,  ...,  a2,  les  exposentielles  A/ea",  et,  par  suite,  les  7W-  de  la  solu- 
tion considérée  tendent  vers  o  quand  t  tend  vers  — oc;  pour  cette 
raison,  M.  Poincaré  l'appelle  solution  asympto tique. 

Il  obtient  un  second  système  de  solutions  asymptotiques  quand 
il  annule,  dans  la  série  générale,  tous  les  coefficients  A  qui  cor- 
respondent à  des  exposants  dont  la  partie  réelle  est  positive  ou 
nulle.  Quand  t  tend  vers  -+-00,  ces  solutions  se  rapprochent 
asympto tiquement  de  la  solution  périodique  considérée.  Dans  le 
cas  des  équations  de  la  Dynamique,  les  a  sont  deux  à  deux  égaux 
en  valeur  absolue  mais  de  signe  contraire;  à  chaque  solution 
asymptotique  du  premier  genre  en  correspond  donc  une  du 
second  genre. 

M.  Poincaré  démontre  encore  que  si  les  X/  dépendent  d'un  pa- 
ramètre u  et  sont  développables  suivant  les  puissances  de  ce  para- 
mètre, et  si,  pour  u.  =  o,  les  exposants  caractéristiques  sont  tous 
distincts,  les  séries  qui  définissent  les  quantités  r,i  peuvent  être 
développées  suivant  les  puissances  de  A,<?a"  et  de  ul.  Il  applique 
ensuite  ces  résultats  aux  équations  du  problème  des  trois  corps  : 

dxt  _  dF  dyi  _  dF  _ 

dt  dyi  dt         d.r,- 

Ces  équations    admettent    des    solutions    périodiques:    il    suffit 
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donc  que  l'un  des  exposants  caractéristiques  a  correspondants 
soit  réel  pour  qu'elles  admettent  aussi  des  solutions  asvmplo- 
tiques.  Les  second-  membres  sont  développables  suivant  les  puis- 
sances de  u,  niais  tous  les  exposants  caractéristiques  sont  nuls 
pour  u.  =  o.  Il  en  résulte  un  grand  nombre  de  différences  impor- 
tantes avec  ce  qui  précède. 

En  premier  lieu,  les  exposants  caractéristiques  ne  sont  pas  dé- 
veloppables suivant  les  puissances  de  [A,  mais  suivant  celles  de  y/a. 
Il  en  est  de  même  du  second  membre  des  équations  qui  définissent 
les  Tji.  On  a  encore 

-,  .  —  v  v  "_J 2    -1^_'_"    gt  SaB  -v.  -i 

"  ~  n 

mais  N  et  n  sont  développés  suivant  les  puissances  de  \  u.. 

M.  Poincaré  est  ainsi  conduit  aux  questions  suivantes  : 

i°  Le  quotient  —  est-il  développable  suivant  les  puissances  de 

2°  Les  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  y/u,,  des 
A/e3"',  de  e^~K  et  de  e~t^~i  qui  satisfont  formellement  aux  équa- 
tions proposées  sont-elles  convergente-  ? 

3°  Si  elles  ne  sont  pas  convergentes,  peut-on  en  tirer  parti 
pour  le  calcul  des  solutions  asvmploliques  ? 

Il  montre  d'abord  qu'il  existe  effectivement  des  séries  dévelop- 
pables suivant  les  puissances  positives  seulement  de  y  ;j..  A  cet 

effet,  il  pose 

Aieait  =  wt 

et  annule  les  A/  et  les  Wi  qui  correspondent  aux  exposants  carac- 
téristiques négatifs. 

Il  considère  ensuite  les  x  et  y  comme  les  fonctions  de  t  et 
de  w. 

Les  équations  deviennent 


il  r 

~dt 

dxt        dF 
dwk       dyi 

dvt 

dt 

dy              d¥ 

—  1/.  'X/,  u/  -j —  = — 
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M.  Poincaré  pose 


«■k 

— 

**î 

■r, 

= 

-'f 

[J.   '    . 
/' 

11,1 

— 

V     yP 
J     l 

J'2 

yv 

les  x" ,  y£  étant  des  fonctions  de  t  et  des  w,  périodiques  par  rap- 
porta t  et  développables  suivanl  [es  puissances  des  w. 

Il  substitue  ces  expressions  dans  les  équations  et  égale  les  coef- 
ficients des  mêmes  puissances  de  y/u  dans  les  deux  membres  de 
chacune  d'elles  ;  il  obtient  ainsi  des  équations  qui  déterminent  les 
quantités  cherchées. 

Les  séries,  ainsi  obtenues,  contiennent  des  dénominateurs  qui 

sont  développables  suivant  les  puissances  de  y/[J.  et  il  y  en  a  tou- 
jours pour  lesquels  le  rayon  de  convergence  est  aussi  petit  que 
l'on  veut.  Elles  sont  donc  divergentes. 

M.  Poincaré  montre  qu'on  peut  cependant  les  utiliser  et,  à  cet 
effet,  il  considère  une  série  analogue,  mais  plus  simple, 

(->  "(-•"^SïtV 

Cette  série  converge  uniformément  quand  u  reste  positif  et  que 
w  reste  plus  peti t  en  valeur  absolue  qu'un  nombre  | h > s i t i f  w0  plus 
petit  que  i,  mais  d'ailleurs  quelconque.  Si  maintenant  on  cherche 
à  développer  F(cr,  u.)  suivant  les  puissances  de  u,  la  série  à 
laquelle  on  est  conduit, 

(b)  lie",  —  />)i'\J.'', 

ne  converge  pas,  mais  en  y  négligeant  tous  les  termes  où  l'expo- 
sant de  u.  est  supérieur  à  />,  on  obtient  une  fonction  <$>p(w.  ■>.  el 
I  expression 

F(ir,  u)  — <iy  u-,  ,u) 

?■<• 

tend  vers  zéro  quand  u.  tend  vers  o  par  îles  valeurs  positives.  La 
série  précédente;  représente  doue  asymptotiquement  la  fonction 
Y(w,  u.)  pour  les  petites  valeurs  de  u,. 

Les   solutions  asymptotiques  de   M.    Poincaré  sonl  tout  à  fail 
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analogues  à  la  série  (b).  Soit,  en  efïet, 

(«')  2  fi  "'f1'  w22'  '••'  *% cv//=î  =  F(/|I, »,,»»„  »*,«• 

Elle   est  uniformément  convergente  quand  les  K>  restent  infé- 
rieurs en  valeur  absolue  à  certaines  limites  et  que  y/jx  reste  réel. 

N  .  r~  . 

En   développant  —  suivant  les  puissances  de  y/a,  on  obtient  une 

série  divergente.  L'ensemble  des  termes  où  l'exposant  de  u,  est 
inférieur  ou  égal  à  p  forme  une  fonction  ^(y/u.,  wt1  iv->,  ...,  (V*,  t) 
développable  suivant  les  puissances  des  w,  de  e=fv~  «  et  qui  est, 
d'autre  part,  un  polynôme  de  degré/?  en  yAi. 

M.  Poincaré  montre  que  l'expression  =—  tend  vers  o  quand 

vV 
|x  tend  vers  zéro  par  des  valeurs  positives,  et  cela  quelque  grand 

que  soit  p. 

Les  séries  divergentes  représentent  donc  les  solutions  asvmpto- 

tiques,  pour  les  petites  valeurs  de  a,  de  la  même  manière  que  la 

série  de  Stirling  représente  les  fonctions  ultérieures. 

Nous  donnerons  ultérieurement  l'analyse  des  deuxième  et  troi- 
sième volumes.  J.   Perchot. 
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COMPTES   KENDUS   ET  ANALYSES. 

G.  MOXGIIA.MP.  —  Gai.ii.i;i;  et  i.a  Belgique.  Essai  historique  sur  les  vicis- 
siludes  du  syslème  de  Copernic  en  Belgique.  In-12,  34(5  -+-  76  p.  Saint-Trond, 
G.  Moreau;  Paris,  Betaux,  1892. 

G.  MONCHAMP.  —  Notification  de  la  condamnation  de  Gaulée  datée 
de  L1ÈG1-:,  20  septembre  i633,  publiée  par  le  nonce  de  Cologne,  dan-  les 
pays  rhénans  et  la  Basse-Allemagne.  Texte  d'après  une  copie  manuscrite 

avec   remarques.   Cologne,   Boisserée   4.    Saint-Trond,    G.    Moreau,    1893 
(3o  p.  in-8°). 

Le  second  de  ces  écrits  est,  sur  un  point  particulier,  le  complé- 
ment du  premier.  Celui-ci  est  une  monographie  contenant  l'his- 
toire du  système  copernicien  en  Belgique.  Le  Chapitre  1  est  con- 
sacré à  l'affaire  de  Galilée  à  Rome  en  161 G  et  en  1 633  ;  les 
Chapitres  U-XII  à  l'histoire  de  l'Astronomie  en  Belgique  pen- 
dant le  xvne  siècle;  les  Chapitres  XIII-XXII  renferment  l'his- 
toire du  double  conflit  de  Martin  Van  Velden,  professeur  de 
Philosophie  à  l'Université  de  Louvain,  avec  la  Faculté  des  Arts  et 
le  Recteur  de  cette  Université,  à  propos  du  système  de  Copernic. 
Le  Chapitre  XXMI  traite  du  système  de  Copernic  au  \hl1 
siècle,  il  est  suivi  de  ~()  pages  de  documents. 

Conclusion  de  l'auteur  :  les  découvertes  de  Galilée  ont  été 
accueillies  avec  enthousiasme  en  Belgique;  cet  enthousiasme  n'a 
guère  été  refroidi  par  les  condamnations  de  1616  el  1 633,  parce 
que  les  hommes  instruits  de  ce  temps  en  connaissaient  parfaite- 
ment la  portée  et  la  non-réformabilité. 


P.  MANSION.  —Notice  sur  les  travaux  scientifiques  de  Louis-Philippe 
Gilbert.  Paris,  Gauthier-Villars  el  fils,  1893  <  86  p.  in-8°  avec  portrait). 

l'h.  Gilbert  (1832-1892),  professeur  à  l'Université  de  Louvain 
depuis  1 855,  était  correspondant  de  l'Académie  des  Sciences  de 
Paris  (1890).  Il  fut  l'un  des  principaux  fondateurs  de  la  Société 
scientifique  de  Bruxelles.  Voici  un  aperçu  de  ses  principaux  Ira- 
vaux  : 

Bull,  des  Sciences  mathëm.,   ■    série,   t    Wlll.  1  NovcmUri  uj 
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1.  Analyse.  —  Il  faut  citer  surtout  ses  Recherches  sur  le  déve- 
loppement  de  la  fonction  gamma  où  il  ('tend  et  complète  diverses 
recherches  de  Binet,  Ganss,  Gudermann,  etc.,  et  son  Mémoire 
sur  une  propriété  de  I"  fonction  de  Poisson,  où  il  corrige  et  com- 
plète, sur  un  point  essentiel,  la  Nova  methodus  de  Jacohi. 

2.  Géométrie.  —  Recherches  diverses  sur  les  mouvements 
plans  et  sur  la  théorie  des  lignes  tracées  sur  les  surfaces. 

3.  Mécanique.  —  Outre  diverses  Notes  moins  étendues,  il  Paul 
signaler  spécialement  :  i"  Étude  historique  et  critique  sur  le 
problème  de  la  rotation  aV un  corps  solide  autour  d'un  point 
fixe  ( 1 8_8) ;  2°  Mémoire  sur  V application  de  l<i  méthode  de 
Lagrange  à  divers  problèmes  de  mouvement  relatifs  1882).  où 
l'on  trouve  la  théorie  du  barogyroscope,  instrument  inventé  par  lui 
pour  démontrer,  d'une  manière  péremptoire,  l'influence  de  la  ro- 
tation de  la  Terre  sur  le  mouvement  des  corps  terrestres;  3°  Sur 
les  preuves  mécaniques  de  la  rotation  de  la  Terre  (1882). 
Toutes  les  expériences  antérieures  à  la  sienne  ont  donné  des  ré- 
sultats contradictoires  ou  sont  pratiquement  irréalisables. 

4.  Physique  mathématique.  —  Son  principal  Mémoire  sur 
ce  sujet  est  devenu  classique.  Il  est  intitulé  :  Recherches  analy- 
tiques sur  la  diffraction. 

5.  Histoire  des  Sciences.  —  On  doit  à  Gilbert  un  grand  nombre 
de  biographies  scientifiques  (Pagani,  Chasles,  Puiseux,  Fou- 
cault, etc.)  et  surtout  de  nombreuses  et  consciencieuses  éludes  sur 
la  question  de  Galilée. 

La  Notice  est  suivie  d'un  Catalogue  des  publications  de  Gilbert 
contenant  les  titres  de  deux  cent  un  Articles  ou  Mémoires  publiés 
dans  vingt  et  un  Recueils  différents,  et  de  sept  Ouvrages  ou 
Opuscules  publiés  à  part,  parmi  lesquels  il  faut  citer  son  Cours 
d'Analyse  infinitésimale  (quatre  éditions,  1872,  1878,  1887, 
1802);  et  son  Cours  de  Mécanique  analytique  (trois  éditions, 
18--  1882,  1891).  Un  Appendice  renferme  le  Rapport  de  M.  Jor- 
dan sur  le  Mémoire  sur  l'application  de  la  méthode  de  La- 
grange, etc. 
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Alphonse  DEMOULIN,  répétiteur  à  l'Université  ie  Gand.  —  Mémoire  sur 
l'application  d'une  méthode  vectorielle  a  l'étude  de  divers  systèmes 

DK  DROITES  (COMPLEXES,  CONGRUENCES,  SURFACES  RÉGLÉES  I.   Vll-l  18  p.  in-8", 

Bruxelles,  Castaigne,  Paris,  Nony,  1894. 

La  méthode  vectorielle  donl  il  est  question  dans  le  titre  ci-des- 
sus est  fondée  sur  l'emploi  systématique  de  deux  combinaisons 
différentes  de  deux  vecteurs  :  le  produit  géométrique  et  le  mo- 
ment géométrique.  Les  calculs  auxquels  elle  donne  lieu  ne  diffèrent 
pas  de  ceux  qui  résulteraient  de  l'application  de  la  méthode  des 
qualernions.  L'exposition  de  cette  méthode,  d'après  le  Cours  de 
Mécanique  de  M.  Massau,  fait  l'objet  d'une  Introduction  (p.  1- 
3o)  laquelle  comprend,  en  outre,  la  théorie  de  la  ligne  droite,  en 
coordonnées  vectorielles. 

Le  Mémoire  proprement  dit  est  divisé  en  trois  Sections.  La  Sec- 
tion I  (p.  31-69)  débute  par  une  élude  approfondie  du  complexe 
linéaire  :  pôle  et  plan  polaire,  réduction  de  l'équation  du  complexe 
à  la  forme  normale,  droites  conjuguées,  moments  de  deux  com- 
plexes, etc.  Signalons  spécialement  les  propriétés  de  deux  com- 
plexes linéaires  polaires  réciproques  par  rapport  à  un  troisième. 
L'auteur  s'occupe  ensuite  des  courbes  dont  les  tangentes  appar- 
tiennent à  un  complexe  linéaire  ou  à  un  complexe  quelconque,  et 
applique  le=  propriétés  obtenues  aux  courbes  tétraédrales  symé- 
triques. Depuis  la  publication  de  ce  Mémoire,  M.  Demoulin  a  in- 
diqué (Comptes  rendus  des  séances  de  l\  icadémie  <lcs  Sciences, 
\-  mai  1897)  les  modifications  qu'il  y  a  lieu  d'apporter  à  certains 
des  résultats  en  question. 

La  fin  de  la  Section  est  consacrée  à  la  congruence  linéaire  et  à 
la  surface  du  second  ordre,  lieu  des  droites  communes  à  trois  com- 
plexes linéaires. 

Suivant  qn  un  complexe  linéaire  esl  assujetti  à  passer  par 
quatre,  trois  ou  deux  droites,  son  axe  central  engendre  une  sur- 
face S,  unecongruence  F  ou  un  complexeC.  La  Section  II  (p.  jo- 
({.)  )  a  pour  objet  l'étude  de  ces  trois  êtres  géométriques. 

La  surface  S  est   bien  connue  :  c'est  le  cylindroïde  de  Cayley. 

I,  établissemenl  de  ^ jquation  réduite  esl  faite  d'après  M.  Buch- 

lieim. 
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La  congruence  Y  jouit  de  nombreuses  propriétés  signalées  par 
MM.  Bail,  Stahl  et  Waelsch.  A  ces  propriétés,  M.  Demoulin 
ajoute  la  suivante  : 

Jointe  à  mie  congruence  de  premier  ardre  el  de  la  première 
classe,  la  congruence  V  est  V intersection  complète  de  deux 
complexes  de  Painvin. 

Quant  au  complexe  C,  il  est  du  second  ordre  et  sa  surface  de 
singularités  est  réglée  et  admet,  comme  courbes  asvmptotiques, 
des  courbes  du  sixième  ordre. 

Dans  la  Section  III  (p.  rjG-ioo),  l'auteur  étudie  quelques  com- 
plexes dont  la  considération  se  déduit  de  celle  du  complexe  li- 
néaire. 

Le  Mémoire  se  termine  par  un  Appendice  (p.  106-116)  dans 
lequel  sont  établies  différentes  propriétés  du  complexe  de  Painvin. 


MELANGES. 


SUR  LES  HAUTEURS  DU  MAXIMUM  DE  L'ÉCLAIREMENT 
DES  AIRES  DONNÉES; 

Par  M    W.   iNISSIMOFF. 

I.  Nous  nous  proposons  pour  but  de  discuter  le  problème 
suivant  : 

Une  aire  plane  horizontale  étant  donnée  et  un  luminaire  se 
mouvant  sur  une  verticale  déterminée,  rechercher  la  hauteur 
de  ce  luminaire  pour  que  l'aire  donnée  soit  le  mieux  éclairée. 

Cette  discussion  est  déjà  imprimée  par  nous,  en  langue  russe, 
dans  un  Mémoire  qui  lait  partie  du  n'1  8  des  Annales  de  l'Uni- 
versité de  Varsovie,  1898.  La  solution  du  problème  est  tout  à 
l'ail  élémentaire  et  est  déjà  connue  depuis  longtemps  dans  le  cas 
particulier  où  l'aire  donnée  esl    infiniment   petite  dans  tous  les 
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sens  (').  Mais  il  est  bien  plus  intéressant  d'étudier  le  cas  général 
d'une  aire  quelconque  de  dimensions  finies. 

Les  résultats  que  nous   avons   obtenus  peuvent  intéresser  les 
géomètres  et  seront  peut-être  utiles  aux  praticiens. 

II.  Considérons  une  aire  horizontale  §  (./'A'-   ')'  éclairée  par  lin 

Fig.  .. 


point  lumineux  S  qui  se  meut  sur  une  verticale  donnée  SO.  Sup- 
posons qu'il  n'y  a  pas  d'absorption  de  la  lumière  à  travers  le 
milieu  intermédiaire  et  recherchons  sur  quelle  hauteur  l'on  doit 
placer  le  luminaire  S  pour  que  l'éclairement  de  l'aire  3  soit  le  plus 
grand  possible. 

Afin  d'avoir  l'expression  analytique  de  l'illumination  3,  on  cons- 
truit une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité  avec  le  centre  en  S,  et  l'on 
mène  de  S  des  droites  à  tous  les  points  du  contour  de  l'aire  7. 
C'est  ainsi  qu'on  obtient  une  surface  conique,  découpant  sur  la 
sphère  une  aire  sphériquey,  et  l'on  a 

(1)  *  =  Kf,        x>o, 

x  désignant  la  hauteur  SO  du  luminaire  au-dessus  du  plan  de  ". 
Quant  à  la  valeur  x  =  o,  vu  les  conditions  physiques  du  problème, 
on  a  toujours,  quelle  que  soit  l'aire  donnée, 

(2)  3  =0,        x  =  o. 
Si  l'on  pose  MO  =  0,  on  obtient 


df 


y/(a72—  p2  I3 


d3, 


(')  F.   Frknet,   Recueil  d'exercices  sur  le   Calcul   infinitésimal,   p. 
solution  du  problème  94.  Paris,  r856. 

W.  Nern8T  und  V.  Schônflies,  Einfiïhrung  in  die  matliematische  Beliandlung 
der  Naturwissenschaften,  S.  !,.:.   ^ufgabc  6.  MUncKen-Leipzig; 
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d/el  dd  étantdes  éléments  correspondants  des  aires/*  et  2,  et  Ton 
a   définitivement,   pour  la  détermination  de   l'éclairement  3,  les 

formules 

\   *  =  k  f        JL d.-.  ;■        O, 

(3)  J  \Z(x*  \-?*-y 

[  3  =  o       pour  la  valeur      x  =  o, 

l'intégrale  étant  étendue  à  l'aire  ,7. 

La  fonclion  -"i  de  .r,  définie  plus  liant,  est,  en  général,  pour 2  >>  o, 
une  fonction  continue  dont  la  dérivée  s'exprime  par  la  formule 


d-\ 
d 


-=1:1      '  --/'. 


C'est  ici  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  deux  cas  distincts  de  la 
position  du  luminaire  S  par  rapport  à  l'aire  a.  Soit  O  le  pied  de 
la  perpendiculaire  abaissée  de  S  sur  le  plan  de  â. 

Le  point  O  étant  situé  en  dehors  de  l'aire  ~,  il  existe  un 
maximum  et  un  minimum  des  rayons  vecteurs  o 


et  1  un  ii 


nax.  o  =  b, 
nui.    p  =  a, 

b  ;    a  ; 

dl 

-r  >  °> 
dx 

X 

<7 

d* 
dx 

./• 

/y 

Donc  la  dérivée  considérée  change  de  signe  en  ail; m  t  des  valeurs 
positives  aux  valeurs  négatives,  et  il  existe  toujours,  dans  le  cas 
considéré,  au  moins  nue  hauteur  .r  =  .r0 


de  V  éclaire  ment  maximum  3  =  30.  Cette  valeur  x  =  x0  sera. 
en  général,  une  des  racines  réelles  et  positives  de  l'équation 

£  =  //■  f*--:'  ci    o. 

Si,  ,ni  contraire,  le  poinl  <  )  esl  situé  en  dedans  ou  sur  le  con- 
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/('/(/■  de  l'aire  -"i1.  nous  aurons 


26: 


max. 
min. 


b, 


et  il  11  y  a  pas  de  réponse  décisive.  Mais  voici  an  cas  particulier 
qui  doit  être  discuté  à  part  : 

Le  point  O  étant  sur  le  contour,  toutes  les  branches  de  celui-ci 
ont  en  O,  deux  à  deux,  le  contact  d'ordre  u.  >  o.  Dans  ce  cas 
il   existera    nécessairement    une    hauteur    de    V éclair ement 

maximum. 

En  effet,  s  étant  pris  aussi  petit  que  Ton  voudra,  découpons  de 
Taire  $  des  éléments  d-J  par  un  cercle  de  rayon  s  avec  le  centre 
en  O.  Ces  éléments  d.7,  dont  le  nombre  est  fini,  sont  par  rapport 
à  £  des  infiniment  petits  d'ordre  u.-|-2.Les  termes  correspondants 

v  d$ 


df  = 


fi 


;-    r'1  +  P 


de  l'intégrale  (3)  peuvent  être  rejetés  pour  des  x  infiniment  petits 
aussi  bien  que  pour  des  x  finis.  Par  conséquent,  dans  le  cas  con- 
sidéré, on  a 

max.  0  =  6, 

l>       s  >  o, 

m  1 11 .  0  =  e, 

et  notre  assertion  est  bien  démontrée. 

Etudions  de  plus  près  les  cas  où  les  ravons  vecteurs  issus  de  O 
rencontrent  le  contour  de  §  en  un  ou  en  deux  points. 

III.    Soit  O  {fig-  2)  un  point  à  l'intérieur  ou  sur  le  contour  de 

Fie.  2. 


l'aire  #,  et  les  rayons  vecteurs  issus  de  O  ne  rencontrent  ce  contour 
qu'e/j  un  point  différent  de  O.  Soient,  en  outre,   :    et  f)  les  coor- 
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données  polaires  des  points  M  de  L'aire  "  par  rapport  à  un  système 
de  coordonnas  choisi  convenablement.  On  peut  prendre 


el  l'on  a 


3  =/ 


wT 


d%  =  p  r/0  dp 
a  rf<)  de 


3  -  (i  /m///-  lu  valeur  x  =  o. 

L'intégration  par  rapport  à  p  se  fail  de  p  =o  jusqu'aux  valeurs 
de  p  sur  le  contour,  qui  sont  données  par  une  équation 

p  =  cp(6). 

L'intégration  par  rapport  à  H  s'accomplit  dans  les  limites  0  =  o 
et  H  =  a.  On  a  pour  x  la  valeur  a  —  ?. tc,  si  O  est  à  l'intérieur  de  <?; 
dans  le  cas  où  O  est  situé  sur  le  contour,  on  doit  avoir  o  <<*=  i~. 

L'intégration  par  rapport  à  p  étant  faite,  on  obtient 

[  i — )d<),         x\    ,.: 

3  =  o  pour  tu   tuteur  x  =  o. 

Pour  x  >>  o  la  dérivée  de  3  par  rapport  à  x,  définie  par  la  for- 
mule 

~    =-k    f  P8       __CM,  r  „ 

sera  négative.  Donc  3  comme  fonction  dex diminue  incessamment 
quand  la  variable  x  croît  de  x  =  o  jusqu'à  x  = -h  x  ;  et  Ton 
obtient  sans  peine,  en  négligeant  des  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur,  les  formules 

3  -    /.  y..        x  =  t. 


3  =  -  /    f- 


di),  x  =  - 


Mais  on  a,  par  définition,  3  =  o  pour  x  =  o.  C'est  ainsi  qu'lV 
n'existe  pas  clans  le  cas  considéré  la  hauteur  de  l'éclairement 
maximum .  On  ne  peut  dire  que  ceci  :  l'illumination  3  sera  d'autant 
plus  grande  que  le  luminaire  S  est  plus  rapproché  de  l'aire  •". 

I\.    Passons  au   deuxième   cas,   où  !<■   point  O  se    trouvant   à 
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l'extérieur  ou  sur  le  contour  de  §  {fig-  3),  les  rayons  vecteurs 
issus  de  O  rencontrent  ce  contour  en  deux  /?o//*£s  différents  de  O. 
Au  cas  où  O  se  trouve  sur  le  contour,  comme  cela  a  lieu  pour 
l'aire  § 2,  toutes  les  branches  passant  par  O  doivent  avoir  ici,  deux 
à  deux,  le  contact  d'ordre  p.>o.  Appliquons  nos  formules  (3) 

Fie.  3. 


au  cas  des  aires  indiquées.  Considérons,  par  exemple,  l'aire  3. 
Les  rayons  vecteurs  extrêmes  OP  et  OQ,  formant  entre  eux 
l'angle  a,  divisent  le  contour  en  deux  parties  PMf  Q  etPM2Q. 
Pour  deux  points  correspondants  M,  et  M2  leurs  rayons  vecteurs 
sont  donnés  en  fonction  de  l'angle  polaire  B 


|  5) 


j  pi=<fi(6), 
(  Pî=ç2(6), 


?!• 


Quant  à  l'angle  a,  il  est  soumis  à  la  condition  o  <<  a^  2t. 

En  nous  reportant  à  la  première  des  formules  (3),  nous  calculons 
sans  peine 


3  =  k 


f    (       T       -_^L-W 

J0       Vv7-'-2-?!  A2+ Pi/ 


X  >  o. 


Mais  un  peu  de  réflexion  nous  montre  que  la  même  formule  est 
valable  aussi  pour  le  cas  extrême  x  =  o  ;  par  conséquent 


(6) 


3  =  k 


J.     Wafi+p\ 


^ 


dQ, 


Les  hauteurs  x  =  x0  de  l'éclairement  maximum  3  =  A0  seront, 
en  général,  les  racines  réelles  et  positives  de  l'équation  (/j)  qui 
prend  la  forme 


(7) 


fy\ eî pi      1 


,/h 
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Celte  équation  (-)  a  toujours  au  moins  une  racine  de  la  nature 
indiquée.  C'est  notamment  la  formule  (7)  aussi  bien  que  (4)  qui 
est  une  source  inépuisable  des  équations  douées  de  la  propriété 
d'avoir  au  moins  une  de  leurs  racines  réelle  et  positive.  Ce  point 
intéressant  est  bien  évident;  nous  n'y  insistons  pas  davantage. 

Le  cas  général  de  l'aire  d'une  forme  arbitraire,  que  nous  avons 
traité  succinctement  dans  l'article  11,  peut  être  réduit  aux  cas 
plus  simples  considérés  dans  les  articles  III  et  l\  .  M;iis  nous  ne 
nous  y  arrêtons  pas  et  allons  présenter  quelques  exemples  parti- 
culiers se  rapportant  aux  articles  indiqués. 

V.  D'abord,  il  y  a  lieu  de  considérer  les  aires  annulaires.  Ce 
sont  des  aires  ÀBDCA  {fig-  4)>  limitées  par  deux  arcs  de  cercle 
concentriques  en  O  et  par  deux  rayons  vecteurs  OAB  et  OCD, 
formant  entre  eux  l'angle  a.  En  désignant  OA  =  a,  OB  =  b,  nous 


devons  poser,  dans  les  formules  (6)  et  (-),  0,  =  a  et  p2  =  0,  étant 
b^>  a.  L'équation  (-)  se  réduit  alors  à 


6  s 


\  1  x-  -7-  a2 


v 


b*  \3 


et  n'a  qu'une  racine  réelle  et  positive 


(8) 


vV  b* 


sjyâ^yb* 


La  formule  (8)  donne  la  bailleur  de  l'éclairemenl  maximum  30, 
dont  la  valeur  est 


(9) 


-Vâ*y 


Fait-on   rapprocher  indéfiniment   b  de  a,   <m  obtient  une  aire 
annulaire  d'une   largeur   infiniment  petite.   Nous    aurons   li 
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particulier  de  Frénet  et  de  Schonûies,  auquel  correspond  la  limite 

..  a 

lun.r0  =  —=.• 

La  formule  (8),  si  simple  que  possible,  peut  être  utile,  à  notre 
avis,  aux  nombreuses  applications  dans  la  pratique.  C'est  en  s'ap- 
pujant  sur  cette  formule  que  l'on  peut  arranger  d'une  manière 
plus  avantageuse  l'éclairage  des  rues  et  des  places  publiques, 
ainsi  qu'on  peut  l'utiliser  dans  l'art  de  la  guerre  et  dans  beaucoup 
de  questions  qui  se  rapportent  au  problème  considéré. 

A  I.  Comme  second  exemple,  nous  prenons  des  aires  ABCDA 
(//£-.  5),  limitées  par  un  arc  de  cercle  avec  le  centre  en  O  et  par 


la  corde  AC.  On  voit  tout  de  suite  que  l'illumination  3  de  cette 
aire  totale  sera  deux  fois  plus  grande  que  l'illumination  pour  l'aire 
ADB,  OD  étant  perpendiculaire  à  AC.  Posons 


OA  =  OB 


et         ZAOB  =  a; 


nous  aurons 


/ " x  /  .r  cos8  x        \ 

J       \^x*  cos20  -t-a2  cos2a        /a?2-i-a2/ 


,/'.. 


(I  où  I  on  trouve  aisément  la  formule 

/  .  .1?  c  !  n  a 

3  ~    a  /.  I  a  rc  -in 


\/.r-  —  a-  cos2  y.        \  ■'-  -     n- 

L'équation  (7),  pour  la  détermination  de  la  bailleur  demandée, 


sinot  cos  a 
jc'2-+-  a2  cos2  y 
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nous  donne  une  solution  unique 


(10) 


x0- 


\ 


2(  tanga  —  a 


et  l'éclairement  maximum  30  correspondant  sera 

/      .     /         r~        r~7~ 

(n)  3n  =  2  A"    a rc  si»  |  /  i 

\  V  tang2 

Si  l'on  fait 


V   tan  g 


a         tariir2a 


a  =  — i 


la  formule  (io)  nous  donnera  la  hauteur  de  l'éclairement  maximum 
pour  l'aire  entre  le  périmètre  du  polygone  régulier  inscrit  à  n  côtés 
et  les  arcs  de  cercle.  L'illumination  correspondante  maximum  sera 
égale  à  n  fois  30,  donnée  par  la  formule  (i  î). 

De  la  même  manière,  on  peut  traiter  le  cas  de  Faire  ABCDA 
{fig-  6),  limitée  par  un  arc  de  cercle  dont  le  centre  se  trouve  en  0 


Fis.  6. 


et  par  deux  tangentes  BA  et  BC  issues  du  même  point  B.  L'illu- 
mination 3  de  cette  aire  sera  double  de  l'illumination  pour  l'aire 
ABD.  Par  conséquent,  si  l'on  pose 


OA  =  OD 


et 


ZAOB  =  a, 


la  formule  (6)  nous  donnera  pour  résultat  final 
3  =ik 


y..r  .        .TSina 

—  arc  sm 


,  \/x-  —  a  - 


/./■'--+-  a1 
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L'équation  (7),  qui  a  la  forme 


\Zx2  -+-  a1        \/ a1  ■+-  xl  cos2a 
nous  donnera  la  solution 

.      .  a         /  a2—  si n2  y. 

(il)  x0=  1/ -, 

cosa  y     tang2a  —  a- 

et  l'éclairement  maximum  -30  correspondant  sera 


.    /    a-                                  si  n'y. 
(  1 3  )  30  =  2  k  I  t  /  -T-j i  —  arc  cos • 

'    sm2a  a 


En  posant 


nous  aurons  par  la  formule  (12)  la  hauteur  de  l'éclairement 
maximum  pour  l'aire  entre  le  périmètre  du  polygone  régulier  cir- 
conscrit à  n  côtés  et  les  arcs  de  cercle.  L'illumination  maximum 
correspondante  sera  égale  à  /i-30,  où  -30  est  donnée  par  la  for- 
mule (i3). 

Remarquons,  en  passant,  que  dans  les  formules  (r  1)  et  (i3)  la 
quantité  a,  le  rayon  du  cercle,  ne  ligure  pas.  C'est  ainsi  que  les 
illuminations  maxima  30,  pour  une  même  valeur  de  l'angle  a,  sont 
toutes  égales  entre  elles.  Quant  aux  hauteurs  correspondantes  .r0, 
données  par  les  formules  (10)  et  (12),  elles  sont  proportionnelles 
aux  rayons  a. 

VII.  En  dernier  lieu,  considérons  l'aire  BOAB  {fig.  7)  entre 
une  spirale  d'Archimède  OB,  dont  l'origine  (pôle)  se  trouve  en  O, 
sa  tangente  OA  en  O  et  un  arc  de  cercle  avec  le  centre  au  même 
point  O.  Si  l'on  pose  le  rayon  OA  =  a  et  si  l'on  désigne  par  b  le 
paramètre  de  la  spirale  considérée  p  =  60,  on  voit  bien  qu'il  doit 
exister  une  relation 

a  s 

L'aire  considérée  nous  donnera  un  bel  exemple  pour  la  théorie 
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générale  développée  dans  l'article  II.  La  formule  (6)  nous  donnant 


*J.  w* 

on  obtient  sans  peine 
04) 


6-0-  \Lr:  -+-  a- 


.h. 


b   \  X 


Fiir.  -. 


^  ./■-       a1 


log  étant  le  signe  des  logarithmes  népériens.  La  forme  (i-i)j  sous 
laquelle  se  présente  l'illumination  3  des  aires  limitées  par  des 
spirales  d'Archimède  et  des  arcs  de  cercle,  est  bien  (ligne  d'atten- 
tion et  fournit  des  propriétés  remarquables  de  celle  belle  courbe. 
Considérons,  en  effet,  deux  spirales  a\  ec  les  paramètres  A,  ei  0-,  ; 
deux  valeurs  A,  et  32  leur  correspondent  par  la  formule  14  l.  On 
a  pour  une  même  valeur  de  x 


(i5) 


3,  b,=  -V,  /,.,. 


Les  illuminations  --1»,  et  -^  sont  inversement  proportionnelles 
aux  paramètres  des  spirales. 

Plus  loin,  pour  une  aire  quelconque,  limitée  par  deux  spirales 
d'Arcbimède,  tangentes  en  (),  L'illumination,  vu  la  même  for- 
mule (1  4)î  scr;i  représentée  parla  formule 


{T±T 


h  \   ./•'-  —  a- 


\   ./-         a  '- 


et  1  équation  1  -  1,  déterminant  la  bailleur  correspondante  de  I  éclai- 
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renient  maximum,  sera  toujours  de  la  forme 

-  \/jc-  -H  a 


(16) 


loi 


.r2  —  2  a2 

a  -  _ 

y  <  x- —  a-  |3 


Celte  équation  ne  dépend  pas  des  paramètres  b.  11  s'ensuit  un 
autre  théorème  fort  intéressant  sur  les  spirales  du  grand  géo- 
mètre : 

Les  aires,  limitées  par  des  spirales  d'Archimède  tangentes 

en  O  et  par  un  mena1  an-  île  cercle,  oui   une  même  hauteur  de 
I  éclaire ■ment  maximum. 

La  hauteur  demandée  x  =  x0  esi  une  racine  réelle  et  positive 
de  l'équation  (16);  cette  racine  est  unique  et  est  une  fonction 
linéaire  et  homogène  de  a.  C'est  ainsi  que  les  hauteurs  de  l'éclai- 
rement  maximum  sont  proportionnelles  aux  rayons  a  des  cercles, 
quelles  que  soient  les  valeurs  des  paramètres  h  des  spirales  con- 
sidérées. 

Si  l'on  fait 


\l.i--      a 

on  ol 

tLÎent 

en  3  1 

équa 

lion 

<■;) 

',„ 

1  -+-  -: 

,        _        J 

«pu  esl  assez  commode  pour  le  calcul  numérique  et   nous  donne 
pour  la  valeur  cherchée  de  .',, 


(18) 


x0  =  <>  3  \i  [8a. 


\  111.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  pouvoir  éclairant  du 
rayon  lumineux  ne  change  pas  avec  la  distance,  au  moins  dans 
les  limites  de  l'aire  considérée.  Mais  il  n'est  pas  difficile  d'étendre 
nos  calculs  au  cas  où  le  pouvoir  éclairant,  grâce  à  l'absorption 
du  milieu  intermédiaire,  diminue  proportionnellement  à  la  n""11' 
puissance  de  la  distance. 

L'illumination  totale  d  de  l'aire  donnée  3  se  présentant  sous  la 
forme 


(II)) 


1  f     ' 

J  \    ' 


/' 


• 


ajO-  PREMIÈRE   PARTIE. 

nos  conclusions  précédentes  resteront,  en  termes  généraux,  inva- 
riables. Il  suffit,  à  cet  effet,  de  former  l'expression  de  la  dérivée 
de  3  par  rapport  à  x  et  de  discuter  les  variations  de  signe  de  celle 
dérivée. 

Dans  le  cas  où  il  y  a  deux  points  de  rencontre  des  rayons  vec- 
teurs issus  de  O  avec  le  contour  de  0,  nous  aurons,  pour  l'illumi- 
nation  3,  l'expression 


(20)    a=-a_  r\—=^ — 


\    '- 


<h. 


Il  faut  faire  remarquer  ici  que  l'ordre  'jl  du  contact  en  O,  s'il  \ 
a  de  telles  brandies  du  contour,  doit  vérifier  la  relation  ;jl  >  n. 

Quant  à  l'équation  pour  la  détermination  des  hauteurs  de- 
mandées, elle  devient 


/  •>  r  r   p i  —  nxi         p  i 

(21  )  \  —^ jM= 


n  ./- 


>I  I- 


^6 


et  admet  toujours  au  moins  une  racine  réelle  et  positive. 

L'équation  des  hauteurs  pour  les  aires  annulaires  étant  de  la 

forme 

a1 —  nx-  b-  —  n.r- 

/(#--{-  a2)"-1-3        <J(  x1  -+-  b-  y-*-* 
nous  donne,  dans  l'hypothèse  Wmb  =  a,  la  solution 

(  22  )  X0  =    —r= 

\l  il  —  :>. 

On  aurait  le  même  résultat  si.  en  parlant  de  la  formule  (ic)) 
pour -3,  on  formait  l'expression  de  la  dérivée  de  3  par  rapport  à  .r. 
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Emile  PICARD  et  G.  SIMART.  —  Théorie  des  fonctions  algébriques  de 
deux  variables  indépendantes.  T.  I.  Analyse  de  ce  Livre  par  M.  le  pro- 
fesseur P.  Stàckel  (*)  (traduite,  avec  l'autorisation  de  l'auteur,  par  M.  /.. 
Laugel).  Paris,  Gauthier-Villars,  vi-246  p.,  gr.  in-8". 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'étonner  que  la  théorie  des  fonctions  algé- 
briques de  plusieurs  variables  soit  encore  dans  son  enfance,  malgré 
les  précieux,  travaux  de  Glebscb  et  Niïther  et  de  MM.  Poincaré  et 
Picard,  Castelnuovo  et  Enriques.  Les  fonctions  d'une  seule  va- 
riable ne  sont,  par  rapport  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque 
de  variables,  qu'un  cas  singulier,  et  les  simplifications  qui  ont 
lieu  dans  ce  cas  singulier  sont  si  considérables  que  le  passage  au 
cas  général  exige  des  méthodes  auxiliaires  d'analyse  complète- 
ment nouvelles.  Il  est  vrai  qu'avec  la  difficulté  augmente  aussi 
l'attrait  de  la  recherche  qui,  précisément  dans  ce  domaine  des 
fonctions  algébriques  de  plusieurs  variables,  nous  a  préparé  une 
riche  moisson;  c'est  donc  une  entreprise  dont  on  ne  saurait  trop 
remercier  MM.  Picard  et  Simart  que  d'avoir,  dans  cet  Ouvrage 
qui  aura  deux  Volumes,  donné  un  résumé  de  l'état  de  la  Science 
Vdans  ce  domaine  et  d'y  avoir  facilité  l'accès  à  une  discipline  dont 
on  peut  attendre  encore  de  grands  progrès. 

Le  thème  du  premier  Volume  peut  être  rapidement  énoncé 
comme  il  suit  : 

Il  s'agit  d'étendre  la  théorie  riemannienne  des  fonctions  algé- 
briques d'une  variable  aux  fonctions  algébriques  de  deux  va- 
riables, extension  que  Kicmann,  d'ailleurs,  avait  déjà  en  vue, 
comme  le  montre  son  œuvre  posthume. 

La  base  de  la  théorie  de  Riemann  consiste  en  la  conception 
des  classes  des  courbes  algébriques.  Deux  courbes  algébriques 
/<./,)  )  =  o,  tp(£,7i)  =  o  appartiennent  à  la  même  classe  lors- 
qu'elles se  correspondent  point  par  point,  c'est-à-dire  lorsque 
des  équations  de  la  forme  ç  =  j£(#,y),  i\  =  H(.r,  >'),  où  z.  et  H 
désignenl  «les  fonctions  rationnelles  de  leurs  arguments,  permet- 

(')  Jahrbuch  fur  die  Fortschritte  der  Mathematik,  :.  \\\  lit  :  \i 

Bull,  des  Sciences  mut/uni..  >    série,  t.  Wlll.  (Décembre  1  19 
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lent  d'établir,  entre  les  points  des  dcu\  courbes,  une  correspon- 
dance telle  (|uc,  au  moyen  des  équations  f  —  o,  'i  =  o.  l'on  ait, 
inversement,  x  =  X(ij,  t\),  y  =  Y(Ç,  tj),  où  X  el  ^  désignent 
encore  des  fonctions  rationnelles  de  leurs  arguments.  Il  s'agit 
alors  de  trouver  des  propriétés  qui  soient  communes  à  toutes  les 
courbes  d'une  même  classe,  c'est-à-dire  de  développer  une  théorie 
des  invariants  des  courbes  algébriques  au  point  de  vue  des  trans- 
formations Irrationnelles.  Un  invariant  de  cette  espèce  est  Je 
nombre/?,  nommé  par  Clebsch  le  genre  de  la  courbe.  Toutes  les 
courbes  de  la  même  classe  sont  de  même  genre;  mais,  dans  le  pro- 
blème de  la  détermination  de  toutes  les  courbes  algébriques  d'un 
genre/?  donné,  il  reste  3/>  —  3  constantes  qui  demeurent  arbitraires, 
les  modules  de  la  classe,  dont  les  valeurs  caractérisent  les  classes 
individuelles  et  qui,  ainsi  que  p,  jouissent  aussi  de  la  propriété 
de  l'invariance. 

On  peut  procéder  d'une  manière  analogue  dans  l'étude  des  sur- 
laces algébriques. 

Deux  pareilles  surfaces  f(x,y,  z)  =  o,  cp(Ç,  7j,Ç)=o  appar- 
tiennent à  la  même  classe,  lorsqu'elles  se  correspondent  point 
par  point,  c'est-à-dire  lorsque  des  équations  de  la  forme 
Ç  =  S(a?,^,s),  v,  =  ïï(x,y,  s),  Ç  =  Z(a?,j,  s),  où  S,  H,  Z  dé- 
signent des  fonctions  rationnelles  de  leurs  arguments,  permettent 
d'établir,  entre  les  points  des  deux  surfaces,  une  correspondance 
telle  que,  au  moyen  des  équations  /=  o,  o  =  o,  l'on  ait,  inver- 
sement, #  =  X(£,7),  Ç),  y  =  Y(;,  t„  Ç),  z=  Z(Ç,  7j,Ç),  où  \.  ï  . 
Z  désignent  encore  des  fonctions  rationnelles  de  leurs  arguments. 
Il  s'aeit  alors  d'établir  une  théorie  des  invariants  des  surfaces 
algébriques  au  point  de  vue  des  transformations  birationnelles, 
ce  qui  revient  d'abord  à  la  recherche  de  nombres  invariants  cor- 
respondant au  genre  riemannien  p,  et  l'on  abordera  ensuite  la 
question  des  modules  des  surfaces  algébriques.  Le  problème  dé- 
licat des  modules  n'est  qu'effleuré  dans  le  \  olume  que  nous  étu- 
dions: il  y  est  surtout  essentiellement  question  des  nombres  inva- 
riants. 

Pour  celle  étude,  il  faut  généraliser  d'une  manière  convenable 
le>  méthodes  qui  servent  à  déterminer  le  nombre  p  relatif  aux 
courbes  algébriques.  Ces  méthodes  peuvent  être  caractérisées  par 
la  combinaison  des  mots  :  géométrique  et  analytique,  transcen- 
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(huit  el  algébrique.  Ainsi,  la  définition  de  p  donnée  par  Riemann 
comme  étant  le  nombre  des  intégrales  abéliennes  de  première  (ou 
de  seconde)  espèce,  linéairement,  indépendantes  et  appartenant  à 
la  courbe  /=  o,  est  transcendante  et  analytique;  d'autre  pan.  -.1 
définition  de  p,  au  moyen  de  Yanalysis  situs,  c'est-à-dire  au 
moyen  de  la  connexion  de  la  surface  de  Riemann  appartenant  à 
la  courbe,  est  transcendante  et  géométrique.  Nous  pouvons  aussi 
caractériser  comme  algébrico-géométrique  la  formule  de  Riemann 
p  =  ±  (  n  —  1)  (n  —  'i)  —  0,  qui  donne  une  relation  entre  Tordre  n 
de  la  courbe,  le  nombre  0  de  ses  points  doubles  et  son  genre  p. 
On  obtient  cette  formule  en  définissant  p  comme  le  nombre  des 
coefficients  arbitraires  dans  l'équation  des  courbes  adjointes, 
c'est-à-dire  des  courbes  d'ordre  n —  3  qui  passent  parles  points 
doubles  de  /'=  o.  On  peut  regarder  comme  un  supplément  à 
cette  définition  les  démonstrations  ultérieures  de  l'invariance  du 
nombre  p  donné  par  celte  formule,  ainsi  que  les  difficiles  re- 
cberches  touchant  la  réduction  des  singularités  d'ordre  supérieur, 
recherches  qui  constituent  le  passage  aux  méthodes  algébrico- 
analyliques.  Ces  méthodes  sont  principalement  l'œuvre  de  W  eier- 
slrass,  qui  chercha  à  faire  dominer  les  méthodes  algébriques  dans 
l'élude  des  fonctions  rationnelles  \\(x,y)  du  couple  (•'.,> 
(fonctions  à  zéros  et  à  pôles  donnés,  théorème  des  lacunes,  etc.). 

Dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances,  les  méthodes  algébrico- 
analvtiques  ne  peuvent  être  employées  à  l'étude  générale  des  sur- 
faces algébriques;  en  effet,  dans  l'édification  d'une  théorie  des 
fonctions  rationnelles  R(.r,j',  z)  du  triplet  (/',J',  z)  qui  mar- 
cherait parallèlement  à  la  théorie  de  Weierstrass  des  fonctions 
rationnelles  l\(x,y)  du  couple  (x,  y)  ou  rencontre  précisément 
ces  difficultés,  qui  font  que  la  théorie  des  fonctions  analytiques 
de  deux  variables  esl  restée  jusqu'ici  à  l'état  embryonnaire.  Ces 
méthodes  de  traitement  qui,  au  point  de  vue  de  la  logique, 
doivent  être  placées  au  premier  rang,  sonl  ici,  comme  ailleurs,  la 
conclusion  cl  non  le  commencement  du  développement  chrono- 
logique. 

On  pouvait  s'attendre  à  des  résultats  plus  féconds  dans  la  voie 
algébrico-géométrique  ouverte  par  Clebsch  (Comptes  rendus, 
décembre  1868)  où  il  avait  donné  ce  théorème  :  Pour  une  surface 
algébrique  d'ordre  n  à  singularités  ordinaires^  le  nombre  de  cou- 
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S  la  n  les  arbitraires  dans  l'équation  de-  surfaces  adjointes,  e'est- 
à-dire  des  surfaces  d'ordre  n —  \  qui  passent  par  les  courbes 
doubles  de  f=  O,  est  un  invarianl  au  |)oint  de  vue  des  transfor- 
mation^ birationnelles.  Ce  nombre,  le  genre  géométrique  (Flâ- 

chengeschlechl),  on  le  désigne  par/?»..  Or,  tandis  que  l'on  était 
parvenu  à  réduire  les  singularités  d'ordre  supérieur  des  courbes 
algébriques,  c'est-à-dire  à  démontrer  que  toute  pareille  courbe, 
lorsqu'il  s'agit  d'en  déterminer  le  genre,  peut  être  regardée  comme 
cas  limite  d'une  courbe  algébrique  à  singularités  toutes  ordinaires 
(  points  doubles  à  tangentes  séparées),  on  a  reconnu  que.  pour  les 
surfaces  algébriques,  aucune  réduction  de  cette  nature  n'est  pos- 
sible, et  que.  par  conséquent,  il  n'y  a  pour  /?»  aucune  formule 
numérique  qui  corresponde  à  la  formule  de  Riemann  pour  le 
genre/?.  Cela  tient  à  ce  fait  que,  tandis  que  les  singularités  des 
courbes  se  superposent,  et  que,  par  conséquent,  chaque  singula- 
rité influe  sur  p  comme  si  elle  se  présentait  séparément,  au  con- 
traire, dans  les  surfaces,  les  singularités  peuvent  se  compenser, 
relativement  à  leur  effet  sur  p„.  c'est-à-dire,  par  exemple,  que  la 
singularité  S  diminuant  pg  de  c,  et  la  singularité  S'  de  t',  ps  peut, 
lorsque  S  et  S'  se  présentent  ensemble,  diminuer  de  moins  que 
cr-f-o'. 

Nolher,  qui,  le  premier,  a  donné  une  démonstration  (algé- 
brique) de  l'invariance  de  /?»  a  fait  cette  importante  remarque 
que  l'on  obtient  aussi  ce  même  nombre  /?»  par  voie  anal  vtico-trans- 
cendante.  De  même  que,  à  une  courbe  algébrique  j\x,y)  =  o 

correspondent  les  intégrales  abéliennes  R(x.r)c/x,  on  peut, 
à  une  surface  algébrique  f(x,y,z)  =  o,  faire  correspondre 
/  /  Ri './■.  r,  s  )  '/.' ■  dy,  l'intégrale  double  d'une  fonction  ration- 
nelle de  x,y\  s.  Parmi  ces  intégrales,  il  y  a  lieu  aussi  de  distin- 
guer les  intégrales  de  première  espèce.  On  les  obtient  en  faisant 

\[  =  Q      -  <m    <^  désigne  un  polynôme  adjoint  d'ordre  n —  4« 

C'est  à  M.  Picard  que  l'on  doit  d'avoir  inauguré  la  voie  géo- 
niélrico-transcendante ,  c'est-à-dire  d'avoir  introduit,  pour  la 
recherche  des  nombres  invariants,  Vanalysis  situs  des  variétés  à 
plusieurs  dimensions.  Il  découvre  ainsi  deux  nouveaux  invariants 
/?,  et  /?2.  Il  est  extrêmement  remarquable  que  l'invariant  //,  soit 
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en  rapport  intime  avec  certaines  intégrales  appartenant  à  la  sur- 
face, c'est-à-dire  avec  les  intégrales  de  différentielles  totales  de 
la  forme  P(x,  y,  z)  dx  -\-  Q(^,  y,  z)  dy,  où  P  et  <v>  sont  des  fonc- 
tions rationnelles  de  leurs  arguments.  Cette  découverte  mérite 
d'autant  plus  d'attirer  l'attention  que,  ainsi  qu'où  le  verra  bientôt, 
la  théorie  de  ces  intégrales  diffère,  toto  cœlo,  de  celle  des  inté- 
grales abéliennes. 

Pour  l'invariant  p-2,  il  n  Y  a  pas  ici  de  théorème  analogue. 

Je  prendrai  la  liberté  de  dire  que  je  soupçonne  que  cet  inva- 
riant p2  a  un  rapport  intime  avec  les  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'en  développer  la  raison.  Quoi 
qu'il  en  soit,  c'est  là  un  problème  qui  demande  de  nouvelles 
recherches  (et  qui,  du  reste,  a  été  traité,  entre  temps,  par 
M.  Picard)  («). 

Si  l'on  regarde  x,  y,  z  comme  des  variables  complexes,  alors 
à  la  surface  algébrique  correspond  une  variété  M4  à  quatre  dimen- 
sions, qui,  au  moyen  de  deux  équations,  est  découpée  dans  un 
espace  plan  R,;  à  six  dimensions.  Or,  d'après  les  recherches  de 
Betti  et  de  M.  Poincaré,  la  connexion  d'une  M„  découpée  dans  un 
espace  plan,  au  moyen  d'équations,  est  caractérisée  par  n  —  i 
nombres  entiers  /?,,  p.,,  ....  p„,  les  ordres  de  connexion  de  la 
variété,  qui  se  rapportent  successivement  à  la  nature  des  variétés 
fermées  à  i,  2,  ...,  11  —  1  dimensions  contenues  dans  la  Mn. 
Entre  ces  nombres  ont  lieu  les  relations  de  M.  Poincaré 

Pm—Pn-m  ( /n  =  1 ,  2,  .  .  . ,  «  ). 

En  particulier,  pour  /i  =  4,  on  a  donc  />,  =/>:i,  de  sorte  que, 
pour  les  surfaces  algébriques,  on  n'a  à  considérer  que  les  nombres 
/>,  el  p%.  Une  étude  plus  approfondie  nous  montre  que,  pour  les 
surfaces  algébriques,  on  a,  en  général,  pl  =  i)  tandis  que  l'on  a, 
et  cela  d'une  manière  générale,  pz^>  3. 

Quant  aux  intégrales   / (P dx  +  Qdy),  M.  Picard  les  distribue, 

comme    les    intégrales    abéliennes,    en    intégrales    de    première, 
deuxième  et  troisième  espèce;  les  définir  avec  précision  est  chose 


(')  Journal  de  Liouville,  5   série,  t.  V,  p.  i-b\.  l'oit  '.m-  i  les  '     mptes  rendus 
des  6  décembre  is>.-.    <l\  janvier  (898,   ''1  octobre   1898  L.  I. 


[os  PU EM  1ÈRE   PARTIE. 

assez  délicate,  à  cause  des  singularités  des  surfaces.  Ou  a  ensuite 
le  théorème  fondamental  :  Si  /?,  =  i,  les  intégrales  de  deuxième 
espèce  se  réduisent  toutes  à  des  fonctions  rationnelles  de  .r,y,  z\ 
mais  si  p\  >  i,  il  y  a  exactement  /?,  —  i  intégrales  de  deuxième 
espèce,  linéairement  indépendantes.  La  détermination  de  ces  in- 
tégrales peut,  dans  tous  les  cas,  se  ramener  au  problème  qui  con- 
siste à  déterminer  les  intégrales  rationnelles  d'un  système  d'équa- 
tions différentielles  linéaires  homogènes  ordinaires  à  coefficients 
rationnels.  On  a  donc  ainsi  trouvé  une  deuxième  méthode  pour 
l'évaluation  de  ptJ  qui  n'exige  que  des  diflercntialions  et  des 
éliminations. 

Quant  aux  intégrales  de  première  espèce,  il  ne  s'en  présente 
pas,  en  général.  Les  conditions  pour  l'existence  de  pareilles  inté- 
grales peuvent  être  mises  sous  une  forme  analvtique  élégante, 
mais  on  ne  peut  donner  aucune  formule  numérique  donnant  leur 
nombre,  qui  soit  valable  dans  le  cas  général.  On  trouve,  en 
particulier,  que  les  surfaces  du  deuxième  et  du  troisième  ordre, 
à  l'exception  des  cônes  du  troisième  ordre,  ne  possèdent  pas  d'in- 
tégrales de  première  espèce,  et  que,  parmi  les  surfaces  du  qua- 
trième ordre,  seules,  les  surfaces  de  révolution,  les  surfaces  avant 
deux  droites  doubles  ne  se  rencontrant  pas,  et  les  cônes,  de 
même  que  les  surfaces  qui  en  dérivent  par  voie  projeclive,  pos- 
sèdent une,  et  une  seule  intégrale  de  première  espèce;  une  -ui- 
face  du  quatrième  ordre  ne  peut  donc  jamais  en  posséder  plus 
d'une. 

L'étude  des  intégrales  de  troisième  espèce  présente  de  très 
grandes  difficultés.  Ainsi,  dès  le  début  de  la  recherche,  la  ques- 
tion suivante  attend  encore  sa  réponse  :  pour  pi=zi1  les  inté- 
grales de  troisième  espèce  peuvent-elles  toujours,  comme  dans  le 
cas  des  intégrales   de   deuxième  espèce,    se  ramener  à  la    forme 

finie 

? 

v=i 

où  A,,  A;.,  .  .  .,  A»  désignent  des  constantes,  tandi>  que  lt„.  \\t. 
R2,  .  .  . ,  Rp  désignent  des  fonctions  rationnelles  de  leurs  argu- 
ments? 

Cette  analyse  ne  saurait  donner  qu'un  léger  aperçu  des  direc- 
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lions  où  évoluenl  les  recherches  de  MM.  Picard  et  Simart.  \  côté 
des  sujets  fondamentaux  exposés  ici  .se  trouve  encore  une  foule 
de  détails  intéressants  que  nous  ne  pouvons  citer  ici.  Un  fait  que 
nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  :  l'ordre  dans  lequel  les  théo- 
rèmes se  présentent  dans  le  livre  est  tout  autre  que  dans  cette 
analyse.  Les  auteurs,  dont  la  rédaction  est  un  modèle  d'élé. 
et  de  clarté,  ont,  pour  faciliter  l'élude  de  leur  Ouvrage,  placé  au 
commencement  trois  Chapitres  in troductif s  traitant  des  intégrales 
multiples  de  plusieurs  variables,  de  Yanalysis  situs  des  variétés 
à  plusieurs  dimensions  et  des  intégrales  des  fonctions  rationnelles 
de  deux  variables  complexes.  Les  singularités  et  les  ordres  de 
connexion  des  surfaces  algébriques  forment  la  matière  du  qua- 
trième Chapitre,  auquel  succède  la  théorie  des  intégrales  des 
différentielles  totales  de  première,  deuxième  et  troisième  espèce 
(Cliap.  V  et  VI).  Dans  les  Chapitres  VII  et  VIII,  il  est  rendu 
compte  des  travaux  de  Clebsch  et  Niithcr,  et  les  auteurs  y  déve- 
loppent la  théorie  des  intégrales  doubles  de  première  espèce. 

Le  second  Volume,  outre  des  suppléments  au  premier,  con- 
tiendra des  applications  au  Calcul  intégral;  les  auteurs  s'y  pro- 
posent aussi  l'étude  des  nouvelles  recherches  de  MM.  Castelnuovo 
et  Enriques;  c'est  là  un  plan  dont  l'on  ne  peut  trop  souhaiter  la 
réalisation. 


Ml  TH.  —  Théorie  dnd  Anwendung  der  Elementartheiler.   ■  Vol.  in-8", 
xvi-236  p.,  Teubner,  Leipzig;  1899. 

Rappelons    d'abord    la    définition  d'un   diviseur  élémentaire, 
sous  la  forme  générale  que  lui  a  donnée  M.  Frobcnius  (''). 
Soit  |  a-ik  |  le  déterminant  du  système  de  n-  éléments 

aik        d.  /.'  =  r,  2, n); 

ces  éléments  peuvent  être  des  nombres  entiers,  ou  des  fonctions 
entières  d'une  ou  plusieurs  variables.  Soil  p  un  nombre  entier 
dans  le  premier  cas,  une  fonction  linéaire  (ou  irréductible)  dans 
le  second  cas.  Désignons  par  p  un  nombre  entier  positif,  inférieur 


Sitzungsberichte  der    ikad.  der  Wissehsch.  in  Berlin,  p.    ••:  189^ 
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ou  égal  au  rang  r  (')  du  système  des  «/*.  Soit  /p  la  plus  haute  puis- 
sance de p  telle  que  //?  soit  un  diviseur  de  tous  les  sous-détermi- 
nants de  degré  p  ;  on  a  alors 

lç     l'.-\  (p  =  1,2 /■:  ?0=  0   ■ 

L'égalité  /p  =  /p_i  ne  peut  d'ailleurs  avoir  lieu  que  si  l0  et  /p_i 
sont  nuls;  les  nombres 

e9=lp—  lp-i        (p  =  i,2,...,r) 
sont  donc  entiers,  positifs  ou  nuls.  Chacune  des  quantités 

pei  (p  =  1,  2,   ...,/•)• 

pour  laquelle  <?p  n'est  pas  nul,  est  un  diviseur  élémentaire  (simple) 
du  système  des  éléments  ai  *,  ou,  dans  le  cas  où  /*=  n,  du  déter- 
minant |  at  k  |- 

En  désignant  par  Da  le  plus  grand  commun  diviseur  des  sous- 
dé terminants  de  degré  g-  du  système,  si  l'on  pose 

D2  „  Dr_,  „  D, 


E]  —  D] ,         h,  =  •=—  y  •  '  •  >  E,._]  =  — >  EA 


IV  D,._,'  '       D,._,' 

Er+i  =  E;_i_2  =. . .  =  E„  =  o. 

E,,  E2,  .  .  . ,  En   sont    respectivement   le  premier,  le  second,..., 
le  /?IL'mc  diviseur  élémentaire  (composé)  (2)  du  système. 

On  sait  que  cette  notion  de  diviseur  élémentaire  s'est  présentée 
à  Weierslrass  dans  l'étude  de  l'équivalence  de  deux  faisceaux  de 
formes  bilinéaires,  qui  repose  sur  l'étude  d'un  déterminant  de  la 
forme  \\t ûf/*-|- à2Ô/a|  où  A|,À2  sont  des  variables  indépendantes; 
lo  quantités  p  de  la  définition  précédente  sont  alors  les  facteurs 
linéaires  en  A,,  Ao  de  ce  déterminant,  et  Weierstrass  a  montré 
que  pour  l'équivalence  des  deux  faisceaux  A,  es  -f-  ).j^:  A,  <I>  -f-  a2M\ 


(')  Il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de  rappeler  ce  que  M.  Frobenius  appelle  le 
rang;  le  système  des  aik  est  de  rang  ;•  si  tous  les  sous-déterminants  d'ordre  r  -H  i 
sont  nuls  et  s'il  y  a  un  sous-déterminant  d'ordre  r  qui  n'est  pas  nul.  Si  le 
déterminant  d'ordre  n  n'est  pas  nul,  on  a  /•  =  «. 

(:)  M.  Frobenius  emploie  le  mol  composé  dans  un  autre  sens 
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où  l'on  suppose  que 

i.k  i,k 

i,  k  i,  /.- 

(/,/.'  =  I,  2 ,  «) 

sont  des  formes  bilinéaires  en  #,-,  ^  d'une  part,  en  X,,  \ /,  de 
l'autre,  il  était  nécessaire  et  suffisant  que  les  deux  déterminants 
|^i«/  A-r-.^2^',ft  |i  |^«  Ai}*+X2Bj}a|  eussent  les  mêmes  diviseurs 
élémentaires  (  '  ). 

[Rappelons  que  les  deux  faisceaux  sont  équivalents  si  l'on  peut 
passer  de  l'un  à  l'autre  par  des  substitutions  linéaires  à  détermi- 
nants non  nuls,  et  à  coefficients  indépendants  de  A,,  X2  qui 
expriment  les  x  au  moyen  des  X,  les  y  au  moyen  des  Y;  si  les 
substitutions  pour  les  (x,  X)  sont  les  mêmes  que  pour  les  (y,  Y  ), 
elles  sont  dites  congruentes.] 

Cette  proposition  capitale  était  bien  connue  en  France  depuis 
le  beau  Mémoire  de  M.  Darboux  sur  les  formes  quadratiques, 
Mémoire  où  l'auteur,  en  introduisant  les  fonctions  qui  généra- 
lisent naturellement  la  forme  adjointe,  était  parvenu  aux  condi- 
tions de  Weierstrass,  par  une  méthode  toute  différente. 

Qu'une  proposition  publiée  en  1868,  par  Weierstrass,  puisse- 
être  aujourd'hui,  par  ses  développements,  ses  généralisations  et 
ses  applications,  l'objet  de  tout  un  livre,  c'est  la  preuve,  sur  un 
point  très  particulier,  de  l'activité  scientifique  de  notre  époque. 

M.  Muth  a  fait  précéder  son  livre  d'une  Introduction  historique 
que  nous  croyons  devoir  reproduire  en  entier,  à  cause  de  son 
grand  intérêt  propre,  et  aussi  parce  qu'elle  donnera,  mieux  que 
nous  ne  pourrions  le  faire,  idée  des  matières  traitées  par  l'Auteur. 


(')  Signalons  une  exposition  de  cette  théorie,  faite  en  vue  de  la  théorie  des 
('■(imitions  différentielles  linéaires,  par  M.  Sauvage  dans  le  t.  1\  des  Annales  de  ta 
/''m  ultë  des  Sciences  de  Toulouse. 
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ISTRODUCTIO.N. 

En  Analyse,  el  surtout  en  Géométrie  analytique,  on  rencontre 
souvent  le  problème  d'Algèbre  que  voici  : 

Ramener  simultanément  deux  formes  quadratiques  o  et  -L 
de  n  variables  à  une  forme  canonique  (')  [normale)  par  une 
substitut io n  lin éa ire . 

Il  suffit  de  rappeler,  par  exemple,  les  problèmes  de  Géométrie 
qui  correspondent  aux  cas  n  =  3,  ou  n  =  4,  et  qui  se  rapportent 
à  l'étude  de  la  situation  mutuelle  de  deux  coniques  ou  de  deux 
quadriques.  On  sait  que,  pour  la  solution  de  ces  problèmes,  la 
façon  dont  se  comporte  le  déterminant  du  faisceau  A,  cp  —  a- 'In- 
déterminé par  co  et  i|>,  joue  un  rôle  essentiel.  Dans  le  cas  général, 
où  ce  déterminant  ne  s'annule  pas  identiquement  et  se  décompose 
en  facteurs  linéaires  distincts  (autrement  que  par  un  facteur 
constant),  le  problème  n'offre  aucune  difficulté  notable  el  la 
solution  en  est  depuis  longtemps  connue  (2)  :  on  peut  ramener 
simultanément  les  deux  formes  à  la  somme  de  n  carrés  de  formes 
linéaires  indépendantes  (3).  Les  choses  se  passent  tout  autrement 
quand  le  déterminant  du  faisceau,  que  nous  supposons  toujours 
ne  pas  s'annuler  identiquement,  ne  se  décompose  pas  en  facteurs 
linéaires  distincts.  Nous  avons  alors  à  distinguer  une  suite  de  cas 
différents,  et  le  nombre  de  fois  que  ce  diviseur  multiple  du  déter- 
minant entre  en  facteur  dans  tous  les  sous-déterminants  des  degrés 
n  —  1 ,  n  —  2,  .  . .  intervient  alors.  Dans  les  cas  simples  n  =  2, 
n  =  .),  les  diverses  possibilités  qui  peuvent  se  présenter  ont  été 


(')  Sur  le  concept  de  forme  canonique,  voir  les   remarques   pertinentes   de 
Kronecker  :  Ueber  Schaaren  von  quadv.  Formen   (Berlin.  Mon.,   p.  72; 
Œuvres,  t.  I,  p.  367  ). 

(-)  Que  ce  soit  ellectivemcnt  le  cas  général,  il  y  n  lieu  de  le  démontrer.  Voir 
Weierstrass,  Ueber  ein  die  homogenen  Funktionen  betr.  Theorem  (L'erl.  Mon.. 
p.  208;  i858);  Œuvres,  t.  I,  p.  j33. 

(3)  Il  convient  de  citer  en  première  li^nc  :  Cauchy,  Sur  l'équation  ù  l'aide 
de  laquelle  on  détermine  les  inégalités  séculaires  des  mouvements  des  pla- 
nètes (Exercices  de  Math.,  1.  IV.  p.  i'|o;  1829);  Jacobi,  De  binis  quibusd.  fonc- 
tion. Iiomog.  sec.  ordin...  [d'elle,  t.   12,  p.    1). 
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plusieurs  fois  étudiées  (■),  et  pour  le  cas  de  n  =  4,  cjni  est  déjà 
plus  compliqué,  Sylvester  a  compté  treize  cas  différents  (-).  Mais 
ces  recherches  ne  s'étendent  pas  d'une  manière  suffisante  au  cas 
général  où  les  formes  <p  et  ty  dépendent  d'un  nombre  quelconque 
de  variables.  Avant  tout,  il  est  nécessaire  de  pouvoir  énumérer 
tous  les  cas  différents  possibles  pour  n  donné. 

En  1 858  ('),  K.  Weierstrass  avait,  dans  un  cas  particulier, 
approché  de  la  solution  générale;  il  y  parvint  en  1868  ('')  dans  le 
célèbre  Mémoire  où  il  fonda  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires, 
Ueber  Schaaren  bilinearer  und  quadratischer  Formai  :  non 
seulement  pour  deux  formes  bilinéaires  quadratiques,  mais  aussi 
pour  deux  formes  bilinéaires  à  un  nombre  quelconque  de  variables, 
il  résolut  le  problème  de  la  réduction  simultanée  à  des  formes 
canoniques,  quelle  que  fût  la  composition  du  déterminant  du  fais- 
ceau relatif  aux  deux  formes,  et  donna  une  méthode  qui  permettait 
d'énumérer,  en  les  épuisant  certainement,  tous  les  cas  possibles 
pour  n  donné. 

Weierstrass  y  arrive  par  la  décomposition  du  déterminant 
|  a,  çp  +  Ào-i/ 1  du  faisceau  À,  sp  -+-  L'!/  en  facteurs  (diviseurs  élémen- 
taires de  ce  déterminant),  facteurs  qui  sont  obtenus  en  affectant  les 
facteurs  simples  de  |A1cp  +  X2<p|  d'exposants  qui  dépendent  de  la 
façon  dont  ces  facteurs  simples  entrent  dans  les  sous-déterminants 
des  degrés  n  —  1 ,  n  —  2  de  ce  déterminant  ( 5  )  :  il  montre  que  ces 
diviseurs  élémentaires  sont  des  invariants  (généralement  irration- 
nels) du  faisceau.  Nous  devons  observer  ici  que  la  notion  de  divi- 
seurs élémentaires  se  trouve  déjà  dans  le  travail  cité  de  Sylvester 
relatif  au  cas  de  n  =  3,4,  et  que  Sylvester  en  avait  déjà  reconnu 
la  nature  invariante  ((i). 


(  '  )  Il  suffit  de  consulter  n'importe  quel  Traité  de  Géométrie  analytique,  un  peu 
étendu. 

(!)  Sylvester,  Enum.  0/  the  cont.  of  Unes  and  surf.  0/  the  sec.  ord... 
(/'/til.  Mag..  4'  série,  t.  1,  p.  119).  En  comptant  le  cas  <>ù  ç  el  y  ne  diffèrent 
que  par  un  facteur  constant,  on  a  quatorze  <:;is  distincts  (  n°  GG). 

(3)  Weierstrass,  loc.  cit.,  p.  207. 

(  '  )    \\  EIliUSTRASS,   loc.   Cit.,    p.    233. 

(■)  Wf.ierstrass,  Derl.  Monat.,  p.  îio;  [868;  Œuvres,  t.  II:  p.  19. 

(c)   Voir  E.  Meyer,  Bcricht  iïber  dcn  gegenwàrtigen  Stand der  Invarianten- 
theorie   (Jahresbericht  der  deutsch.   Math.    Verein  von   1890-91,  t.  I.  p 
Nœther,  Sylvester,  Math.  Ann.,  1.  L,  p.  >  13. 
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Weierstrass  ramène  par  une  substitution  linéaire  le  faisceau  de 
formes  à  un  faisceau  de  formes  réduites,  dont  la  construction 
dépend  essentiellement  des  diviseurs  élémentaires  du  déterminant 
|  Àt  cp  -|-  À2 <!* 1.  Si  ces  diviseurs  élémentaires  sont  connus,  on  peut 
en  déduire  une  forme  simple  pour  le  faisceau  réduit;  en  d'autres 
termes,  on  a  une  forme  canonique  du  couple  cp,  (L. 

Il  y  a  plus,  si  les  diviseurs  élémentaires  des  déterminants  de 
deux  faisceaux  coïncident,  ces  faisceaux  sont  équivalents  au  même 
faisceau  réduit  et  par  conséquent  équivalents  entre  eux.  Ainsi,  la 
coïncidence  des  diviseurs  élémentaires  n'est  pas  seulement  néces- 
saire pour  l'équivalence  de  deux  faisceaux,  elle  est  suffisante. 
C'est  de  cette  manière  que  Weierstrass  a  démontré  son  théorème 
sur  l'équivalence  de  deux  faisceaux  (§  6  et  §9  de  ce  Livre). 

Enfin,  Weierstrass  a  montré,  en  s'appuyant  toujours  sur  son  fais- 
ceau réduit,  que  l'on  pouvait  former  un  faisceau  de  formes  dont 
le  déterminant  ait  des  diviseurs  élémentaires  donnés.  On  est  donc 
en  état  (§  7  et  §  9)  de  décrire  d'une  façon  systématique  et  complète 
les  formes  canoniques  d'un  couple  de  formes  bilinéaires  d'un  nombre 
donné  de  variables,  en  sorte  que  la  théorie  de  Weierstrass  fournit 
un  principe  de  classification  essentiel,  principe  dont  la  Géométrie 
montre  la  valeur  et  la  fécondité. 

Il  n'est  pas  étonnant  que  les  mathématiciens  l'aient  immédiate- 
ment utilisé  ;  c'est  ce  que  F.  Klein  a  fait  le  premier  dans  sa  Disser- 
tation inaugurale  sur  les  complexes  du  second  degré  (').  Cette 
application  géométrique  delà  théorie  de  Weierstrass  fut  suivie  de 
beaucoup  d'autres  que  l'on  trouvera  dans  le  résumé  bibliogra- 
phique (p.  223). 

Weierstrass  donna  lui-même  (§  16)  une  belle  application  de  sa 
théorie  (2)  dans  l'étude  des  équations  différentielles  linéaires;  ce 
travail  a  été  suivi  de  plusieurs  autres  dus  à  Horn,  Sauvage,  etc.  (3). 
Dans  cette  étude,  l'application  la  plus  importante  des  diviseurs 
élémentaires  concerne  la  théorie  de  L'équation  fondamentale;  c'est 


(')  F.  Klein,  Ueber  die  Transforma tioiien  der  allgcmeinenGleichung  zwis- 
rhen  Linien  Coord.  aufeine  kanonische  Form,  Inaug.  Dis*.  Berlin,  1868.  (  Extrait 
dans  les  Math.  Ann.,  i884,  t.  XXIII.) 

(2)  Weierstrass,  Œuvres,  t.  II,  p.  71. 

(')  Voir  le  résumé  bibliographique,  p.  198. 
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un  sujel  que  Heffter,  dans  son  Livre  sur  les  équations  différentielles 
linéaires,  a  mis  en  pleine  lumière  ('). 

Signalons,  enfin,  uue  intéressante  application  à  la  théorie  des 
groupes  des  diviseurs  élémentaires  de  Weierstrass,  application  due 
à  Mu  tirer  (2). 

A  coté  des  efforts  pour  étendre  la  théorie  de  Weierstrass  dans 
diverses  directions,  se  placent  les  travaux  qui  ont  eu  pour  but 
d'établir  celte  théorie  en  toute  rigueur.  L'exposition  de  Weier- 
strass présentait,  en  effet,  une  lacune,  qu'il  n'était  pas  très  facile 
de  combler,  et  c'est  un  point  autour  duquel  s'est  groupée  une 
riche  littérature.  Cette  exposition  aurait  été  entièrement  correcte  si 
elle  avait  contenu  la  preuve  de  ce  fait  qu'un  sous-déterminant  ré- 
gulier d'un  système  d'éléments  entiers  contenait  au  moins  connue 
sous-déterminant  un  déterminant  régulier  (3).  Alors  une  certaine 
déformation  du  faisceau  employé  par  Weierstrass,  pour  préparer 
la  réduction  du  faisceau  par  la  transformation  de  Jacobi,  peut  être 
appliquée  sûrement.  Comme  cette  preuve  faisait  défaut,  Stickel- 
berger  ('')  (1874)  se  servit  d'un  procédé  indirect  pour  montrer 
que  le  faisceau  peut  être  effectivement  réduit  à  la  forme  normale. 
Puis  Darboux  (5)  (18-4)  et  Gundelfinger  (°)  (1876),  qui  rendit  en 
outre  le  service  de  donner  à  la  théorie  de  Weierstrass  toute  son 
extension,  évitèrentà  la  fois  cette  déformation  préalable  du  faisceau 
et  la  transformation  de  Jacobi.  Ils  parvinrent  ainsi  à  une  nouvelle 
exposition,  en  partie  plus  courte,  de  notre  théorie,  exposition 
qui,  comme  l'a  montré   Stickelberger   (7)  (1879)  dans   un   beau 

(  '  )  L.  Heffter,  Einleit.  in  die  Théorie  der  in.  Dijjerentialgl.  miteiner  unabh. 
Variab.,  Leipzig,  i8g4;  Cliap.  IX.  On  y  trouvera  aussi  la  bibliographie  du  sujet. 
Voir  aussi  la  page  198  du  premier  Livre. 

(-)  Maurer,  Miinchener  Berichte,  1888,  p.  io3;  Crelle,l.  107,  p.  09. 

(  ' )  Un  sous-déterminant  d'un  système  est  régulier  relativement  au  facteui 
premier  (ici  linéaire)  />  quand  ce  facteur  entre  comme  diviseur  dans  le  sous 
déterminant,  autant  de  fois  que  dans   le  plus  grand  commun  diviseur  <\f  tous  les 

sous-déterminants  du  même  degré  que  celui  que  l'on  considère. 

.1.  T. 

(■')  Stickelbergeb,  De probl.  quod.  ad  duasform.  bilin.  vel quod. transform. 
pertinente,  Dissert,  inaug.  BeroL,  i8;'|. 

1  1  Darboux,  Mém.  sur  la  théorie  algéb.  des  formes  quad.  Liouville,  is7Î. 
•    s,ric,  t.  XIX,  p.   '4t- 

(G)  Gundelfinger,  dans  les  Leçons  de  liesse  sur  la  Géométrie  analytique. 
I   1'  édil  ion,  Leipzig,  1876,  supp.  I\  ). 

Stu  ki  lbi  roer,  Ueber  Se luiiircii  von  bil.  u .  qilad.  Formen  •  Crelle, 
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travail,  peut  être  faile  d'une  façon  absolument  rigoureuse:  toute- 
fois, celle  méthode  resle  une  méthode  indirecte;  elle  permet  de 
montrer,  sur  le  faisceau  réduit  la  signification  et  l'importance  des 
diviseurs  élémentaires,  tandis  que  Weierstrass  introduit  directe- 
ment ces  diviseurs  élémentaires. 

kronecker  (')  chercha  à  combler  la  lacune  en  soumettant  le 
faisceau  à  une  transformation  linéaire  générale  avec  des  coefficients 
indéterminés,  sans  toutefois  que  ce  procédé  s'applique  à  un  fais- 
ceau de  formes  quadratiques. 

Frobenius(2)  remarqua  que  la  difficulté  qui  subsistait  dans  le  I  ra- 
\  ail  de  Weierstrass  pouvait  être  levée  directement.  En  effet,  Smith  (3) 
avait  démontré  dès  i  80 1  le  théorème  relatif  aux  déterminants  ré- 
guliers pour  un  système  de  nombres  entiers;  Frobenius  en  donna 
une  nouvelle  démonstration,  qui,  avec  quelques  modifications, 
restait  valable  pour  \\n  système  de  fonctions  entières  d'un  para- 
mètre. C'est  précisément  le  cas  dont  on  avait  besoin.  La  démon- 
stration de  ce  lemme  repose  sur  des  méthodes  arithmétiques;  elle 
put  ultérieurement  (1894)  être  notablement  simplifiée  par  Hensel  (4) 
lorsque  Kronecker  eut  fait  connaître  sa  méthode  de  réduction  (') 
pour  les  systèmes  d'éléments  entiers. 

Ce  même  lemme  pouvait  aussi  se  démontrer  algébriquement, 
comme  l'a  fait  Frobenius  (1894)  (6)  et  cela  d'une  manière  très 
intéressante,  au  moyen  d'une  identité  de  la  théorie  des  détermi- 
nants découverte  dès  i8jo  par  Kronecker  (7)  (n°  o). 

Une  fois  le  théorème  sur  les  déterminants  réguliers  établi,  on 
peut  obtenir  la  déformation  préalable  d'un  faisceau  par  la  simple 
permutation  des  variables,  dans  le  cas  des  formes  bilinéaires  arbi- 

(')  Kronecker,  Berl.  Monats.,  1874,  p.  210 (Œuvres,  1.  I,  p.  3gi).  Voyez  aussi 
Frobenius,  Ueberdie  Elementartkeiler  der  Determinanten  (Sitzb.  d.  Berl.  Afcad., 
r894,  p.  32). 

(J)    Frobenius,    Théorie  d<-r  Un.   Fonn.    mit   ganzen  Koejf.  (Ci elle.  1880, 

t.  «8,  p.    il'';. 

(  '  )  Smith,  On  syst.  0/ lin.  indet.  équations  and  congr.  (Phil.  Transact..  1861, 
On  (he  arithm.  invar,  etc.  (Proc.  0/  the  L.  math.  Soc.,  is-:;.  t.  IV, 
p.  2.37). 
(•;  Hensel,  C'eber  regulàre  Deterntin.,  ci  C relie,  1894,  t-  115,  p.  î5. 
()  KRONECKEB,    Reduktion    cler   Système    mit   n-    ganzahligen   Elementen 
(Crelle,  1891,  t    107.  p.  i3ô). 

1')  Frobenius,  Ueber  die  Elementartkeiler  der  Det.  (Sitzb.  der  Berl.  Akad. 
>89i,  p. 

Kronecker,  Civile   1.  72:  p    i53 
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traires,  cl  dans  le  cas  des  formes  svmélriques,  par  une  transforma- 
tion congriiente  extrêmement  simple,  ainsi  que  l'a  montré  Frobe- 
nius  (').  On  a  donc  le  moyen  d'établir  directement,  et  en  toute 
rigueur,  la  théorie  de  Weierstrass  non  seulement  pour  les  fais- 
ceaux de  formes  bilinéaires,  mais  encore  pour  les  faisceaux  de 
formes  quadratiques  (§  6  et  §  9). 

Nous  avons  exclu  jusqu'ici  les  faisceaux  singuliers  de  formes. 
Pour  de  tels  faisceaux  se  posent  les  mêmes  questions  que  poul- 
ies faisceaux  ordinaires. 

A  partir  de  1868,  et  pendant  une  longue  suite  d'années,  Kro- 
necker  (-)  s'en  est  occupé;  il  parvint  en  1890  et  en  1891  à  des 
résultats  définitifs  (3).  Le  cas  de  la  symétrie  était  particulièrement 
important  et  difficile  ('' ). 

Les  recherches  de  Weierstrass  et  de  Kronecker,  sur  les  fais- 
ceaux de  formes  symétriques,  conduisirent  à  ce  résultat  remar- 
quable que  deux  faisceaux  équivalents  À|  o  -f-  Â2  ç  et  À,  <ï>  -f-  X2  M' 
de  formes  s\ métriques  sont  aussi  congruents,  en  ce  sens  que  l'un 
des  faisceaux  peut  être  transformé  dans  l'autre  au  moyen  de  sub- 
stitutions congruentes,  indépendantes  du  rapport  ~,  et  de  déter- 
minants non  nuls:  en  d'autres  termes,  les  conditions  suffisantes 
pour  l'équivalence  de  deux  faisceaux  de  formes  symétriques  suf- 
fisent aussi  pour  leur  congruence.  11  en  est  de  même  quand  ^  et  <I> 
sont  des  formes  symétriques,  y  et  XV  des  formes  alternées  (5)  et 
aussi  quand  les  formes  fondamentales  des  deux  faisceaux  sont 
alternées  (°). 

Frobenius  montra  complètement  la  raison  profonde  de  ce  ré- 


(')  Frobenius,  loc.  cit..  §  2. 

(:)  Voyez  ses  travaux  sur  les  faisceaux  de  formes  dans  les  Berl.  tWonatsb.de 
1868  el  187^  (Œuvres,  t.  I),  en  particulier  :  Ueber  Sc/iaarcn  v.  quad.  Forme/» 
(Berl.  Monatsb.,  187/1,  p.  5g;  Œuvres,  t.  I.  p.  3^9).  Voyez  aussi  Darboux,  loc. 
cit.,  p.  383. 

(■')  Kronecker,  Algebr.  Reduktion  der  Schaaren  quad.  Formen  (Sitzb.  der 
Berl.  Akad.,  1890,  p.  1  -■■'>,  p.  \ '<-'>.  el   1891,  |>.  9  cl  33). 

(■')  Une  forme  bilinéaire  csi  symétrique  ou  alternée  suivant  que  son  détermi- 
nant est  symétrique  ou  symétrique  gauche.  .1.  T. 

(  •'•  )  Kronecker,  Ueber  die  congr.  Transf.  der  LU.  Formen  (Berl.  Monatsb., 
1874,  p.  'iîi:  Œuvres,  t.  I,  p.  '177). 

('•)  Frobenius,  Théorie  der  lin.  For  m.  mit  ganz.  Koeff.  (Crelle,  1  ^  7- . . 
1.  86,  §  î  •'! 


lia  PREMIERE   PARTIE. 

sullat  (1896)  dans  un  travail  (')  où  se  trouve  établie  à  nouveau 
toute  la  théorie  des  transformations  congruenles  des  formes  bili- 
néaires.  Il  obtient  les  principaux  résultats  des  recherches  de  Kro- 
necker  sur  les  faisceaux  singuliers  de  formes  quadratiques  et  sur 
les  formes  congruenles,  et  cela  sans  les  développements  pénibles 
de  Kronecker. 

Nous  avons  mentionné  ici  une  suite  de  recherches  sur  les  fais- 
ceaux particuliers  de  formes,  parmi  lesquelles  doivent  figurer 
celles  qui  concernent  la  congruence  des  formes,  les  faisceaux 
étant  formés  au  moyen  de  formes  fondamentales  conjuguées  (§  10), 
[c'est-à-dire  de  deux  formes  dont  l'une  se  déduit  de  l'autre  par 
l'échange  des  variables  x,y\ 

Sans  entrer  ici  dans  les  nombreuses  recherches  sur  les  faisceaux 
spéciaux  de  formes  qui  ont  pour  fondement  les  travaux  de  K.10- 
necker  et  de  Weierstrass  (§§  12-1  o),  nous  signalons  toutefois 
comme  particulièrement  importantes  celles  qui  concernent  les  fais- 
ceaux dont  le  déterminant  n'a  que  des  diviseurs  élémentaires  du 
premier  degré;  un  tel  faisceau  peut  être  mis  sous  la  même  forme 
qu'un  faisceau  général  (p.  g3  et  124);  c'est  ce  que  Weierstrass 
avait  déjà  reconnu,  dès  i858,  au  début  du  travail  déjà  cité,  pour 
un  faisceau  de  formes  contenant  au  moins  une  forme  définie  (§  11). 
Dans  le  cas  où  le  déterminant  d'un  faisceau  de  formes  bilinéaires 
ou  quadratiques  n'admet  que  des  diviseurs  élémentaires  du  pre- 
mier degré,  on  peut,  au  moyen  d'une  méthode  introduite  par 
Cauchv,  séparer  du  faisceau  les  faisceaux  élémentaires  qui  cor- 
respondent au  diviseur  élémentaire  du  déterminant.  C'est  ce  qu'a 
montré  Stickelberger  (2)  dans  un  travail  très  intéressant  qui 
occupe  une  place  particulière  dans  les  recherches  sur  les  divi- 
seurs élémentaires. 


(')  Probenius,  Uebcr  die  congr.  Transf.  der  bit.  Formen  (Sitzb.  der  Berf. 
Akad.,  1896,  p.  7).  Parmi  les  plus  importants  travaux  sur  les  transformations 
congruenles  des  formes  bilinéaires,  il  convient  de  ciler  ceux  de  Voss  {Abhandl. 
der  kgl.  bayerisch.  Akad.  d.  Wiss.,  t.  XVII,  p.  ?.5G:  Munch.  Berichte,  1889. 
On  remarquera  que  Voss  établit  au  moyen  d'une  seule  identité  de  la  théorie  des 
déterminants  plusieurs  théorèmes  de  Frobenius,  Siacci,  Stichelbcrger,  Sticlijes 
sur  les  diviseurs  élémentaires.  Voir  sur  les  travaux  de  Voss  le  rapport  déjà  cité 
de  Fr.  Meyer. 

(-)  Stickelberger,  Ueber  réelle  or thog.  Substitution  (Progr.  der  eidgen. 
polyt.  Scinde  fur  dus  Schuljahr  is777s-  erstes  Halbjahr,  Zurich,  1*77.  §7). 
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Les  recherches  de   K.rouecker  et  de  Weierstrass  sur  Péquiva- 

Icnce  des  faisceaux  de  formes  ont  élé  récemment  généralisées  par 

S.  Kantor  (').  Pendant  que  les  recherches  des  premiers  concernent 

des  formes  donl  les  coefficients  sont,  des  formes  linéaires  de  deux 
variables,  celles  de  Kantor  s'étendent  à  des  formes  dont  les  coef- 
ficients sont  des  formes  linéaires  d'un  nombre  quelconque  de 
variables.  Aux  diviseurs  de  Weierstrass  correspondent  alors  cer- 
tains nombres  invariants  que  S.  Kantor  désigne  sous  le  nom  de 
nombres  élémentaires. 

Le  concept  de  diviseurs  élémentaires  s'étend  facilement  à  de 
tels  systèmes,  d'un  rang  (-)  aussi  élevé  qu'on  le  veut,  dont  les 
éléments  sont  des  nombres  entiers  ou  des  fonctions  entières  d'une 
ou  de  plusieurs  variables  de  degré  quelconque,  ou  des  éléments 
entiers  d'un  corps  de  nombres  algébriques,  ou  de  fonctions  algé- 
briques. 

Dès  1861,  Smith  (:!)  avait,  pour  un  système  de  nombres  entiers, 
introduit  les  nombres  (invariants)  (pie  Frobenius  ('•)  devait  dési- 
gner comme  les  piémes  diviseurs  élémentaires  du  système  considéré. 
En  décomposant  ceux-ci  en  facteurs  qui  soient  les  puissances  de 
nombres  premiers,  on  obtient  tous  les  diviseurs  élémentaires  du 
système.  En  dehors  de  Smith,  c'est  surtout  Frobenius  (5)  qui  s'est 
servi  de  cette  importante  notion  de  la  théorie  des  nombres,  cl  qui 
l'a  étendue  aux  systèmes  précédemment  décrits  (c).  Une  propriété 
fondamentale  du  p,eme  diviseur  élémentaire  consiste  en  ce  qu'il  est 
divisible  par  le  (p  —  i)"'me,   en   supposant  que  p  ne  soit  pas  plus 


(  '  )  S.  Kantor,  Théorie  der  Aequivalenz  von  linearen  »*  Schaaren  bilinearer 
Formen  (Sitz.  der  math.-phys.  Klasse  der  le.  h.  Akad.  der  Wissensch.  zu 
M  une  lien  von  1897,  p.  867). 

(2)  C'est  par  erreur  qu'on  attribue  généralemenl  à  Kronecker  le  concept  el  le 
110111  île  rang.  Frobenius  a  introduit  l'usage  de  la  chose  dans  son  Mémoire  Ueber 
dus  Pfaff'sche  Problem  (Crel/e,  t.  82,  p.  23o);  il  s"est  servi  plus  tard  du  mol 

rang  (Crelle,  t.  SI),  p.  r  et  i'|S).  ki :cker,  qui  avail  aussitôt  reconnu  la  grande 

importance   de  ce  concept,   trouva   aussi   la   dénomination  in'-<  bien  choisie  el 
l'adopta  (Sitz.  der  Be-l.    \l,ud.,  i884,  p.   1078  l. 

(3)  Smith,  l'hit.  Trans.,  1861,  p. 

(  '  )  Frobenii  s,  Crelle,  t.  86,  p.  1  }8. 
('■>)  Frobenius,  Crelle,  t.  86,  p.  149;  t.  88,  p.  96. 

(c)  Frobenius,  loc.  cit.,  et  Sitzungsberichte  der  Berl.  Akad.,  is,i".  p.    >i. 
Huit,  des  Sciences  matliém.,  1*  série,   1.  Wlll.  1  Déccmbn 
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grand  que  le  rang  du  système;  elle  ressort  des  recherches  de 
Weierstrass,  dans  le  cas  dont  il  s'est  occupe.  Dans  la  théorie  de  la 
composition  des  systèmes  d'éléments  entiers,  ces  diviseurs  élémen- 
taires jouent  un  rôle  important.  Il  arrive,  en  effet,  que  le  z"mo 
diviseur  élémentaire  d'un  système  qui  s'obtient  par  la  composition 
de  deux  ou  plusieurs  systèmes  de  même  espèce,  est  un  multiple 
entier  du  p'""c  diviseur  élémentaire  de  chacun  de  ces  systèmes. 
C'est  Frobenius  qui,  le  premier,  a  démontré  ce  théorème  dans  sa 
généralité  ('  ). 

Il  est  naturel  de  se  demander  si  cette  proposition  peut  se  re- 
tourner. Qu'il  en  soit  ainsi,  c'est  ce  qu'il  est  aisé  d'établir  pour  les 
systèmes  de  nombres  entiers  ou  de  fonctions  entières  (-);  mais 
on  n'est  pas  encore  parvenu  à  l'établir  dans  les  autres  cas  (p.  23 1). 

Considérons,  en  particulier,  deux  systèmes  quadratiques  A  et  13 
dont  les  éléments  soient  des  fonctions  linéaires  d'une  variable  À, 
et  tels  que  leurs  p,cmes  diviseurs  élémentaires  coïncident.  Alors, 
d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  chacun  peut  èlre  déduit  de 
l'autre  par  composition  avec  des  systèmes  P,  Q  dont  les  détermi- 
nants, comme  on  le  reconnaît  ensuite,  sont  différents  de  zéro  et 
ne  dépendent  pas  de  ). ;  en  outre,  ces  systèmes  P,  Q  s'obtiennent 
rationnellement.  En  18-9,  Frobenius  a  montré,  dans  le  cas  où  les 
déterminants  des  systèmes  A  et  B  ne  sont  pas  identiquement  ouïs, 
pour  ces  systèmes  P,  Q  ainsi  déterminés  rationnellement,  que 
non  seulement  leurs  déterminants,  mais  encore  leurs  éléments, 
sont  indépendants  de  A  (3). 

Le  théorème  fondamental  de  Weierstrass  sur  l'équivalence  des 
faisceaux  de  formes  bilinéaires  se  trouvait  ainsi  démontré  d'une 
façon  entièrement  rationnelle  ('*). 

Les  méthodes  arithmétiques  fondées  sur  la  réduction  de  K10- 

(')  Smith,  Phil.  Traits.,  1861,  t.  C.WXI,  p.  020;  Proc.  of  tlie  L.  math.  Soc, 
t.  IV,  p.  224.  —  Frobenius,  Crelle,  t.  88,  p.  n'i.ct  Sitzungsb.  der  Berl.  Alcacl., 
189'),  p.  4<>  et  /|2.  —  Henskl,  Crelle,  t.  114,  p.  110. 

(-)   Voyez  Frobenius,  Crelle,  t.  88,  p.  n'|. 

(-1)  En  supposant  toutefois  que  le  coefficient  de  la  plus  haute  puissance  de  /. 
dans  le  déterminant  de  A  ou  de  I!  ne  soit  pas  nul.  Le  théorème  su li-i~l <■  sans 
celte  restriction  (  n"  .ïii). 

(4)  Frobenius,  Crelle,  :.  si;,  lue  ci/..  $  [3.  —  Voyez  aussi  Landsbero,  Ueber 
Fundamentalsyst.  und  bil.  Formen  (Crelle.  1.  116,  p.  33i). 
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necker  ont  été  étendues  par  llcnscl('),  qui  a,  en  outre,  considéré 
des  systèmes  dont,  les  éléments  sont  des  éléments  entiers  ou  ra- 
tionnels d'un  corps  de  nombres  algébriques  ou  de  fonctions  algé- 
briques, ce  qui  Ta  conduit  à  une  extension  du  concept  de  diviseur 
élémentaire  (2).  Les  théorèmes  essentiels  sur  les  diviseurs  élémen- 
taires subsistent  encore  pour  de  tels  systèmes  (§  18).  Un  intérêl 
perticulier  s'attache  aux  systèmes  de  cette  espèce  pour  lesquels 
les  éléments  de  chaque  ligne  sont  des  éléments  conjugués  du  corps 
de  fonctions  algébriques  d'une  variable.  On  peut  alors  déterminer 
rationnellement  les  p"'mes  diviseurs  élémentaires,  etobtenir  ainsi  la 
ramification  de  la  surface  de  Riemann  qui  appartient  à  L'équation 
algébrique  correspondant  au  corps  (:l).  Nous  touchons  ici  aux 
plus  récentes  applications  des  diviseurs  élémentaires  à  la  théorie 
des  fonctions. 


BUHKIIAHDT  (  II.)  und  Meyer  (F.).  —  Encyclopadib  der  mathematischen 

WlSSENSCHAFTEN    MIT    ElNSCHLASS     [HRER     ANWENDUNGEN.     l'.'l'StCr    Band    : 

Arithmetik  und  Algebra.  Redigiert  von  W.  Fr.  Meyer.  Drilles  Heft, 
PI».  225-352.  Zweiter  Band  :  Analysis.  Redigiert  von  H.  Burkhardt.  Ers  tes 
Heft,  pp.  i-iGo. 

Nous  avons  essayé  antérieurement  de  donner  aux  lecteurs  du 
Bulletin  quelque  idée  de  Y  Encyclopédie  mathématique,  de  son 
extrême  utilité,  de  la  richesse  des  renseignements  qu'elle  contient  ; 
nous  n'avons  qu'à  signaler  l'apparition  des  divers  fascicules  à  me- 
sure que  cette  importante  publication  se  développe. 

Le  troisième  fascicule  du  Tome  premier  contient  deux  articles 
complets,  et  le  commencement  d'un  autre.  Le  premier,  dû 
à  M.  Netto,  est  intitulé  :  Rationale  Funktionen  einer  Veran- 
derlichen;    ihre   Nullstellen.    On    y    trouvera   les  propositions 

(')  Hensel,  Crelle,  t.  lli,  p.  a5;  Uèber  die  Elementartheiler  componirte 
Système,  loc.  cit.,  p.   iog. 

( 2  )  Hensel,  Uebei  einen  Fundamentalsatz  ans  der  Théorie  der  algebr. 
Funkt.  einer  Variabeln  (Crélle,  t.  11">.  p. 

(3)  Hensel,  Ueber  die  Ordnungen  der  Verzweigungen  einer  liiemann'schen 
iltthr  (Sitz.  der  Berl.  Al, ml..  1890,  p.  933);  Ueber  die  Verzweigungsp.  der 
3  und  \-blâtterigen  Riemann' schen  Flàchen,  ll>i<l.,  p.  no3).  <>n  trouve  dans  le 
Journal  de  Crelle  (t.  117,  118)  une  suite  d'autres  trattfuux  de  Fischer,  Hensel, 
ri  Landsberg  su r  le  môme  sujet . 
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fondamentales  de  l'Algèbre  concemanl  les  sujets  suivants  :  in- 
terpolation, existence  des  racines,  décomposition  en  facteurs, 
réduclibilité,  plus  grand  commun  diviseur,  racines  multiples, 
résultants,  discriminants,  équations  à  racines  réelles,  caractéris- 
tiques, elc.  11  va  de  la  page  >.•>.-  à  la  page  282.  Le  second  article, 
dû  à  M.  Landsberg,  est  intitulé  :  Algebralsche  Gebilde.  Arith- 
mètische  Théorie  algebraischer  Grôssen.  Il  traite  des  corps  ou 
domaines  de  rationalité  (Dedekind,  Kronecker),  de  la  place  «If- 
ces  notions  dans  la  théorie  de  Galoi>.  des  formes  de  Kronecker  et 
des  idéaux  de  Dedekind,  des  systèmes  de  modules  (Dedekind),  de 
l'extension  des  concepts  de  divisibilité  et  d'équivalence,  etc.  II  va 
delà  page  a83  à  la  page  3 1 g.  Le  troisième  article  se  rapporte  à  la 
théorie  des  invariants;  il  est  dû  à  M.  W.-Fr.  Meyer.  La  partie 
parue  (p.  320-352)  contient  en  particulier  ce  qui  concerne  l'équi- 
valence des  formes  quadratiques  et  bilinéaires,  les  formes  aulo- 
morphes,  les  recherches  de  Gordan,  l'eano.  Hilbert,  sur  le  nombre 
fini  de  formes  primordiales  (Urformen),  etc. 

Le  premier  fascicule  du  deuxième  \  olume  contient  un  article  de 
M.  Pringsheim  :  Sur  les  fondements  de  la  théorie  des  fonctions, 
qui  comporte  un  intéressant  historique  sur  le  concept  de  fonction, 
et  un  exposé  des  principales  notions  qui  s'y  rapportent.  La  partie 
la  plus  développée  concerne  naturellement  les  fonctions  d'une 
seule  variable.  L'article  se  termine  par  quelques  pages  où  sont 
condensées  les  notions  essentielles  relatives  à  la  définition  des 
fonctions  de  plusieurs  variables.  Il  est  à  peine  utile  de  dire  que  cet 
exposé,  qui  va  de  la  page  i  à  la  page  53,  estpuremenl  analytique. 
M.  A.  Woss  (p.  54-i34)  a  rédigé  un  résumé  très  substantiel  de 
Calcul  différentiel  et  intégral  (la  théorie  des  équations  différen- 
tielles non  comprise).  Enfin  le  Volume  se  termine  par  le  commen- 
cement d'un  article  de  M.  G.  Brune!  :  Sur  les  intégrales  définies 
ii).  i35-i6o  .  qui  contienl  surtout  les  propositions  ci  méthodes 
générales;  l'étude  de  la  fonction  Y  y  esl  amorcée. 

Tous  ceux  qui  s'occupent  île  Mathématiques  se  réjouiront  de 
voir  se  continuer  rapidement  la  publication  de  l' Encyclopédie 
mathématique;  et.  chacun,  en  la  feuilletant,  se  convaincra  sans 
doute  qu'il  lui  est  indispensable  de  l'avoir  à  sa  disposition. 
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FEHR  (II. j.  —  Application  de  la  méthode  vectorielle  de  Grassmann  a 
la  Géométrie  infinitésimale.  Thèse  présentée  à  la  Faculté  des  Sciences 
de  L'Université  dé  Genève  pour  obtenir  le  grade  de  Docteur  es  sciences. 
1  Vol.  in-8",  94  p.,  Carré  et  Naud,  Paris;  1 

Le  travail  de  M.  Felir  se  recommande  par  son  élégance  et  son 
extrême  clarté  ;  des  publications  de  ce  genre,  où  les  choses  sont 
mises  dans  un  ordre  simple  et  naturel,  où  la  lecture  est  aisée,  ne 
peuvent  qu'aider  beaucoup  à  vulgariser  quelques-unes  au  moins 
des  idées  de  Grassmann,  en  montrant  les  simplifications  qu'elles 
permettent  d'apporter  dans  l'exposition.  Si  même  le  lecteur  est 
déjà  familier  avec  la  plupart  des  propositions  qu'établit  M.  Fehr, 
le  bénéfice  n'en  sera  que  plus  grand  pour  lui,  puisque  son  atten- 
tion se  portera  principalement  sur  la  méthode.  L'auteur  signale, 
parmi  les  travaux  antérieurs,  les  Mémoires  de  M.  Herm.  Grass- 
mann fils  (Programmes  de  Halle,  1880',  1888,  i8g3),  Mémoires 
dont  il  a  dû  reproduire  quelques  passages.  Gela  était  indispen- 
sable pour  l'unité  de  l'exposition,  qui  comprend  toutes  les  propo- 
sitions essentielles  d'une  théorie  élémentaire  des  propriétés  infi- 
nitésimales des  courbes  et  des  surfaces. 

M.  Fehr  rappelle  d'abord  quelques  notions  relatives  au  calcul 
géométrique  :  produit  extérieur  de  deux  vecteurs  (bivecteur),  de 
trois  vecteurs  (trivecleur)  ;  produit  intérieur  de  deux  vecteurs, 
opération  index  (au  sens  de  M.  Burali-Forti)  appliquée  à  un  vec- 
teur ou  à  un  bivecteur;  produit  intérieur  de  dcu\  bivecteurs.  Les 
définitions  et  propositions  fondamentales  concernant  ces  notions 
ne  tiennent  que  quelques  pages. 

Passant  ensuite  aux  courbes  gauches  définies  comme  le  lieu  de 
l'extrémité  d'un  vecteur  dont  l'origine  est  fixe,  il  introduit  les  dé- 
rivées géométriques  de  ce  vecteur  cl  obtient  immédiatement  les 
équations  de  la  tangente,  du  plan  normal,  du  plan  osculateur,  de 
la  normale  principale,  les  propriétés  relatives  à  la  courbure,  à  la 
torsion,  les  formules  de  Frenel  el  «le  Lancret.  Pour  étudier  une 
surface  considérée  comme  lieu  de  l'extrémité  d'un  vecteur  qui  dé- 
pend de  deux  variables  //.  c,  M.  Fehr  introduit  trois  vecteurs- 
unités,  dirigées,  les  uns  suivant  les  tangentes  aux  courbes  (u  . 
(p),  l'autre   suivant   I; rmale;    les  différentielles  géométriques 
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du  premier  et  du  second  ordre  du  vecteur  qui  définit  lu  surface 
conduisent  immédiatement  aux  deux  formes  quadratiques  en  duy 
dv,  dont  la  considération  fournit  de  la  façon  la  plus  simple  les 
propriétés  les  plus  importantes  des  surfaces,  tant  pour  ce  qui  con- 
cerne la  courbure  des  sections  planes,  que  pour  la  théorie  de  la 
courbure  totale  ou  moyenne.  Un  paragraphe  est  consacré  à  la 
courbure  moyenne   quadratique  (Casorali,    d'Ocagne). 

M.  Fehr  traite  enfin  des  systèmes  conjugués  sur  une  surface, 
pour  en  déduire,  comme  cas  particuliers,  les  lignes  de  courbure 
et  les  lignes  asymptotiques;  les  dernières  pages  de  son  Livre  se 
rapportent  aux  lignes  et  à  la  courbure  géodésiques.  J.  T. 


POINCARÊ  (H.).  —  Cinématique  et  Mécanismes.  Potentiel  et  mécanique 

des  fluides.  Cours  professé  à  la  Sorbonne,  rédigé  par  A.  Guillet,  in-8", 
385  p.,  C.  Carré  et  Naud,  Paris;  1899. 

Le  cours  que  M.  Poincaré  a  fait  à  la  Sorbonne,  lorsqu'il  était 
chargé  de  l'enseignement  de  la  Mécanique  physique  et  expérimen- 
tale, avait  été  très  apprécié  de  ses  auditeurs,  et  une  reproduction 
autographique  en  avait  été  publiée  par  l'Association  des  anciens 
élèves  de  la  Faculté  des  Sciences.  Celte  reproduction  est  épuisée 
depuis  longtemps;  les  exemplaires  en  sont  rares  et  recherchés. 
Aussi  nous  sommes  assurés  d'avance  que,  sous  leur  forme  nou- 
velle, les  Leçons  de  Cinématique  et  de  Mécanismes  seront  accueillies 
avec  la  faveur  qui  s'attache,  ajuste  titre,  à  toutes  les  productions 
de  M.  Poincaré.  Il  nous  suffira  de  rappeler  ici  les  principales  divi- 
sions de  l'Ouvrage.  La  première  Partie  traite  des  notions  géné- 
rales de  Cinématique,  du  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son 
plan,  du  mouvement  d'un  corps  solide  invariable,  du  mouvement 
hélicoïdal,  du  mouvement  relatif  d'un  point  et  des  mécanismes. 
La  seconde  étudie  la  fonction  des  forces,  le  potentiel,  le  théo- 
rème de  Green  et  ses  applications,  l'attraction  des  ellipsoïdes,  la 
mécanique  des  fluides  et  l'Hydrodynamique. 

L'exposition  est  claire  et  attrayante;   l'Ouvrage  est  de  nature  à 
rendre  «le  grands  services  aux  étudiants  1  1  aux  professeurs. 
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L.  LORENZ.  —  CEuvres  scientifiques,  revues  eL  annotées  par  H.  Vdlentiner. 

Tome  second,  premier  fascicule.   in-8°,   3r>  p.,  Lchmann   et   Stage,  Co- 
penhague; 1899. 

Nous  avons  déjà  signalé  la  publication  du  premier  Volume  des 
Œuvres  de  Lorenz.  Le  nouveau  fascicule,  qui  vient  de  paraître,  a 
été  publié  avec  le  même  soin,  la  même  conscience  que  les  précé- 
dents. Il  contient  les  travaux  suivants  : 

Mémoire  sur  la  théorie  de  l'élasticité  des  corps  homogènes 
à  élasticité  constante  (publié  dans  le  t.  08  au  Journal  de  Crelle)\ 

Sur  le  nombre  des  molécules  contenues  dans  im(t''  d'eau; 

Détermination  du  degré  de  chaleur  en  mesures  absolues; 

La  résistance  électrique  du  mercure  en  mesures  absolues; 

Sur  les  méthodes  à  employer  pour  la  détermination  de 
l'ohm  ; 

Détermination  de  la  résistance  électrique  du  mercure  en 
mesures  électromagnétiques  absolues  ; 

Sur  la  propagation  de  V électricité  ; 

Sur  les  conductibilités  électrique  et  calorifique  des  métaux. 


.lu. us  LANGE  (Prof.  Dr.).  —  Jacob  Steiners  Leiiensjaube  in  Berlin,  1821- 
i863.  Nach  seinen  Pcrsonalakten  dargestellt.  Tirage  à  part  du  Festschrift 
zur  Erimierung  an  das  7")  jàhrige  Bestehen  der  Friedrichs- IVerdeschen 
Oben ealsclude  (clian.  Ceiverbe-Scludc).  In-_j°    70p.,  H.  Gaertner.  Berlin; 

1899- 

Le  grand  géomètre  Steiner  naquit  le  18  mars  1796  à  Utzisdorf, 
dans  le  canton  de  Berne,  en  Suisse.  Ses  parents  étaient  de  pauvres 
villageois  qui  désiraient  utiliser  ses  services  et  le  garder  auprès 
d'eux.  Mais  son  goût  pour  l'étude  se  déclara  de  très  bonne  heure, 
malgré  tous  les  obstacles  qu'il  put  rencontrer  autour  de  lui. 
vY  dix-neuf  ans,  c'est  à  peine  s'il  savait  lire;  mais  il  avail  de-  dis- 
positions pour  le  calcul  mental.  Eu  regardant  el  eu  admirant  le 
ciel  pendant  la  nuit,  il  avait  acquis  quelques  connaissances  empi- 
riques et  l'étude  de  l'Astronomie  lui  paraissait  la  plus  belle  el  la 
plus  importante  dont  un  homme  pûl  s  occuper. 

Présenté  à  l'eslalozzi  en  181  \,  accueilli  gratuitement  dans  son 
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établissemenl  à  Yverdon,  il  s'jj  consacra  avec  ardeur  aux  Mathé- 
matiques; il  fui  bicnlôl  en  état  d'enseigner  les  éléments  de  ces 
sciences  et  d'acquitter  ainsi  une  partie  de  sa  dette  envers  son 
bienfaiteur.  En  1818,  il  se  rendit  à  II  niversité  d'Heidelberg,  où, 
pendant  cinq  semestres  consécutifs,  il  se  consacra  presque  en lière- 
meol  aux  Mathématiques.  En  1821,  il  fui  appelé,  sur  l.i  recom- 
mandation d'un  ami,  à  occuper,  à  litre  provisoire,  un  poste  de  Ma- 
thématiques au  Werdersche  Gymnasium  de  Berlin;  mais,  n'a  van  I 
pas  complètement  réussi  dans  les  examens  qui  auraient  pu  lui 
assurer  celle  place,  il  dut  y  renoncer  en  1822  et  pourvoir  à  son 
existence  à  l'aide  de  leçons  particulières.  Heureusement,  en  i<Sv.  j. 
fut  créée  la  Gewerbe  Schule,  et,  en  [826,  Crelle  lit  paraître  le 
premier  numéro  de  son  Journal.  Steiner  put,  dès  182.5,  obtenir 
une  place  de  professeur  de  Mal liémal iques  à  la  Gewerbe  Schule,  et 
il  put  publier  dans  1rs  premiers  cahiers  du  Journal  de  Crelle  ses 
premiers  travaux,  qui  attirèrent  sur  lui  l'attention  de  tous  les  géo- 
mètres et  lui  assurèrent,  dans  la  personne  de  l'éditeur,  un  protec- 
teur toujours  disposé  à  lui  venir  en  aide.  A  partir  de  ce  moment, 
la  carrière  de  Steiner  était  ii\ée.  Pourtant,  malgré  Téclal  de  ses 
découvertes.  Steiner  a  dû  passer  dix  ans  dans  l'enseignement 
secondaire.  Successivement  Hilfslehrer  et  Oberlehrer,  à  la  Ge- 
werbe Schule,  c'est  seulement  après  de  nombreuses  demandes  et 
sur  une  chaude  recommandation  de  Crelle  qu'il  fut  nommé,  à  la 
lin  de  1 834 »  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Berlin, 
et  il  est  resté  professeur  extraordinaire  jusqu'à  sa  mort,  survenue 
le  ier  avril  i863.  En  1881  et  1882,  l'Académie  de  Berlin  a  réim- 
primé et  réuni  en  deux  Volumes  les  Œuvres  qu'il  avait  publiées 
pendant  sa  vie.  Les  Leçons  que  nous  lui  devons  sur  la  Géométrie 
synthétique  avaient  été  coordonnées  el  publiées  en  ittti-  par 
MM.  Geiser  et  Schrôter. 

Malgré  tout  l'intérêl  de  l'œuvre  du  grand  géomètre,  on  connais- 
sait peu  de  chose  sur  sa  carrière  et  sur  sa  vie.  Aucun  éloge  acadé- 
mique ne  lui  a  élé  consacré,  à  notre  connaissance.  Tous  ceux,  et 
ils  sont  nombreux,  qui  s'intéressent  à  la  \ie  des  grands  savants, 
aussi  bien  qu'à  leurs  œuvres,  devaient,  en  ce  qui  concerne  Steiner, 

avoir  recoins  aux  deux  publications  suivantes  : 

C.-F.  Geiseb  .  Zur  Erinnerung  an  Jacob  Steiner.  Schaflfhouse  ; 

1874. 
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.I.-A.  Gis  \f,  Der Mathematiker  Jacob  Steiner  von  Utzensdorf. 

Berne  ;  1897. 

A  cette  seconde  brochure,  qui  a  été  publiée  à  l'occasion  du 
Centième  anniversaire  de  la  naissance  de  Steiner,  on  peut  joindre 
la  Correspondance  entre  Steiner  et  Schlœfli,  qui  a  été  également 
publiée  par  M.  Graf,  à  Berne,  en  1896. 

La  nouvelle  publication  dont  nous  avons  à  rendre  compte  appor- 
tera  à  tout  ce  que  nous  savions  de  Steiner  de  très  importantes 
contributions.  Publiée  à  l'occasion  du  soixante-quinzième  anni- 
versaire de  la  fondation  de  la  Gewcrbe  Scliule,  en  l'honneur  du 
géomètre  qui  est  un  des  premiers  et  des  plus  illustres  professeurs 
de  cet  établissement,  elle  offre  surtout  de  l'intérêt  pour  ce  qui 
concerne  la  période  la  plus  intéressante  peut-être  de  la  vie  de 
Steiner,  celle  où,  dans  toute  la  force  de  l'âge  et  du  talent,  il  a 
mûri  toutes  ses  découvertes  en  enseignant  les  Mathématiques  dans 
une  des  Ecoles  supérieures  de  Berlin.  La  brochure  de  M.  Lange 
nous  fait  connaître  Steiner  successivement  comme  professeur 
auxiliaire  au  JVerdersche  Gymnasium  et  professeur  particulier 
(1821-1820),  comme  professeur  auxiliaire  à  la  Gewerbe  Schule 
(1820-1829),  puis  Ober/ehrcr  à  la  même  École  (1829-1830), 
enfin  comme  professeur  d'Université  (i835-i8G3).  Son  Ouvrage 
est  composé  de  première  main,  et  il  a  eu  à  sa  disposition  un 
grand  nombre  de  documents  personnels  et  officiels.  C'est  ainsi 
qu'il  débute  en  donnant  le  C  uriiin  lu  m,  si  digne  d'intérêt,  que 
Steiner  a  écrit  lui-même  lorsqu'il  s'est  présenté,  le  i5  aviil  1821, 
devant  la  Commission  chargée  de  délivrer  les  certificats  d'aptitude 
à  l'enseignement  secondaire.  Il  serait  beaucoup  trop  long  de 
signaler  toul  ce  qu'il  y  a  d'intéressant  et  de  nouveau  sur  la  vie 
ci  sur  la  carrière  de  Steiner.  Tout  esta  lire  pour  qui  s'intéresse 
au  grand  géomètre  dans  le  petit  Ouvrage  de  M.  Julius  Lange. 

G.  D. 


Briefwecusel  zwischen  Carl  Friedrich  Gauss  ond  Wolfgang  Bolyai,  mil 
unterstiitzung  der  ungarischen  Akademie  der  Wissenschafien,  herausj 
ben  von  F^anz  Schmidt  und  PaulStàckel.  In-,  .  xiv-208  p.,  B.-G.  Teubner, 
Leipzig  ;  1899. 

Nous  rendions  compte  récemmenl  de  la  magnifique  publication 
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du  Tentamcn,  de  Wolfgapg  Bolyai,  publiée,  sous  les  auspices  de 
l'Académie  hongroise  des  Sciences,  par  MM  .  J.  Konig  et  M.  lléthy, 
membres  de  celte  Académie.  La  nouvelle  publication  dont  nous 
avons  aujourd'hui  à  rendre  compte  viendra  naturellement  se 
placer  à  côté  de  la  précédente.  Imprimée  dans  le  même  formai, 
avec  les  mêmes  caractères  et  le  même  luxe,  elle  contient  un  en- 
semble de  quarante-deux  lettres  échangées  entre  Gauss  et  \\  olfgang 
Bolyai,  de  septembre  i  799  jusqu'en  février  i<S33.  Cet  ensemble,  il 
est  inutile  de  le  dire,  est  du  plus  haut  intérêt.  Rien  de  ce  qui  louche 
à  Gauss  ou  aux  Bolyai  ne  peut  aujourd'hui  nous  laisser  indiffé- 
rents; non  seulement  nous  tenons  à  ne  rien  ignorer  des  remarques 
mathématiques  qu'ils  ont  pu  échanger,  mais  toutes  les  indications 
relatives  à  leur  vie,  à  leurs  sentiments,  ne  peuvent  que  nous  être 
précieuses  et  doivent  être  soigneusement  recueillies.  A  ce  point  de 
vue,  la  correspondance,  qui  a  été  surtout  active  de  1799  a  1808, 
puisque  trente  et  une  lettres  sur  quarante-deux  se  rapportent  à  cette 
période,  nous  donne  les  renseignements  les  plus  complets  sur  la 
jeunesse  de  Gauss;  nous  n'avons  pas  besoin  de  dire  qu'elle  nous 
fait  connaître  les  deux  amis  sous  le  jour  le  plus  favorable.  Leur 
amitié  datait  de  l'époque  où  ils  étudiaient  tous  les  deux  ensemble 
à  l'Université.  Elle  persista  jusqu'à  la  mort  de  W.  Bolyai. 

Au  point  de  vue  scientifique  aussi,  la  nouvelle  publication  sera 
bien  accueillie.  Il  y  est  parlé  des  Disquisitions  arilhmeticce,  de  la 
Theoria  motus.  La  théorie  des  parallèles  y  lient  naturellement  une 
place  importante,  en  particulier  dans  la  trente  sixième  et  la  trente- 
septième  lettre. 

Les  lettres  Jes  plus   importantes  y  sont  reproduites  en  fac-similé. 

Un  Supplément,  contenant  quelques  lettres  se  rapportant  à 
Gauss  et  à  Bolyai,  notamment  de  Sartorius  von  Waltershausen,  le 
biographe  de  Gauss,  des  Notes  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Gauss  et 
de  Bolyai,  des  remarques  relatives  à  certaines  parties  de  la  corres- 
pondance, vient  compléter  de  la  manière  la  plus  heureuse  le 
nouvel  Ouvrage  que  nous  devons  à  MM.   Schniidt  et  Slàckel. 

G.  D. 


COMPTES  a  EN  DUS  ET  ANALYSES.         323 

BIANCHI  (L.).   —    VOULESUNGEN   ÏJBER  DlFFERENTIALGEOMETRIE,   AUTORISIERTE 

deutsche  Ubersetzung,  x on  Max  Lukat.  In-S",  xvi-GSq  p.,  B.-G.  Tcubner. 
Leipzig;  1899. 

Nous  avons  déjà  rendu  compte  de  l'excellent  Ouvrage  de  M.  L. 
Blanchi.  11  nous  suffira  donc  de  signaler  à  nos  lecteurs  la  traduc- 
tion allemande,  dont  la  publication  vient  d'être  terminée  il  y  a 
quelques  jours.  Cette  traduction,  où  naturellement  on  n'a  négligé 
aucune  des  améliorations  de  détail  qui  se  présentent  à  l'esprit 
quand  on  revient  sur  les  choses  déjà  publiées,  se  distingue  à  un 
point  de  vue  plus  important  de  l'édition  italienne.  Deux  Chapitres 
nouveaux  et  étendus  y  ont  été  ajoutés  sur  la  Géométrie  infinité- 
simale des  espaces  à  ri  dimensions,  où  l'on  a  envisagé  plus  parti- 
culièrement les  espaces  à  courbure  constante.  Un  Supplément  qui 
termine  l'Ouvrage  contient  un  aperçu  des  recherches  qu'ont  in- 
spirées à  M.  Bianchi  les  belles  propositions  de  M.  Guichard  sur  la 
déformation  des  quadriques  de  révolution. 

Tout  est  à  louer  dans  ces  Leçons,  sauf  leur  litre:  les  géomètres 
français  avaient  compris  sous  le  nom  de  Géométrie  infinitési- 
male l'ensemble  des  études  exposées  par  M.  L.  Bianchi  ;  pourquoi 
avoir  affaibli  en  quelque  sorte  celte  dénomination,  en  la  réduisant 
à  celle  de  Géométrie  différentielle?  On  risque  ainsi  de  laisser 
croire  que  la  Géométrie  trouve  lout  son  domaine  dans  les  opéra- 
lions  de  différeulialion,  alors  qu'elle  a  à  son  actif  tant  de  belles 
intégrations  inspirées  ou  obtenues  par  les  méthodes  qui  la  con- 
stituent. On  fournit  en  outre  à  certains  un  prétexte  pour  la  né- 
gliger, en  la  faisant  figurer  tout  entière  dans  le  Calcul  différentiel, 
qui  est  considéré  comme  entièrement  achevé  et  même  comme  se 
réduisant  à  des  opérations  purement  mécaniques.  G.  D. 


PIETZKER(F.).  —  Beitrage  zur  Funktionex-Lehre.  i  Vol.  in-8",  vi-Cj  p., 
Teubner,  Leipz:g;  1899. 

Ces  Essais  contiennent  deux  Mémoires  très  distincts  par  leur 
objel  :  toutefois,  quelques-uns  des  résultats  obtenus  dans  le  pre- 
mier sont  utilisés  dans  le  second. 
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Dans  le  premier  Mémoire,  l'auteur  étudie  ce  qu'il  appelle 
Y  association  ;  pour  lui,  associer  deux  variables  x,  y  c'est  opérer 
d'une  manière  déterminée  biir  les  deux  nombres  x,  y  pour  en 
déduire  un  troisièmequi  reste  d'ailleurs  le  même  quand  ou  échange 
les  deux  nombres  x,y.  En  spéculant  sur  ce  seul  concept  et  sur  le 
concept  correspondant  à  l'opération  inverse,  M.  Pietzker  retrouve 
des  notions  analogues  à  celles  de  L'élévation  aux  puissances  entières 
ou  fractionnaires,  positives  ou  négatives,  de  logarithme,  de  quan- 
tité imaginaire,  de  fonction  algébrique  ou  analytique,  de  dériva- 
tion et  d'intégration,  il  est  amené  à  créer  une  suite  de  signes 
typographiques  nouveaux  correspondant  à  ces  diverses  notions. 

Le  second  Mémoire  se  rapporte  à  la  notion  de  fonction  d  une 
variable  complexe,  et  particulièrement  de  fonction  monogène. 
M.  Pietzker  étudie  les  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  une 
représentation  géométrique  d'une  telle  fonction.  J.   T. 


PINET  (H.).    —    MÉMOIRE    SLR    ONE    NOUVELLE    MÉTHODE    POl'R    LV    RÉSOLUTION 

des  équations  nuuériqdes,   suivi  d'un   Appendice   donnant  le  détail  des 
opérations,  par  Emile  Krauss.  47  p-  iû-4 "•  Nony,  Paris;  1899. 

Il  s'agit  principalement  de  la  recherche  des  racines  d'une  équa- 
tion de  degré  m  dont  toutes  les  racines  sont  entières  :  l'auteur 
montre  quel  parti  on  peut  tirer,  pour  limiter  le  nombre  des  essais, 
d'une  certaine  décomposition  en  m  facteurs  entiers  du  dernier 
coefficient,  qu'il  appelle  décomposition  minima.  Celte  décompo- 
sition est  opérée  pour  le  nombre  entier  a  si  l'on  a 


en  supposant 


q  =  ata3. .  .am 

ai     h,    a3 


< 


a, 


et  si,  en  outre,  chaque  fadeur  est  le  plus  grand  possible,  loul  en 
n'étant  pas  supérieur  aux  suivants.  J.  T. 
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DUPORCQ  (E.).  —  Premiers  principes  de  Géométrie  moderne  à  l'usage  des 
élèves  de  Mathématiques  spéciales  et  des  candidats  à  la  licence  cl  à  l'agré- 
gation, i  Vol.  in~8°,  vn-160  p.,  Gauthier-Villars,  Paris;  1899. 

Le  petit  Volume  que  M.  Duporccf  publie  sous  ce  titre  modeste 
rendra  d'incontestables  services  à  une  catégorie  assez  nombreuse 
d'étudiants,  qui  ont  entendu  parler  des  méthodes  de  la  Géométrie 
moderne,  mais  qui,  pressés  par  lis  exigences  des  examens,  n'ont 
pas  eu  le  temps  de  se  familiariser  avec  ces  méthodes,  dont  il  est 
sans  doute  inutile  de  vanter  ici  l'élégance  et  la  fécondité.  Les 
('•Indes  ultérieures,  qu'ils  ont  faites  dans  les  Ecoles  techniques, 
peuvent  très  bien  leur  avoir  laissé  la  curiosité  et  le  goût  de  ce 
Chapitre  delà  Science,  qui  avait  été,  autrefois,  entr'ouvert  devant 
eux,  et  où  se  trouvaient  traitées,  en  quelques  lignes,  des  questions 
dont  ils  n'entrevoyaient  la  solution  qu'au  travers  de  longs  calculs. 
Il  est  certain,  d'un  autre  côté,  que  tous  ceux  qui  veulent  acquérir 
des  connaissances  d'ensemble  sur  la  Géométrie,  et  développer  un 
peu  ces  connaissances  dans  n'importe  quelle  direction,  doivent 
s'habituer  à  parler  le  langage  de  la  Géométrie  moderne  el  à  en 
manier  les  méthodes.  Enfin,  ceux  des  élèves  de  la  classe  de  Mathé- 
matiques spéciales,  qui,  grâce  à  une  intelligence  un  peu  vive,  ont 
quelque  loisir,  tireront  sans  doute  grand  parti  du  Livre  de 
M.  Duporcq.  Ce  dernier  estime  que  l'étude  de  la  Géométrie  mo- 
derne est  plus  profitable  pour  la  formation  de  l'esprit  que  l'étude 
de  l'équation  aux  inégalités  séculaires.  Il  ne  semble  pas  certain 
que  cette  dernière  étude  prenne  dans  l'enseignement  une  place  si 
démesurée,  eu  égard  à  l'importance  incontestable  de  ladite  équa- 
tion, qu'elle  méritai  une  pareille  mise  ù  l'index,  el.  peut-être,  la 
pluparl  des  professeurs  de  Mathématiques  spéciales  laissent-ils 
à  l'enseignement  de  la  Géométrie  plus  de  place  que  ne  pense 
L'auteur.  Dans  des  temps  très  reculés,  l'enseignement  que  l'on 
donnait  dans  cette  classe  élait  destiné  ;'i  préparer  le-  élèves  -> 
l'étude  «lu  Calcul  différentiel  el  intégral,  et,  par  là.  de  fi  Méca- 
nique rationnelle,  étude  qui,  semble-t-il,  reste  l'objel  essentiel  de 
l'enseignement  dans  les  liantes  écoles  techniques,  en  raison  même 
de  l'utilité  que  présente,  dans  les  applications,  la  connaissance  de 
ces  eh  ipitres  de  la  Science.  Il  ne  manque  p.i-  de  bons  esprits  pour 
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regretter  que  ce  butait  été  un  peu  oublié.  Ceux  des  professeurs 
ou  des  examinateurs  qui  l'ont  encore  devant  les  yeux  sont  aussi 
sans  doute  ceux  qui  ne  font  pas  à  la  Géométrie  moderne,  dans 
l'enseignement,  toute  la  place  que  d'autres  voudraient  lui  attribuer. 
Je  crois  bien  que  personne  n'en  conteste  l'importance  intrinsèque  ; 
la  discussion  roule  seulement  sur  le  moment  et  le  lieu  où  elle  doit 
être  enseignée;  doit-on  la  faire  pénétrer  résolumenl  dans  l'ensei- 
gnement élémentaire,  doit-on  la  réserver  pour  les  Facultés,  où  elle 
pourrait  être  exposée  avec  l'ampleur  qu'elle  comporte?  ou  bien 
faut-il  s'arrêter  à  une  solution  intermédiaire,  et  se  contenter  de 
donner  aux  élèves  des  indications  qui  ne  peuvent  manquer  d  ex- 
citer l'intérêt  de  ceux  dont  la  curiosité  n'est  pas  atrophiée?  C  esl 
cette  dernière  solution  qui,  Je  plus  souvent,  est  adoptée  dans  la 
pratique,  et  il  ne  semble  pas  qu'elle  soit  la  plus  mauvaise. 

Dans  la  mesure  où  la  Géométrie  moderne  permet  de  simplifier 
et  de  coordonner  les  théories  qui  font  l'objet  de  l'enseignement  de 
la  classe  de  Mathématiques  spéciales,  de  donner  plus  de  généralité 
aux  ('-nonces  des  propositions  qui  constituent  ces  théories,  plus  de 
portée  aux  démonstrations,  tout  en  les  rendant  plus  brèves,  il  est 
bon  de  l'introduire.  Et,  sans  doute,  si  les  élèves  s'aperçoivent  que 
les  indications  qu'on  est  ainsi  amené  à  leur  donner  sont  suscep- 
tibles d'être  prolongées,  et  ne  sont,  pour  ainsi  dire,  qu'une  amorce, 
il  n'y  a  à  cela  que  des  avantages.  11  ne  faut  pas,  toutefois,  oublier 
que  la  Géométrie  moderne  est  d'une  médiocre  utilité  pour!  étude 
des  éléments  du  Calcul  différentiel  et  intégral,  et  que  l'introduc- 
tion courante  des  éléments  imaginaires  en  Géométrie  ne  va  pas 
sans  quelque  difficulté.  Je  n'irai  pas  jusqu'à  dire  que  la  considéra- 
tion d'une  tangente  en  un  pointimaginaire  d'une  courbe  suppose 
qu'on  ait  expliqué  ce  qu'est  la  dérivée  d'une  fonction  d'une 
variable  complexe,  puisque,  aussi  bien,  on  reste  dans  le  domaine 
des  courbes  algébriques  et  que  la  théorie  des  racines  égales  se 
trouve  être  suffisante;  encore  faul-il  reconnaître,  comme  on  la 
l'ait  d'ailleurs  il  y  a  longtemps,  que  les  éléments  imaginaires 
n'étant  définis  que  par  rapport  à  un  système  d'axes,  les  propriétés 
des  nombres  imaginaires  auxquelles  s'applique  le  langage  géomé- 
trique ont  un  caractère  d'invariance  qu'il  faudrait  d'abord  établir, 
si  l'on  veut  donner  à  ce  langage  la  précision  el  la  rigueur  que  l'on 
exige  d'ordinaire  en  Mathématiques.    \  la   vérité,  cela  es!   le  plus 


COMPTES    IlENDUS    ET  ANALYSES.  3;.; 

souvent  très  facile;  il  en  résulte  cependant  quelques  longueurs. 
El  si  la  théorie  des  formes  algébriques,  dont  la  Géométrie  mo- 
derne n'est  d'ordinaire  qu'une  expression  très  élégante,  doit 
envahir  à  son  tour  la  classe  de  Mathématiques  spéciales,  quelques 
personnes  timides  ne  s'effaroucheront-elles  pas,  et  sera-t-on  bien 
sûr  que  cet  esprit  géométrique  dont  M.  Duporcq  souhaite  avec 
raison  le  développement  y  gagnera  beaucoup? 

Le  développement  de  Yesprit  géométrique  accompagne-l-il 
nécessairement  l'habitude  d'un  langage  géométrique  où  les  mots 
ont  si  peu  la  signification  concrète  de  la  Géométrie  proprement 
dite  que,  pour  les  entendre,  il  faut  perdre  l'habitude  des  figures 
géométriques?  A  ce  degré  d'abstraction,  la  soi-disant  Géométrie 
ressemble  terriblement  à  l'Algèbre,  à  celte  Algèbre  dont  les  équa- 
tions donnent  aux  propositions  de  la  Géométrie  moderne  leur 
base  solide  et  leur  signification  réelle.  Aussi  bien,  il  semble  fort 
raisonnable,  pour  des  commençants,  de  ne  pas  trop  séparer  des 
chapitres  de  la  Science  qui  se  recouvrent  si  parfaitement  et  qui, 
sauf  le  langage  qu'on  y  parle,  les  notations  qu'on  emploie,  traitent 
du  même  objet.  L'intelligence  même  du  langage  soi-disant  géomé- 
trique ne  peut  qu'y  gagner,  elles  commençants  risquent  moins  de 
parler  une  langue  qu'il  n'entendent  pas,  d'être  les  dupes  d'ana- 
logies de  mots,  de  se  laisser  éblouir  par  des  paradoxes  verbaux. 

L'oubli  partiel  du  but  primitif  de  la  classe  où  l'on  prépare  à 
nos  grandes  Écoles,  que  je  signalais  plus  haut,  tient  sans  doute 
à  l'intérêt  propre  des  matières  qu'on  y  enseigne,  et  à.  cette 
recherche  de  la  perfection  que  les  professeurs  apportent  dans  leur 
métier.  Ces  matières,  on  ne  les  enseigne  plus  comme  une  prépa- 
ration, mais  pour  elles-mêmes,  et  aussi,  bien  entendu,  pour  satis- 
faire les  examinateurs.  Il  est  naturel  que  le  langage  de  la  Géomé- 
trie moderne  ait  pénétré  dans  l'enseignement,  il  n'est  pas  mauvais 
que  cette  pénétration  ait  été  prudente  et  se  soit  laite  toute  seule. 
Ceux  même  qui  auraient  désiré  qu'elle  fût  consacrée  par  indi- 
cation discrète  insérée  dans  les  programmes,  pourraienl  craindre 
une  refonte  de  ers  programmes  el  les  excès  qu'elle  risquerai! 
d'amener  :  la  publication  d'un  bon  I.i\  re  élémentaire,  qui  permette 
aux  élèves  de  développer  leurs  connaissances,  vaul  assurément 
mieux  qu'une  telle  refonte. 

Il    esl     ^  ici  ml    temps    de    parler    de    celui    que    vient    de    publier 
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M.  Duporcq,  car  les  observations  qui  précèdent  ne  le  touchent  en 

aucune  façon,  sauf  peut-être  une  phrase  de  la  Préface. 

Le  Livre  lui-même  est  divisé  en  six  Chapitres. 

L'auteur  explique  d'abord  l'emploi  des  imaginaires  en  Géométrie 
analytique  (plane  ou  non),  ainsi  que  l'usage  des  coordonnées  barv- 
cenlriques.  Il  donne  des  notions  générales  sur  les  méthodes  de 
transformation,  notions  qui  comprennent  la  définition  des  trans- 
formations de  contact.  Il  passe  ensuite  à  l'étude  des  divisions  et 
des  faisceaux  homographiques,  pour  en  donner  l'application  à  la 
génération  des  coniques,  des  quadriques  et  des  cubiques  gauches, 
puis  il  traite  en  général  des  transformations  homographiques  et 
corrélatives;  montre  en  particulier  combien  d'éléments  correspon- 
dants il  faut  donner  pour  définir  ces  transformations,  dont  il 
étudie  aussi  les  cas  particuliers  (perspective,  homologie,  etc.). 
La  théorie  des  coniques  est  élégamment  exposée  en  prenant  pour 
point  de  départ  le  théorème  de  Desargues  :  outre  les  théorèmes 
fondamentaux  (Pascal,  Brianchon,  pôles  et  polaires,  etc.),  outre 
les  propriétés  principales  relatives  aux  normales,  on  trouvera  dans 
ce  Chapitre  un  intéressant  paragraphe  sur  les  coniques  harmoni- 
quement  circonscrites  ou  inscrites  à  une  conique.  Les  théories 
correspondantes,  pour  les  quadriques,  sont  l'objet  du  Chapitre 
suivant.  Dans  ces  deux  Chapitres,  c'est,  en  quelque  sorte,  les 
théorèmes  généraux  qui,  en  se  développant,  fournissent  les  pro- 
priétés particulières;  dans  le  dernier  Chapitre,  l'auteur  montre 
comment  les  méthodes  de  transformation  permettent  de  déduire 
un  théorème  général  d'une  proposition  démontrée  dans  un  cas 
particulier  :  c'est  ainsi  que  les  transformations  homographiques 
et  corrélatives  permettent  d'établir  les  propriétés  des  coniques  ou 
des  quadriques  en  partant  des  propriétés  du  cercle  ou  de  la  sphère. 

La  projection  stéréographique  fournit  une  transition  naturelle 
à  l'étude  de  l'inversion,  et  celle-ci  amène  à  l'étude  des  anallagma- 
tiques.  L'inversion  est  un  cas  particulier  delà  transformation  qua- 
dratique, dont  M.  Duporcq  indique  quelques  belles  applications: 
son  Livre  se  termine  par  quelques  considérations  substantielles 
sur  la  transformation  de  Lie  qui  fait  correspondre  à  des  points  en 
ligne  droite  les  génératrices  d'un  même  système  d'une  sphère. 

Cette  analyse  succincte  ne  peut  d'ailleurs  donner  aucune  idée  de 
l'élégance  avec  laquelle  M.  Duporcq  applique  les  méthodes  gêné- 
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raies,  pour  en  tirer,  de  la  façon  la  plus  brève  et  la  plus  heureuse, 
une  foule  de  propriétés  particulières.  Signalons  enfin  une  suite 
d'énoncés  intéressants,  sur  lesquels  le  lecteur  s'exercera  avee 
intérêt,  et  qui  occupent  les  dernières  pages  du  Livre.     J.  T. 


PASCAL  (E.).  —  Repertorio  di  Matematiche  superiori  (Definizioni.  For- 
mole,  Teoremi,  Cenni  bibliografici).  T.  IL  Geometria.  1  Vol.  in-18  de 
la  collection  des  manuels  Iloepli.  xviu-928  p.,  Hoepli,  Milan;  1900. 

Le  premier  Volume  du  Répertoire  de  Mathématiques  supé- 
rieures, consacré  à  l'Analyse,  a  eu  un  rapide  et  légitime  succès  : 
on  en  prépare  actuellement  une  traduction  allemande  et  une  tra- 
duction polonaise.  Le  présent  Volume,  consacré  à  la  Géométrie, 
n'est  pas  moins  intéressant  et  ne  rendra  pas  moins  de  services. 
Comme  le  premier  Volume,  il  ne  contient  que  des  énoncés  et  des 
renseignements  bibliographiques;  les  neuf  cents  pages  qu'il  ren- 
ferme sont  bien  remplies.  Voici  les  principales  divisions  : 

Fondements  de  la  Géométrie  projective  et  analytique.  Formes 
algébriques  ternaires,  quaternaires,  etc.  Connexes.  Coniques.  Qua_ 
driques.  Courbes  planes  en  général.  Cubiques  planes  et  gauches. 
Quartiques  planes  et  gauches.  Surfaces  et  courbes  gauches  en 
général.  Surfaces  du  troisième  ordre.  Surfaces  du  quatrième  ordre. 
Surfaces  d'ordre  supérieur.  Géométrie  de  la  droite.  Géométrie  de 
la  sphère.  Géométrie  énumérative.  Géométrie  infinitésimale  et 
intrinsèque.  Courbes  et  surfaces  spéciales.  Analysis  situs.  Géo- 
métrie projective  dans  l'hyperespace.  Géométrie  infinitésimale  et 
intrinsèque  dans  l'hyperespace.  Géométrie  non  euclidienne.  Géo- 
métrie du  triangle. 

Enfin,  une  Table  alphabétique,  qui  comporte  28  pages  de  petit 
texte,  permet  de  chercher  dans  l'un  ou  l'autre  Volume  «lu  Tlcper- 
toire  le  renseignement  dont  on  a  besoin.  J.  T. 
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SERRET  (J.-A.).    —    LEHRBUCH    I>ER   DlFFEREN'TIAL-    UNO   IxTEORVLRKCIINrNr,. 

Mit  Genelimigung  des  Verfassers  deutsch  bearbeiteit  von  Axel  Harnack. 
Zweite,  durcligeschene  Auflage  mit  Unterstiitzung  der  Berren  H.  Liebmann 
und E.  Zermelo,  herausgegeben  von  Georg  Behlmann.  Zwoiter  Band  :  fnie- 
gralrechnung.  i  Vol.  in-8°,  xu-428  p.,  Teubner,  Leipzig;  1899 

Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  publication  du  second 
Volume  de  la  deuxième  édition  de  la  traduction  allemande  du 
Traité  de  Calcul  différentiel  de  J.-A.  Serret,  traduction  que 
Ton  doit  à  Axel  Harnack.  ^Naturellement,  le  texte  de  cette  nou- 
velle édition  s'éloigne  un  peu  plus  encore  du  texte  de  l'auteur, 
lequel  est  devenu  «  der  alte  Serret  ».  Outre  plusieurs  améliora- 
tions de  détail,  il  convient  de  signaler  les  Chapitres  VII  et  VIII. 
dont  le  premier  concerne  les  fonctions  de  plusieurs  variables  et 
les  intégrales  curvilignes,  dont  le  second  contient  les  propositions 
fondamentales  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe, dans  le  sens  de  Caucln  .  J.  T. 


MÉLANGES. 

SUR  CERTAINS  SYSTÈMES  TRIPLEMENT  CONJUGUÉS; 
Par  M.  TZITZÉICA. 

1.  Dans  un  travail  antérieur  (')  nous  avons  remarqué  qu'étant 
donné  un  système  de  coordonnées  curvilignes  (ot,  p2,  53)  pour 
l'espace,  on  peut  reconnaître  sur  l'élément  linéaire  s'il  est  triple- 
ment conjugué,  c'est-à-dire  si  x,y,  z  considérées  comme  fonctions 
de  pl3  p2  et  o3  peuvent  être  solutions  d'un  système  d'équations  tel 
que 

<  I  )  - — —  =  A/* r-  \/.i—~  <  1  .-     k  —  I  .  1.  i  ). 

opidpk  dpi  op/i 
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J'ajoule  mainlenunl  qu'on  peut  reconnaître  de  même  sur  l'élé- 
ment linéaire  de  l'espace  s'il  existe  ou  non,  en  dehors  des  solu- 
tions x,  y,  s,  une  quatrième  solution  R  de  (i)  de  manière  que 
x--\-y-+  z-  —  R2  en  soit  aussi  une  solution.  La  démonstration 
en. est  aisée. 

Remarquons  tout  d'abord  que  les  coefficients  A/#  qui  entrent 
dans  les  équations  (i)  s'expriment  à  l'aide  des  coefficients  de  l'élé- 
ment linéaire 

<lr-  +  dy1  -+■  dz-  =  £  a ik  dp;  dpu        (  î,  k  =  i,  2,  3  ). 
Maintenant,  en  vertu  de  l'hypothèse  faite, 


d'où  l'on  tire 


oR  oR 
aik=  aT  aIT         (i^Ar  =  i,2,3), 

opi  opk 


R  _       /«»!«»  <?R  /a\i"v.\  àR   _        /"ïzci-u  _ 

?1_   V  "il  ^?2    ~   V  «31  <??3    _  V         «12 


<)R 


et  l'on  a  une  première  série  de  relations  en  écrivant  les  conditions 
d'intégrabilité.  On  obtient  une  seconde  série  en  exprimant  que  R 
est  une  solution  du  système  (î).  Gomme  dans  toutes  ces  relations 
il  n'y  a  que  les  coefficients  aa-  qui  interviennent,  le  théorème  est 
démontré.  Il  est  manifeste  d'ailleurs  que  ces  relations  sont  en  même 
temps  nécessaires  et  suffisantes. 

2.  11  résulte  encore  de  ce  qui  précède  qu'il  n'existe  pas  de 
solution  R,  de  (î)  et  différente  de  R  et  telle  que  x-  -\-  y-  +  z-  —  R2 
salisfasse  aussi  à  (î). 

11  n'en  est  pas  de  même  d'un  réseau  conjugué  tracé  sur  une  sur- 
face ;  en  d'autres  termes,  il  se  peut  très  bien  que  x,y^  z,  R  et 
x--\-y--\-  z- —  H-  soient  des  solutions  d'une  équation  de  Laplace 

,  o>-a       .  ou      _ao 

I  2  ) =  A  —   -t-  B  -r-, 

Ou  Ov  Ou  Ov 

et  qu'il  existe  en  même  temps  une  aulre  solution  R  (  différente 
de  R.,  telle  que  x--\-y--\-  s2 —  R2  satisfasse  encore  à 

Je  vais  énoncer  ici  quelques  résultats  se  rapportant  à  cette  ques- 
tion. D'abord,  s'il  y  a  deux  solutions  de  (\\   i!   el  l»i   différentes, 
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qui  sont  telles  que  x, y,  z,  x- -^- y- -\-  z- —  R-  et  x--\-y--\-  z1  —  Rf 
soient  aussi  des  solutions,  il  y  en  a  ce'  (je  fais  toujours  abstrac- 
tion de  la  constante  qu'on  peut  ajouter  à  une  solution  R). 

Étant  donné  un  réseau  conjugué  décrit  par  le  point  (x,  y,  z)  on 
peut  reconnaître  si  l'on  se  trouve  dans  ce  dernier  cas,  où  l'on  a  oc' 
solutions  lien  même  temps  que  les  solutions  x-  -+-  y-  ■+-  z2  —  R2. 
L'équation  de  Laplace  (a)  n'est  pas  quelconque.  On  a 

I      6»2A  1     0\   à\         ^  à\ 

A  du  ôv        A-  Ou    dv     '       Ou 

i    d*B  i    dB  dB  dB  _  dA       oB  ^_  , 

B  du  ')p         B'2  cV«   de  '  Ov         Ou         Ov 

Ensuite,  si 

dx-  -+-  dy-  -+-  dz-  =  V.  du-  +  2  F  du  dv  +  G  cA"2. 


îA. 


Ces  conditions  sont  en  même  temps  nécessaires  et  suffisantes. 


on  a  encore 

i  oF 
F  dû  ~ 

i  on 

= h  2  B , 

B  du 

i   <JF 

F  0v~  " 

i    <*A 
A  "5tT 
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SITZUNGSBERICHTE  der  Kôniglich  Preussischen  Akademie  der  Wissen- 

SCHAFTEN    ZU    BERLIN. 

2e  semestre  1896. 

Frobenius  {G.).  —  Relations   entre    les  idéaux    premiers    d'un 
corps  algébrique  et  les  substitutions  de  son  groupe.  (689-703). 

1.  Si  <I>  (x)  désigne  une  fonction  entière  à  coefficients  entiers  de  x,  pomaul 
être  décomposée  en  m  facteurs  irréductibles  et  si  la  congruence 

<i'(j;)  =  0         (  mod/>). 

où  p  désigne  un  nombre  premier  positif  quelconque,  admet  v  racines  réelles, 
on  a,  en  désignant  par  w  une  variable,  la  relation 

£V   n-l-w  =  mlog hP(iv), 

dans  laquelle  la  somme  du  premier  membre  est  étendue  à  tous  les  nombres 
premiers  positifs,  et  où  P(<v)  représente  une  série  entière  en  u\  convergente 
pour  des  valeurs  suffisamment  petites  de  w. 

Kronecker  auquel  on  doit  cette  relation  (Sitzungsberichte,  1880)  s'en  est 
servi  pour  établir  l'irréductibilité  de  plusieurs  équations  algébriques  à  coeffi- 
cients entiers.  Il  a,  de  plus,  appelé  l'attention  sur  le  parti  que  l'on  pourrait  en 
tirer  pour  rés Ire  plusieurs  questions  importantes  d'Arithmétique  el  d'Al- 
gèbre, entre  .autres  celle  de  la  densité  des  nombres  premiers  p  pour  lesquels 
une  congruence 

•h-  x  )      0        1  naod  p  ), 
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oii<I'f./'j  désigne  une  fonction  entière  donnée,  à  coefficients  entiers,  a  un 
nombre  déterminé  de  racines  réelles.  M.  Frobenius  se  propose  de  développer 
et  de  compléter  ces  indications  de  Kronecker. 

Rappelons  d'abord  quelques  définitions. 

Envisageons  le  groupe  formé  par  toutes  les  n'.  substitutions  que  l'on  peut 
obtenir  au  moyen  de  //  symboles;  soient  \.  M.  s  trois  substitutions  de  ce 
groupe  telles  que  l'on  ait 

S-'AS  =  B; 

on  dit  alors  que  les  deux  substitutions  A  et  I»  sont  semblables.  On  appelle 
classe  de  substitutions  l'ensemble  de  toutes  les  substitutions  du  groupe  envi- 
sagé qui  sont  semblables  entre  elles. 

Si  une  substitution  A  e>t  formée  de  e  cycles  contenant  respectivement  /,, 
/..  -..,/.  éléments,  on  dit  que/,,/.,  ...,/„  sont  les  invariants  de  la  classe 
de  substitutions  dont  V  fait  partie.  Cauchy  ;i  montré,  en  effet,  que  si  ces 
nombres  sont  les  mêmes  pour  deux  substitutions  A  et  B,  ces  deux  substitu- 
tions sont  semblables,  et  qu'inversement  si  A  et  B  désignent  deux  substitu- 
tion- semblables,  ces  deux  substitutions  sont  formées  du  même  nombre  de 
cycles  contenant  respectivement  les  mêmes  nombres  d'éléments.  {Exercices 
d'Analyse,  t.  III.  ) 

.M.  Frobenius  démontre  que  si  (p(#)  désigne  une  fonction  entière  quelconque 
de  x,  à  coefficients  entiers,  de  degré  n,  n'ayant  pas  de  racines  doubles,  et  telle 
que  le  coefficient  de  xn  soit  égal  à  i,  et  si  p  désigne  un  nombre  premier  po- 
sitif qui  ne  soit  pas  contenu  dans  le  discriminant  de  f{x),  on  peut  toujours 
former  une  substitution  F  de  n  éléments  telle  que  la  classe  de  substitutions 
dont  F  fait  partie  soit  entièrement  déterminée  par  le  nombre  p  seulement. 
Si  a  (x)  est  congrue,  modulo  p,  à  un  produit  de  e  facteurs  premiers  de  degrés 
f\ifii  ■■•>/ei  ces  derniers  nombres  sont  les  invariants  de  la  classe  de  substi- 
tutions déterminée  par  p. 

Envisageons  ensuite  un  groupe  quelconque  G  de  substitutions  formées  au 
moyen  des  mêmes  n  symboles;  soit  g  l'ordre  de  ce  groupe.  On  dit  d'une  fonc- 
tion entière   à  coefficients  entiers  de  n  variables  indépendantes  r„   /_ tlt, 

qui  ne  change  pas  par  les  substitutions  de  G  et  change  par  toute  autre  substi- 
tution   elfe  tuée    sur    tu   t_ tn,    qu'elle   appartient    au    groupe    G.    Soit 

n  ! 
y'/,,  t.,,  ...,  tn)   une  fonction    appartenant  au  groupe  G   et    telle  que  les  — 

facteurs  différents  dans  lesquels  y-  se  décompose  par  les  substitutions  de  G 
prennent  des  valeurs  inégales  quand  on  remplace  tn  t.,  ...,  tn  par  les  n  ra- 
cines de  l'équation  y  (a?)  =  o.  Ce  sera,  par  exemple,  comme  l'a  montré  Abel, 
la  fonction 

ty(tk,  t2,  ..  .,  ta)=U{u-htalul-h...+  tanun), 

où   le   produit   est   étendu    à    tous  les    systèmes    fa,,    ...,    t%„   pour   lesquels 

/  l-J.    ■     ■■■:   tx„\ 

I  I  désigne  une  substitution  du  groupe  G,  et  où  l'on  peut  prendre 

\*i»    •  ■  •  '  '«  / 

pour  u,  n ,.  a _,  n n  des  nombres  entier-  quelconques,  sauf  certains  systèmes 

qui  sont  exclus. 

\u  moyen  de<l  formons  enfin  la  fonction  entière  à  coefficients  entiers  d 
n  ! 

*(  v)  =  U[x  —  <}><  £*,!  \%. 6*.)]i 
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où  ;,.  ;,,  ...,  ;„  désignent  les  n  racines  de  l'équation  <o{x)      o,  où 

\rti,  ;a.,  \a.n 

t.,       \,       ---An 

est  une  quelconque  des  n  !  substitutions  possibles  de  ces  n  symboles  et  où  le 
produit  est  étendu  à  tous  les  systèmes  ;x,,  %■/...,  •  ••.  \-xn-  C'est  à  cette  fonction 
<ï>(j;)  que  M.  Frobenius  applique  la  relation  de  Kronecker.  Il  obtient  ainsi, 
en  utilisant  pour  déterminer  m  un  théorème  démontré  par  M.  Jordan  au 
§  366  de  son  Traité  des  substitutions,  le  théorème  fondamental  que  voici  : 

«  Envisageons  l'ensemble  des  nombres  premiers  pL  qui  déterminent  la  même 
classe  (X)  de  substitutions  formées  au  moyen  de  n  symboles.  Appelons  densité 
de  cet  ensemble  de  nombres  premiers  p-,  le  nombre  D-A  défini  comme  coeffi- 
cient de  loir  —  dans  la  relation 


dans  laquelle  P((v)  désigne  une  série  entière  en  w  et  où  la  somme  du  pre- 
mier membre  est  étendue  à  tous  les  nombres  pt.  La  densité  de  l'ensemble  de 
nombres  premiers  envisagés  est  égale  au  quotient  du  nombre  de  substitu- 
tions delà  classe  envisagée, par  l'ordre  du  groupe  de  l'équation  v(x)  =  o.  » 

Soient/,,  /2,  ...,/.  les  invariants  de  la  classe  (\)  envisagée.  II  résulte  du 
théorème  fondamental  que  nous  venons  d'énoncer  que  si  le  groupe  de  '~>{x) 
contient  des  substitutions  formées  de  e  cycles  de/,,/.,  ...,/«  éléments,  il 
existe  un  nombre  infini  dénombres  premiers  qui  déterminent  cette  classe  (X), 
tandis  que  dans  le  cas  contraire,  il  n'existe  qu'un  nombre  fini  de  nombres  pre- 
miers déterminant  cette  classe  ( /,  |. 

Ce  théorème  fondamental  ne  diffère,  d'ailleurs,  que  par  la  forme  du  théo- 
rème de  Dedekind  {Gôttinger  Abhandlungen    t-  XXIII)  : 

«  Si  l'on  envisage  un  corps  algébrique  de  degré  n  et  e  nombres  positifs/,, 
fn  •••■>  /«.-  t'onl  'a  somme  soit  égale  à  n,  la  densité  des  nombres  premiers  (ra- 
tionnels) qui  se  décomposent  en  e  facteurs  premiers  idéaux  de  degrés/,,  /2,  .... 
fc  est  à  la  densité  de  tous  les  nombres  premiers,  comme  le  nombre  de  celles 
des  substitutions  du  groupe  du  corps  envisagé  qui  sont  formées  de  e  cycles  de 
/n  fu  ■••>  Â  symboles  est  au  nombre  de  toutes  les  substitutions  de  ce 
groupe.  » 

On  en  déduit  immédiatement  les  corollaires  suivants  : 
«  La  densité  des  nombres  premiers  p  tels  que  la  congruence 
9  (x)  =  o         (inod/>), 

où  <?(x)  désigne  une  fonction  entière,  à  coefficients  entiers  donnés,  d'une  va- 
riable x,  admette  le  même  nombre  v  de  racines  réelles,  est  égale  au  quotient  du 
nombre  des  substitutions  du  groupe  de  i?(a?)  qui  laissent  invariables  v,  el  v 
seulement,  des  symboles  qui  Ggurent  dans  ces  substitutions,  par  l'ordre  du 
groupe  de  ces  substitutions.  » 

Si   le  groupe  d'un  corps  algébrique  ne  contient  aucune  substitution  fort 
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de  e  cycles  de  /„/-,,  ■■■,  fe  symboles,  la  densité  des  nombres  premiers  (  ra- 
tionnels) qui  se  décomposent  en  e  facteurs  premiers  idéaux  de  degrés/,,/.,,  ..., 
/.  est  nulle.  » 

Par  contre,  le  théorème  de  M.  Dedekind,  d'après  lequel  si  un  nombre  pre- 
mier (rationnel)  p  se  décompose,   dans  un    corps    algébrique,  en  e   facteurs 

premiers    idéaux  de  [degrés  /,,  /2,    fe,   le  groupe  de  ce  corps   algébrique 

contient  nécessairement  une  substitution  formée  de  e  cycles  de  /,,  f„,  .  ..,/e 
symboles,  ne  peut  être  rattaché  au  théorème  fondamental.  M.  Krobenius  repro- 
duit la  démonstration  de  ce  théorème  que  M.  Dedekind  lui  avait  communiquée 
en  1882. 

2.  On  peut  restreindre  la  notion  de  classe  de  substitutions  et  toutes  celles 
qui  s'y  rattachent  en  prenant  comme  point  de  départ,  au  lieu  du  groupe  formé 
par  les  «  !  substitutions  de  n  symboles,  un  groupe  déterminé  H  formé  par  un 
nombre  moindre  de  substitutions  de  ces  n  symboles. 

Si  le  groupe  II  contient  une  substitution  S  telle  que.  A  et  B  dé>ignant  deux 

substitutions  de  II,  on  ait 

S-'AS  =  B, 

on  dit  que  les  deux  substitutions  A  et  B  sont  conjuguées.  L'ensemble  des  sub- 
stitutions de  H  qui  sont  conjuguées  entre  elles  forme  une  classe  de  substitu- 
tions dans  le  sens  restreint  que  nous  adopterons  maintenant.  Deux  substitu- 
tions conjuguées  sont  nécessairement  semblables;  mais  deux  substitutions 
semblables  ne  sont  pas  nécessairement  conjuguées.  Si  une  des  substitutions 
d'une  classe  déterminée  est  formée  de  e  cycles  de  /,,  /:,  . ..,  fc  éléments,  il 
en  sera  de  même  des  autres  substitutions  de  celte  classe,  mais/,,/,,  ...,/.  ne 
seront  plus  les  seuls  invariants  de  cette  classe. 

Si  le  groupe  envisagé  H,  d'ordre  /t,  est  formé  par  les  substitutions  S,,  S,,  . . . , 
§>h,  et  si  A  désigne  une  des  substitutions  d'une  classe  ^donnée  (1),  les  substi- 
tutions 

Sy'AS,,     SI1  AS, S/11  AS,, 

représenteront  toutes  les  substitutions  de  la  classe  (À).  Si  parmi  ces  substitu- 
tions il  y  en  a  vx  qui  soient  échangeables  avec  A  et  si  hh  est  le  nombre  des 
substitutions  différentes  de  la  classe  ()i),  on  a 

h  =vxAx; 

Eisenstein  {Journal  de  Crelle,  t.  35)  a  appelé  densité  de  la  classe  (>>)  le 
nombre  — • 

Ceci   posé,  envisageons  un  corps  algébrique  normal  de  degré  h,  c'est-à-dire 

un  corps  algébrique  qui  soit  identique  à  chacun  de  ses  conjugués;  désignons 

par  o)  Vespèce  formée  par  tous  les  entiers  contenus  dans  il,  et  par  -  un  nombre 

premier  idéal  contenu  dans  l'espèce  w.   Il  y  a  nécessairement,  dans  le  groupe  H, 

une  substitution  A  telle  que,  si  l'on  désigne  par  w'  ce  que  devient  w  lorsqu'on 

applique  cette  substitution  A,  et  par  y;  le  nombre  premier  rationnel  divisible 

par  -,  on  ait 

(of  =  10'        (  mod  ~  ). 

M.  Probenius  établit  à  nouveau  ce  théorème  qui  avait  déjà  été  démontré  par 
M.  Dedekind  {Gôttinger  Nachrichten,  189$  1. 
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On  dira  que  la  substitution  A  et  le  nombre  premier  idéal  r.  se  corresponde/il. 
Aux  divers  nombres  premiers  idéaux  contenus  dans  un  même  nombre  premier 
rationnel  p  correspondront  alors  les  diverses  substitutions  de  la  classe  dont  V 
fait  partie.  On  peut  donc  aussi  dire  que  cette  classe  de  substitutions  et  le 
nombre  premier  rationnel  p  se  correspondent. 

3.  Soit  G  un  groupe  quelconque  contenu  dans  le  groupe  envisagé  II.  Dési- 
gnons par  \  un  nombre  de  l'espèce  co  qui  reste  le  même  quand  on  applique  les 
substitutions  de  G,  mais  change  quand  on  applique  toute  autre  substitution, 
et  par  ç,,  ï2,  ...,  \n  ce  que  devient  ç  quand  on  applique  toutes  les  substitu- 
tions de  H;  on  sait  que  n  est  égal  au  quotient  de  l'ordre  h  de  11  par  l'ordre  g 
de  G. 

Si  l'on  applique  la  formule  de  Kronecker  à  la  fonction 


*(*?)  = 


Ji>-U 


on  démontre  aisément  que,  A  désignant  toujours  une  substitution  quelconque 
du  groupe  H,  a  l'ordre  de  A,  et  »(a)  le  nombre  d'entiers  premiers  relatifs  à  a 
et  inférieurs  à  a,  le  nombre  de  celles  des  substitutions  différentes  de  11  qui 
sont  conjuguées  aux  puissances 

A,     A2,      ...,     ArW 

est  proportionnel  à  la  densité  des  nombres  premiers  (rationnels)  qui  corres- 
pondent aux  diverses  classes  de  substitutions  dont  A,  A- Art"'  font  partie. 

M.  Hurwitz  avait  adressé,  en  1896,  à  M.  Frobenius  une  lettre  dans  laquelle  il 
était  parvenu  au  même  résultat. 

Toutefois  avec  cette  notion  de  classe  plus  restreinte  que  celle  du  n°  1,  on  ne 
peut  démontrer,  en  suivant  la  même  voie  qu'au  n°  1,  la  formule 


»«'-=■£*>•  (5)  +•*<»>■ 


dans  laquelle  les  lettres  ont  le  même  sens  qu'au  n°  1,  mais  se  rapportent  à  la 
notion  restreinte  de  classe.  Il  est  toutefois  possible  que  cette  formule  ait 
encore  lieu  et  il  y  aurait  dans  ce  cas  un  grand  intérêt  à  en  rechercher  la  dé- 
monstration. 

Si,  en  effet,  on  pouvait,  par  un  procédé  quelconque,  démontrer  que  cette 
formule  a  encore  lieu  lorsqu'on  restreint  la  notion  de  classe  comme  on  l'a  in- 
diqué au  n°  2,  on  pourrait  aussi,  comme  le  fait  observer  AI.  Frobenius,  énoncer 
le  théorème  bien  remarquable  que  voici  : 

«  La  densité  des  nombres  premiers  qui  correspondent  à  une  même  classe  de 
substitutions  d'un  uroupe  II  est  égale  à  la  densité  de  cette  classe.  » 

M.  Frobenius  montre  enfin  que,  à  chaque  substitution  du  groupe  II  corres- 
pond une  infinité  de  nombres  premiers  idéaux.  La  densité  de  ces  a bres  pre- 
miers idéaux  esl  égale  à  la  valeur  réciproque  de  l'ordre  de  la  substitution  en- 

\  i-j^éc. 
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Fuchs  (L.).  —  Sur  une  classe  d'équations  différentielles  linéaires 
homogènes.  (  753-769). 

1.  Soit 

cl"  u  cl'" -11 

une  équation   différentielle  linéaire  homogène  dans  laquelle  le  coefficient  de 

d"-]  u 

■       _t  est  nul,  et  qui  soit  telle  que,  quand  la  variable  z  décrit  un  contour  fermé 

quelconque  (  U  )  autour  de  un  ou  de  plusieurs  des  points  singuliers,  l'équation 
fondamentale  correspondante  soit  vérifiée  par  les  valeurs  réciproques  des  ra- 
cines de  l'équation  que  l'on  obtient  en  changeant,  dans  cette  équation  fonda- 
mentale, les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  variable  par  les  expres- 
sions conjuguées.  Supposons  aussi  que  les  racines  >>n  ).2,  ...,)>„  de  l'une  au 
moins  de  ces  équations  fondamentales  soient  inégales  et  qu'elles  soient  égales 
à  1  en  valeur  absolue. 

Désignons  par  (C)  un  des  contours  fermés  décrits  par  z,  pour  lesquels 
l'équation  fondamentale  correspondante  ait  précisément  pour  racines  "kt, 
X2,  ...,  XK.  Soit  «,,  u2,  ...,  un  le  système  fondamental  correspondant  d'inté- 
grales de  l'équation  différentielle  envisagée.  Quand  z  a  décrit  le  contour  (C), 
les  intégrales  u„  u2,  ...,  un  sont  devenues 

i/,  =  )»,  u{  =  i<,,         u.,  =  \2u2,         . . .,         un  =■  X„i<n; 

quand  z  a  décrit  un  contour  fermé  quelconque  (U),  les  intégrales  «„  w:,  .... 
«„  sont  devenues 

ut  =  a„  u,  -+-  al2u2  -h. .  .-+-  aUlull, 

u,  =  an  ut  4-  (i12u2  ■+-•..+  a~in  it„. 


un  =«„,  u{  -t-ct^Uj  +. .  ,  +  annun. 

Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  (ak  ,)  la  substitution 


a,„  «,,. 


>  "  1 , 


(«m) 


_  I    a2i,  a22,  • .  -,  «;„    \  . 


, anl,  an2, 


comme  l'équation  différentielle  envisagée  n'a  pas  de  second  terme,  le  détermi- 
nant \ak  [\  de  cette  substitution  est  égal  à  1.  Nous  désignerons  aussi  par  A,  , 
le  déterminant  mineur,  d'ordre  n  —  i,du  déterminant  \akl  |  qui  correspond  à 
l'élément  ak  v  Enfin,  nous  conviendrons  de  désigner  toujours  la  quantité  con- 
juguée d'une  quantité  quelconque  par  la  lettre  qui  désigne  cette  dernière,  en 
l'affectant  d'un  accent;  ainsi  cîk  f,  A^  t  seront  les  quantités  conjuguées  de  ak  ,, 

Le  premier  théorème  démontré  par  M.  Fuchs  est  le  suivant  : 

«  Si  les  hypothèses  précédentes  -^ ■  ►  11 1  vérifiées,  il  existe  une  forme  bilinéaire 

Ç  =  A    li.ll\-    \    Il    II',  -i-.  ..-':-  \nltnlt„. 
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à  coefficients  indépendants  de  z  et  tels  que  leurs  rapports  soient  des  nombres 
réels,  qui  ne  change  pas  quel  que  soit  le  chemin  fermé  que  Ton  fasse  décrire  à 
la  variable  z.  » 

2.   Plaçons-nous,  au   contraire,  dans  l'hypothèse  de    l'existence  d'une  forme 
bi  linéaire 

sp  =  /    Q  *»')  uk  n'/        ( k  =  i,  2,   ...,/?;  /  =  i ,  2,  . . . ,  n  ), 

/,/ 

à  coefficients  Q(M)  indépendants  de  z,  ne  changeant  pas  quand  on  remplace 
les  uk  et  les  u'(  par  les  expressions 

uk  =  aklu,  -h...+  aknu„ 

u\  =  anui-h...+  a'/lli(n 

dans  lesquelles  se  transforment  uk  et  u't  lorsque  z  a  parcouru  un  chemin  fermé 
quelconque,  et  supposons  en  outre  que,  pour  un  au  moins  de  ces  chemins  fer- 
més, les  racines  ~Kn  )^,,  . . .,  \,  de  l'équation  fondamentale  correspondante  soient 
inégales  et  égales  à  i  en  valeur  absolue;  supposons  aussi  que  m,,  u2,  ....  i/:l 
désignent  précisément  le  système  fondamental  d'intégrales  de  cette  équation 
fondamentale,  et  enfin  supposons  qu'il  n'existe  entre  les  divers  produits 


aucune  relation  linéaire  homogène  à  coefficients  constants. 
M.  Fuchs  démontre  que  <p  est  alors  nécessairement  de  la  forme 

■s  =  \lui  u\  -+-  A, iu  u'2  ■+■ . . .+  An un u'n , 

où  les  rapports  des  coefficients  A  sont  des  nombres  réels. 

Il   démontre  ensuite  que  chaque  déterminant  mineur  principal  du  détermi- 
nant 

|AÎw| 
coïncide  avec  le  déterminant  mineur  principal  correspondant  du  déterminant 

l««l; 

il  en  résulte,  d'après  un  théorème  bien   connu  de  la  théorie  des  déterminant-;, 
que  tout  déterminant  mineur  principal  M  d'ordre  (n—p)  du  déterminant 


coïncide  avec,  celui  des  déterminants  mineurs  principaux  d'ordre  /'  du  déter- 
minant \akl\  dont  les  termes  diagonaux  exclus  ont  pour  indices  ceux  du  mi- 
neur M   (  n\  i 

Ce  théorème  permet  d'établir  la  réciproque  du  théorème  démontré  à  la  fin 
du  n"  1.  M.  Fuchs  montre,  en  effet,  que  sous  le~  hypothèses  faites  concernant 
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l'existence  de  ç,  l'équation  fondamentale 


O,,—  «0 

". 

«„l 

«12 

rt.o  —  oj 

a„; 

«1,. 

''_„ 

aM  — 

OJ 

=    (-! 

)"oj»-f-a 

w"- 

-4-  a2tj)™ 

—2 

correspondant  à  un  chemin  fermé  quelconque  (U)  parcouru  par  la  variable  r. 
est  vérifiée  par  les  valeurs  réciproques  des  racines  de  l'équation 


U  —  i  =  o, 


(—  i)"o>"-f-  a\  <»n~]  -f-  a',  w"-:-h.  .  .  — 

c'est-à-dire  par  les  racines  de  l'équation 

( —  i)"-f-  a',oj  -(-  a2 gj2 -)-...  -+-  a'n_.  oj"-'  -(-  oj"  =  o. 

3.  On  étend  facilement  les  deux  théorèmes  démontrés  à  la  fin  des  n"  1  et  2 

au  cas  où   l'équation  différentielle  envisagée  est  remplacée  par  l'équation  plus 

générale 

dnw  d"~xw  d"~-iv 


dz" 


dz' 


dz" 


dans  laquelle  la  quantité  </,  est  supposée  différente  de  zéro.  Mais  le  déterminant 
\aH\  n'étant  alors  plus  égal  à  i,  les  deux  théorèmes  intermédiaires  du  n°  2 
doivent  être  modifiés;  ils  sont  remplacés  par  les  théorèmes  suivants  : 

«  Tout  déterminant  mineur  principal  d'ordre  p  du  déterminant 

|Ai#| 

est  égal  au  produit  du  mineur  principal  correspondant  du  déterminant  |au| 
par  l'expression 

|Ai,|'.  » 

«  Tout  déterminant  mineur  principal  M  d'ordre  (  n  — p)  du  déterminant 

|Aii| 

est  égal  au  produit  du  déterminant  |fl/;./|  par  celui  des  déterminants  mineurs 
principaux  d'ordre  p  du  déterminant  \akl\  dans  lequel  les  (n  — p  )  termes  dia- 
gonaux manquant  ont  pour  indices  ceux  du  mineur  M  envisagé.  » 

4.  Si  l'on  désigne  les  parties  réelles  et  purement  imaginaires  de  la  variable;, 
de  l'intégrale  w  de  l'équation  différentielle  du  n°  3,  et  de  chacun  des  coeffi- 
cients qk  (Ar  =  i,  2,  . ..,  n)  de  cette  équation  différentielle,  respectivement 
par  x  et  yi,  \  et  v,  Pk  et  iQk,  on  peut  démontrer  que  ;  et  r„  donc  aussi  \  —  r,  i 
et  : — v  vérifient  l'équation  aux  dérivé*  -  partielles 


,    c)"w 

"  <)X" 


Q- 


d-i 


dx"-1  i)y 


n—\ 
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inversement,  toute  fonction    monogène  de  x  ■+•  i y  qui  vérifie  celte  équation 
aux  dérivées  partielles  vérifie  aussi  l'équation  différentielle  du  n°  3. 
Ainsi,  lorsqu'il  existe  une  forme  bilinéaire 

fp  =  A,  m,  u\  ■+-  A2  u2  u'2  +. . .+  A„  un  u' 

[où  A„  A2,  ...,  Are  sont  des  coefficients  constants,  où  k„  u,,  ••-,  un  désigne  un  sys- 
tème fondamental  d'intégrales  de  l'équation  différentielle  du  n°  3,  et  u\,  u',,  ....  u' 
les  quantités  conjuguées  de  u,,  w,,  ...,  un],  ne  changeant  pas  quand  z  par- 
court un  chemin  fermé  quelconque,  l'équation  différentielle  qui  est  vérifiée  par 
les  carrés  des  intégrales  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  que  nous  venons 
d'écrire,  est  vérifiée  par  des  fonctions  univoques  de  x  et  de  y. 

5.  Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  particulier  où  les  intégrales  de 
l'équation  différentielle  envisagée  n'ont,  pour  chacune  des  valeurs  de  la  va- 
riable z,  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  différentes.  Si  alors  oj  désigne  l'une 
des  racines  de  l'équation  fondamentale  correspondant  à  un  contour  fermé 
quelconque  (U)  décrit  par  z  autour  d'un  ou  de  plusieurs  points  singuliers, 
on  sait  (Journal  de  Crelle,  t.  66)  qu'une  des  intégrales  u  de  l'équation  diffé- 
rentielle se  transforme,  quand  z  a  parcouru  (U),  en 


comme  en  faisant  décrire  à  z  le  contour  (U)  un  nombre  quelconque  de  fois, 
on  ne  peut  obtenir  qu'un  nombre  fini  de  valeurs  de  u,  il  faut  donc  que  u  soit 
une  racine  de  l'unité.  Si  donc  on  sait  seulement  que  les  racines  de  l'équation 
fondamentale  correspondant  à  l'un  des  contours  fermés  (U)  sont  inégales,  on 
peut  en  conclure  qu'il  existe  une  forme  bilinéaire 

tp  —  A ,  «^|  //',  +  A,  a ,  u'.,  — .  .  .  -+-  An  un u'n 

(où  A„  A,,  ...,  \n  désignent  des  constantes  à  rapports  réels;  «,,  u, un 

un  système  fondamental  d'intégrales  de  l'équation  différentielle;  u\,  u' u' 

les  quantités  conjuguées),  ne  changeant  pas  quand  z  parcourt  tous  les  con- 
tours fermés  (U)  possibles. 

Ce  théorème  s'applique  manifestement  aux  équations  différentielles  linéaires 
homogènes  inlégrables  algébriquement.  On  peut  donc  compléter  les  recherches 
de  M.  Picard  sur  ce  sujet  (Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France, 
t.  XV),  car  il  résulte  <1  u  dernier  théorème  que,  dans  le  cas  du  quatrième  type  de 
M.  Jordan  aussi  bien  que  dans  les  autres  cas,  il  existe  une  forme  bilinéaire  - 
ne  changeant  pas  quand  on  effectue  une  substitution  fondamentale  quelconque. 
Dans  le  cas  du  quatrième  type  de  M.  Jordan,  la  forme 

■o  —  iit  u\       a  -u'. -h  >.a(i  —  a) u  ii'  . 
où  a  désigne  un  nombre  réel  quelconque,  j"iiii  de  celle  propriété. 

Kœnigsberger  (L.).  —  Sur  les  principes  de  la  Mécanique.  (899- 
944) 

I.  Dans  -"H  Mémoire  fondamental  -m  le  principe  de  la  moindre  action 
{Journal  de  Crelle,  t.  100),  IIcIiuIh.Ii/  .1  appelé  l'attenCron  des  géomètres  sur 
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les  avantages  qu'il  y  aurait  non  seulement  en  Physique  mathématique,  mais 
aussi  en  Mécanique  rationnelle,  à  se  placer  à  un  point  de  vue  plus  général  que 
celui  que  l'on  adopte  d'ordinaire,  en  établissant  les  principes  de  ces  Sciences. 
Ce  point  de  vue  plus  général  consiste  à  remplacer,  dans  les  équations  différen- 
tielles du  mouvement  d'un  ensemble  de  points  matériels  quelconques,  la  fonc- 
tion 

-T—  U, 

où  T  désigne  la  force  vive  et  U  la  fonction  des  forces  données  intérieures, 
par  une  fonction  quelconque  donnée  II  de  t,  des  coordonnées  des  points  de 
l'ensemble  et  des  dérivées  premières  de  ces  coordonnées  prises  par  rapport  a  t. 

M.  Kœnigsberger  développe  cette  idée  de  Helmhollz  en  la  généra  lisant 
encore.  Il  suppose,  en  effet,  que  les  dérivées  qui  figurent  dans  la  fonction  H  ne 
sont  pas  nécessairement  du  premier  ordre  seulement,  mais  peuvent  être 
d'ordres  quelconques  inférieurs  à  un  nombre  arbitrairement  fixé. 

Au  lieu  d'étudier  les  mouvements  des  ensembles  de  points  matériels  ayant 
lieu  conformément  à  l'équation  qui  traduit  en  langue  algébrique  le  principe  de 
d'Alembert 

I[(-£-*)--K-£-TM-£-*H=* 

où  les  Zx,  Zy,  Sz   désignent    les  composantes   des    déplacements    virtuels   des 

points  (x,y,  z)  de  l'ensemble  de  points  envisagés,  compatibles  avec  les  liaisons 

.,.,.,  ...         ,  d2  x    d-  y    d-  z 

de  cet  ensemble,  supposées  bilatérales,  ou  m  désigne  la  masse,  — tt^>  -jji  —rr: 

les  composantes  de  l'accélération  et  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  force  totale 
donnée  appliquée  en  (x,  y,  z),  M.  Kœnigsberger  étudie  les  mouvements  des 
ensembles  de  points  (x,y,  z)  ayant  lieu  de  façon  que  l'équation  fondamentale 


vT—  —  d  —  —  '/:  — 

L^yùx        dt  dx'       dt2  dx 


d"     "II 

dt-  dx  ■  -\ 

2dl~ôy       dt  dy'  + dt2  dy"~~'"~i'         '  dt*  dyo    ''     yy 

VT—  —  —  —      —  —  i-   y—  ^S-       sis   -  o 

ld  \_  Oz  ~  d~~t  oz'  ^  d?  dz"  ~  "  '  '  '  df  dz  •     +  " 


soit  toujours  vérifiée;  dans  celte  équation    II  désigne   une  fonction  quelconque 

donnée  de  t,  des  coordonnées  x,  y,  z  et  de  leurs  dérivées  x',  y',  z',  x",  > ■  .  z 

a?(v)f  jfOO,  sM,  prises  par  rapport  à  t,  d'ordres  i,  2,  — v;  les  ix.  or.  Zz  sont  des 
quantités  infiniment  petites  du  même  ordre  pouvant  être  choisies  arbitraire- 
ment parmi  celles  qui  vérifient  un  nombre  fini  m  de  relations  linéaires 

V/,   ô.r-a-V^   oY^-V.;,   ôz  =  o, 

2]/s   ô.r— V-.   v-  —  V.;_   3.3  =  0, 


<)U 

cl 

à\\ 

dxk 

dt 

dx\ 

r)U 

d 

du 

àyk 

~  dt 

dy'k 

<M 

d 

dU 

dzh 

"  dt 

àz'u 
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ou/,,/,,  ...,/„,,  v,,  »,,  ...,'•?„,,  «|»„  «|»îi  ...,  ^m  désignent  des  fonctions  con- 
tinues données,  d'ailleurs  arbitraires,  de  t  et  des  coordonnées  x, y,  z;  enfin  les 
quantités  Q,  R,  S  désignent  également  des  fonctions  arbitrairement  données 
de  t  et  des  coordonnées  x,  y,  z. 

De  celte  équation  fondamentale  il  déduit,  parla  méthode  des  multiplicateurs, 
les  équations  différentielles  du  mouvement  des  points  de  l'ensemble  envisagé 

' +  (_  ' )v  Te  £fi>  +  Q' +  X|/"  +  X^«  +  ■  ■  ■ +  x-/«»  =  °i 
VJ  d    dU         _ 

+  (_  ' )  Tt  liïi  +  S*  +  X|  *<* +  A-  +»  +  ■  •  •+  A«  4%»  =  °i 

dans  lesquelles  À,,  a., ).,„  smii   les   m    multiplicateurs.   Si   l'ensemble  est 

formé  par  n  points  de  coordonnées  xt,  yv  zn  ...,  xn,  yn,  zn  ces  équation-- 
sont  au  nombre  de  in;  on  les  obtient  en  remplaçant  successivement  l'indice  k 
par  les  nombres  i.  :>,  ...,/?. 

2.  Si  les  fonctions  y,;.,  olk,  «pa  sont,  pour  i  =  i,  n,  ...,  772  et  k  =  i,  2,  ...,  /?, 
les  dérivées  partielles  par  rapport  à  a^",  j^,  st  d'une  même  fonction  F,  de  t, 
xt,  .  . .,  ~„,  les  équations  différentielles  du  mouvement  peuvent  être  transformées 
en  équations  analogues  à  celles  de  Lagrange  qui  comprennent  d'ailleurs  les 
équations  de  Lagrange  comme  cas  particulier.  En  désignant  par  pl}  p2,  ..., 
p  des  variables  indépendantes  définissant  à  tout  instant  la  position  de  l'en- 
semble envisagé,  on  a  pour  5  =  1,2,  ...,  \i.  la  relation 

dU  d    (  <)W\  ,  d'    I   dU 


dp3        d!  \  ôp's  1  df  \  ,)/>  '' 

où   l'on  .'  posé  pour  abréger 


=  1(< 


'/'  dp,  dp, 


li    sorte  que  P,  est  une  fonction  de  /,  pv  /> /i.,. 

.',.  Si  les  fonctions  P,  ne  dépendent  que  de  1.  la  variation 

11      V  i- 7//  \dt, 


qui  comprend  ru  1  mur  cas  particulier  celle  de  l'intégrale  en\  isagée  par  Helmholtz 
.m  début  de  son  Mémoire  fondamental  sur  le  principe  de  la  moindre  action, 
esl    nécessairement   nulle  lorsqu'on  suppose  seulement  que  les  variations  S/?,, 

V'. VV  VV  8/>J 8/>'p, S/j^-D,  S/?<v- D V',/-".  arbitraires 

entre  /„  et  tv  sont   nulles  pour  /  =  /„  el   pour  t  —  tr 

1  »n  pcul  dire  aussi,  et  sous  cette  forme  le  théorème  esl  souvenl  plus  commodt 
à  appliquer  dans  diverses  questions  de  Physique,  'juc  si   l'on  convient  d'envi- 
dans  l'expression  de  II  les  quantités  p\ .  p'. />.,.  p'  ■  ,    . .  /-,','    comme 
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des  variables  indépendantes^,,, /72it  >*•»  P^v  Pu /'•■■  '■'  variation 

est  nulle,  si  l'on  -uppose  seulement  que  les  variations 

dp  ■     Sps,     ...,    ops'~h        (s  =  i,  ',  ••■ 

soient  nulles  pour  t  =  t0  et  pour  t  —  tr  et  que  le  déterminant 

/  a  =  i ,  2 ;x  \ 

I      d*H       I  /  S  =  i,  2 v  \ 


I  r^afi  <*/y  I  \  t  =  «  - 2»  •  •  •  >  :J   / 

8=1,2,  ...,v/ 

ne  soit  pas  nul  identiquement. 

4.  Lorsque  II  ne  dépend  pas  de  t  explicitement,  on  déduit  aisément  des 
équations  analogues  à  celles  de  Lagrange  précédemment  établies  la  relation 
suivante,  qui  est  analogue  à  celle  qui  exprime  le  théorème  de  la  conservation 
des  forces  vives  et  la  comprend  comme  cas  particulier  : 

V- 


H  _  2-  Ps    dp's       dt  dp"s  +  dt"-  dp*s  "  "+                 dt—*  dp*  J 

s  =  1 

i     „  r  (M  _  d     0U_        d-      OH  d'~-  fJU  1 

i  Ps  [d]/;  ~~  di  dp™  +  dt-  dpf  '                        '  dt—-  dp*   \ 


_  Y 


.ç = i      *     .î = i 

où  /i  désigne  une  constante. 

Si  l'on  définit  une  fonction  E  de  />,.  /> /',■/'■■/'[ /V     •  • 

//2'-' /',"v_1    Par  1  expression 

■  =  ■-2-/»; \-ày-TtdpZ+-  •+(_I)    rf^W 

lé  ?*  i'dys    dt  <),>"■ +-  ••         '  de  -  dp* 

V  dH 


dH 

/'; 

on  voit  donc  que  l'on  a.  à  tout   instant  /.  la  relation 

u 
rfE 


Erfj  _  V  p  ,,;  ,// 


s  =  1 
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Si  l'on  observe  que  dans  le  cas  particulier  où  l'on  a  II  =  — T—  U,  l'expres- 
sion qui  définit  E  se  réduit  à  celle  qui  définit  l'énergie  de  l'ensemble  de  points 
matériels  auquel  se  rédnil  l'ensemble  de  points  en  mouvement  envisagés,  el 
si,  pour  celte  raison,  l'on  désigne  encore,  dans  le  cas  général.  E  sous  le  nom 
d'énergie  de  l'ensemble  des  points  envisages,  lu  dernière  relation  mel  en  évi- 
dence le  fait  que  dans  tous  les  mouvements  de  points  géométriques  envisagés 
par  M.  Kœnigsberger,  aussi  bien  que  dans  le  cas  des  mouvements  de  points 
matériels  envisagés  en  .Mécanique  rationnelle,  l'énergie  de  l'ensemble  de  points 
augmente  ou  diminue  dans  la  mesure  où  le  travail  des  forces  extérieures  di- 
minue ou  augmente. 

ô.  L'expression  qui  définit  E  la  définit  univoquement  dès  que  II  est  donnée 
en  fonction  univoque  de  />,,  ...,  p^K  Supposons  inversement  que  E  soit  donnée 
en  fonction  univoque  de  plf  ...,  p'2'^1*  et  cherchons  à  déterminer  II.  En  sui- 
vant toujours  la  marche  suivie  par  llelmholtz  quand  11=  —  T — l  .  on  voil 
aisément  que  II  est  nécessairement  de  la  forme 

"=-/>;   fy^dp\+  \.lP[+  ^/^...-t-A,//, 

où  (E)  est  la  transformée  de  la  fonction  donnée  E  par  les  substitutions 

P\-<*iP\>         P'l=*:jA-  ■■■■        /^=<V>ii 

dans  lesquelles  xv  a,,  ...,  aa  désignent  des  constantes  arbitraires  qui,  après 
l'intégration,  doivent  être  remplacées  par  les  quotients 

£i,        £k,        ...,        !ii, 
p\  '       p\  '  p\  ' 

el  "ii  A,,  A,,  ...,  A,4  désignent  des  fonctions  arbitraires  de  /?,,  p2,  ...,  p  . 
La  fonction  II  n'est  donc  déterminée  par  la  fonction  E  qu'à  une  fonction 
linéaire  près  des  dérivées  premières  des  paramètres  indépendants,  prises 
par  rapport  à  t. 

C'est  à  cette  fonction  linéaire  de  p\,  //,,  ....  p'  que  correspondent  les 
mouvements  cachés  d'Helmholtz  et  de  Hertz. 

G-  Dans  ce  qui  suit,  les  équations  de  condition  sont  supposées  contenir,  en 
général,  t  explicitement.  Envisageons  l'expression 

Zà    0-H     \_dxk        dt  dx'k  -"-■■■-^^      l>  dv,  dx{,t 

V    ~l   r^LL      d  m  d'   '"'        V 

&1E  l*r*    3«5î"4"-","("I)aF^«+BiJ 

+  L-fw \dTk-TtdP:+---h^-ï)di  jz 

/,=i  - — ;    L  l  k  J 

Bull,  des  Sciences  mathém.,   •    série,  t.  XXIII.  (Janvier  ii  R.a 
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dans  laquelle  II  esl  supposée  être  nue  fonction  entière  'le-  dérivées  d'ordre  v, 

x \  '  -1  Y  '  : \ r  "  '  •'  "  '  ■"«  ' 

telle  que  l'on  ;iit,  quels  que  soient  ceux  des  nombres  i.  ?..  . . .,  n  que  l'on  prenne 
pour  chacun  des  deux  indices  p  et  s, 


c)-H  o»-  II  d'il 


=  o, 


et  quels  que  soient  ceux  des  nombres  différents  \.  > «  que  Ton  prenne  pour 

chacun  des  indices  p  et  7. 


d'il  <>\\  <>'W 


dx'p   dxg         dyp   <)r^        <»:■■'  dzxG 


—  o, 


tandis  que,  pour  0  =  1.2 n, 

d-u       <ru       <>-n 

dxf'     dy*f     dzf 

soient  tous  négatifs. 

On  peut  démontrer  que  si  l'on  fixe  les  coordonnées  et  leurs  dérivées  d'ordres 
inférieurs  à  2V,  la  fonction  M  de 

prend   une  valeur  plus  petite  pour  les  valeurs  de  x*-< «J**'  qui  vérifient 

les  équations  analogues  à  celles  de  Lagrange  que  pour  tout  autre  système  de 

valeurs  de  x  "-' zj*vl   choisies  parmi  celles  qui  vérifient  les  équations  de 

liaison.  Ce  théorème  est  la  généralisation  du  principe  de  Gauss. 

7.  Pour  établir  le  théorème  analogue  à  celui  de  la  moindre  action  et  se  rédui- 
sant à  ce  dernier  lorsque  l'on  prend  pour  II  la  fonction  — T  —  U,  M.  Kœnigs- 
berger  suppose  que  le  théorème  analogue  à  celui  de  la  conservation  de  l'é- 
nergie ait  lieu  et  il  envisage  en  même  temps  que  les  valeurs  de  pt,  p7 

p,    qui   vérifient    les  équations  analogues   à    celles  de  Lagrange,  des  valeurs 

/?!-+-  zPi-  Pi  +  'JP>- P>.~  VV  P'i  +  8-P« P'ï'^1  —  8/>("_1  •  en  difTérant 

infiniment  peu.  mais  telles  que  le  théorème  analogue  à  celui  de  la  conservation 
de  l'énergie  continue  à  avoir  lieu.  Dans  ce  dernier  théorème,  la  constante  h 
n'aura  plus  toutefois  nécessairement  la  même  valeur;  elle  devra  être  en  géné- 
ral remplacée  par  /(  —  àh.  Afin  de  se  réserver  le  droit  de  fixer  Zh  comme 
il  l'entendra,  et  pour  conserver  cependant  l'indépendance  des  paramètres  p,, 
n,,  ..../?.,  il  fait  varier,  en  même  temps  que  ces  paramètres,  la  variable  t. 
Quelques  transformations  analytiques  faciles  permettent  alors  d'établir  l'égalité 
suivante  qui   correspond  au  théorème  cherché,  comme  on  s'en  assure  en  y  fai- 
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sant  H  =— T   -   I, 

/"'  V  (      '  r dli      d  dn      —  —  (—y-1  ^—    —  I 

',     Zd  \      Ps\  dp'        dt  d/Â  +  de2  dp'"  df   '  dp<V|  I 

"      S      1  .si  .s 

/'-s'  L'V\-  _  ^  ^1'  +  ^';  d/><;v|    "'  '"  rf*"~2  ëv^  J  +'"  ' 

'>"  i 

■*-P?]Tïïi\  '" 

'V\    * 
u. 

=  —  /     SE  dt—  /      Yp,8ptdt 

^^n  \         [dU         d    ,)U  d'~l     dU    I  , 

V*        ■\!)l]L—d     ''Il  /  v-l  rfv~'      du     | 

„  [dH        d    OU  ,       ,    ,  d<--     OU  "1  dH    ,^  , 

Ce  théorème  comprend  (  pour  II  = —  T  —  U),  comme  cas  particulier,  celui  que 
M.  Boltzmaon  a  établi  en  1866  (Sitzungsberichte  der  Kais.  Akad.  der  Wis- 
senschaften  zu  Mien)  et  qui  joue  par  rapport  au  second  théorème  fondamental 
de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur  le  même  rôle  que  joue  le  théorème  des 
forces  vives  par  rapportai!  premier  théorème  fondamental  de  cette  théorie. 

8.  M.  Kœnigsberger  montre  ensuite  qu'au  point  île  vue  général  auquel  il  se 
place,  les  propriétés  des  fonctions  P,,  P2,  ...,  P„,  démontrées  par  Helmholtz 
dans  le  cas  des  ensembles  de  points  matériels,  continuent  à  avoir  lieu.  Il 
démontre  ensuite  le  théorème  de  Helmholtz  d'après  lequel,  lorsque  les  fonctions 

P,.  P.. P    envisagées  comme  des  fonctions  linéaires  quelconques  données 

de/?',',  p\,  ....  p"n  dont  les  coeflicients  dépendent  depltp2,  ...  p  ,  p\,  p'. p'„ 

vérifient  les  équations 


(I 


dP, 

dP, 

àp'a 

~  dp~l' 

àP,        àPa 
dp'a    '    àp's 

d    dP„ 

=  a  -r  —■> 
dt  dps 

<>P,       àPn 
àpa       dp, 

i    d  l  dP, 
■•  dt    dp't 

dP. 


.,u  chai  un  des  deux  indices  s  et  z  peut  prendre  une  quelconque  <lc<  valeurs 

i ,  ■ ;j.  i  I  existe  une  fonction  II  de  />,.  /<_ p .,.  p\, p\ p'„  qui  vérifie 

les   équations  de  Lagrange.  Les  calculs  ne  sonl   effectués  que  dans  je  cas  où 
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;j.  =  2,  mais  la  marche  suivie  ne  dépend  pas  de  cette  hypothèse.  Ilelmhollz 
s'élail  contenté  d'indiquer  comment,  dans  le  cas  où  ;x  est  égal  à  .3,  on  peut 
démontrer  le  théorème  en  s'appuyant  sur  des  propriétés  empruntées  à  la  théorie 
du  potentiel. 

'.).  La  notion  si  importante  de  mouvement  caché  due,  elle  aussi,  à  Helmholtz 
et  que  Hertz  a  prise  comme  point  de  départ  dans  son  exposé  des  principes  de 
la  Mécanique  rationnelle,  peut  être  généralisée  de  la  même  façon  que  toutes 
les  notions  précédentes. 

Envisageons,  à  cet  ell'ct,  la  fonction 

;• 

H,=  H  —  2]  tc9xP«\+  c'<i-kP<7-+ •  •  ■  +  ca[Pa[  h 

où  ff„  ~., ~,.  désignent  r  quelconques  des  ;;.  paramètres  pt,  pt p.,  et 

où   Cer^,  c,;.  )  ...,  cJJ:  sont,  pour  \  =  i,  a,  . . .,  /•,  des  constantes  quelconques. 

Quand  on  y  remplace  pat,  pnv  ■■■,  pir  et  leurs  dérivées  des  divers  ordres 
prises  par  rapport  à  t  par  leurs  valeurs  en  fonction  des  autres  paramètres  ppn 
Pp:>  ••  •>  PPu.-r  cl  c'e  l''urs  dérivées  prises  par  rapport  à  t,  tirées  des  équations 

àB  <)U  .  ô\\  i.A 

dP°t  'VV  "/'„' 

'•  A 

elle  se  transforme  en  une  fonction  II'  des  (p  —  /■)   paramètres pç„  ...,  p$ 
et  de  leurs  dérivées  prises  par  rapport  à  t,  qui  vérifie  les  équations 

OU'  _   d   jW_       jP_  j»T  _  dv    f)\V  _ 

<>Ph       dt  dp'    ~*~  dt*  op.        '""1  df  ,),>"  +    ?*~ 

(S  =  i,  2,  ...,  p.  — r), 

dont  la  forme  est  la  même  que  celle  des  équations  analogues  à  celles  de 
Lagrange,  mais  où  la  fonction  H  est  remplacée  par  la  fonction  H'  qui  contient 
moins  de  paramètres  et  a,  en  général,  une  toute  autre  forme  analytique. 

Dans  le  cas  particulier  où  II  = —  T — U  et  où  II  ne  dépend  pas  de  pot, 
p<s.,  ...,p<jr,  la  fonction  H'  peut  être  envisagée  comme  la  somme  d'une  fonc- 
tion quadratique   homogène   de  p'  ,  p'  ,    ...,  p'         dont  les  coefficients  dé- 

Pl  Pi  t'x-  ,. 

pendent  de  ptl,  pjt,  ...,  p?  et  d'une  fonction  linéaire  et  homogène  de 
//,//,...,  //        à  coefficients  constants.  Ilelmhollz  a  désigné  les  phénomènes 

Pi  ?s  ?;i-r 

physiques  (jue  l'on  peut  décrire  au  moyen  d'équations  du  type  (£)  où  H'  a  la 
forme  que  nous  venons  de  dire,  sous  le  nom  de  phénomènes  à  mouvements 
cachés.  Ce  qui  est  caché,  ce  sont,  dans  les  équations  différentielles  (£),  les 
paramètres/^,,  p*,,  ...,p0r  lorsque  l'on  envisage  le  mouvement  de  l'ensemble 
de  points  matériels  dépendant  des  paramètres  plt  p.,,  . .  .,/>|i,  mouvement  ayant 
lieu  conformément  aux  équations  de  Lagrange  et  aux  équations  (a)  dans 
lesquelles  II  est  remplacé  par  — T — U  et,  par  suite,  conformément  aux 
équations  (  [i  ). 

10.  Le  théorème  analogue  à  celui  d'Hamilton  el  qui  s'y  réduit  pour 
II  —  —  T  —  U  est  le  suivant  : 
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Désignons,  pour  s  =i,  2,  ...,  a,  par  t»s  les  quantités 

P     ■     —     '"       \     Pi,       •    •    •    !     Pu.,  ■■,/'     '~l />'"'.     ~ T    1       •    •    •    »      7- 

7  s  '    '  "  '  •'  '  '  ' '  *        <)pj-\'  Op  -    '  J 

obtenues  en  résolvant,  par  rapport  à  p'",  p';;  ,  .  .  ..  //;  .  les  \>  équations 
rM>  m_  <)>l>  ,)H  <h\>  OU 

dp^i  ~  dp^'        d/>:;-»'  ~  d/>'V         "  '  '         d/>.lv-'    ~  d/?£  ' 
cl  envisageons  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(j.  v  V- 

r>I>         vi      ,  M*  v1     »   d«l»  V      ,     .  ,     M' 

d*      ^Jàôps      £*J  s  dp'  t-à J  •-      ()•,;:  l 

S=  1  .V=l  *=1 

V      r  ,     ,,  -1       à*  d*    1      d* 

s=  r 
Si  l'on  peut  déterminer  une  intégrale  complète  de  cette  équation,  delà  forme 

*[*,/>„  ...,/\-  •••,^-ii>  ■■•»/»îrl,]« 

c'est-à-dire  une  intégrale  dépendant  de  p.v  constantes  arbitraires  pour  lesquelles 
on  pourra  choisir  les  valeurs  initiales 


P°>,  ■..,/>'"'>  •••■/'- 


,<*— 1  .  0] 


des  variables  pr  ...,  /?  ,  ...,  />';'-",  —  />£j  eL  une  constante  arbitraire 

additive,  et  si   l'on  résout  par  rapport  à  pv  ...,p^,  ■  •  • ,  />'1'— '',  •  •  • .  />£      •  l< '- 
équations 

dpf  ~      \dp')t  +  \dt  dp"JB     •■•'^      'j       \dr-ldpy); 
d*  /dll\        /d    dH\  ,  /  tf"-*    dH  \ 

.    .    .    .    e ' 

à<P  _  /     dll     \         /  d     dH 

,M«  /  dll 


rfptv— 1),(0]  I     £JlyD 

dans  lesquelles  pM,® />.■  ■  " /',--' ■" /' !     '       sont  à  envisager 

comme  de  nouvelles  constantes  arbitraires,   les  expressions  p,,  /• /■ 

seront  les  intégrales  générales  du  mouvement  de  l'ensemble  de  pointsenvis   -   - 
qui  définissent   la  position  de  cel  ensemble  dès  que  .l'on  connail   la  valeur  des 
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constantes  arbitraires  j  figurant,  et  les  expressions  de  p\ /V_1  fourniront 

les  dérivées  d'ordre  i,  . . .,  (v  —  i)  de  ces  intégrales  générales. 

11.  Dans  le  cas  <>ù  il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures  et  où  le  théorème  de  la 
conservation  des  forces  vives  a  lieu,  les  équations  analogues  aux  équation- 
canoniques  et  qui  s'y  réduisent  pour  II  =—  T  —  U,  sont  les  suivantes,  que  l'on 
suppose  écrites  pour  *  =  i,  2,  ...,  u. 

'//'.>-!  _        ()fF.)  dp,tiv_t  _       (){E)  ^sv  _         d(E) 

op,  '  dt  dp's  '  dt   '       'V;-"' 

d(E)  dP'r'1]  =        <)(E)  dp,  0(K) 

dt  dp,  .,  '  dt  àp,fV+l  '  dt  e|/>,,i_i  ' 

où  les  quantités  p,  îy_„  p,  Jv_2.  . ..,  p,.,  sont  définies  par  les  relations 
<)\\        d    d\\  ,       v_.  d'-'     dU 

p<^=^7s-dtôp^---  +  ^l)'~  dt^dp-y=p"»-u 

du       d   m  .      .  _.  d"-    on 

P**-*=M  ~dtôp]+---+  {-})'"dï^-jj^-p'^- 

dti 

p-  -w 

et  où  (E)  désigne  la  fonction  dans  laquelle  se  transforme  E  lorsque  l'on  y 
substitue  aux  dérivées  p;  ,  ph+D,  ...,  p  2 — D  leurs  valeurs  en  fonction  des 
quantités/?,.  p' p  '■•—  '  ,  p,  2v_p  /?,  2v_;,  . ..  ,p, .,  tirées  des  dernières  relations. 

Frobeniits  (G.).  —   Sur  les  caractères  d'un   groupe  fini.   (q85- 
102  1). 

1.  On  dit  que  deux  éléments  A  et  B  d'un  groupe  H  sont  conjugues  (par  rap- 
port à  ce  groupe)  lorsque,  C  désignant  un  élément  du  même  groupe,  on  a 

0'AC  =  B; 

l'ensemble  de  tous  les  éléments  conjugués  entre  eux  forme  une  classe  d'élé- 
ments; l'élément  principal  L  forme  à  lui  seul  une  classe,  la  classe  (<>)  que 
l'on  appelle  classe  principale;  nous  désignerons  par  les  symboles 

(.).     (2),      ....     (A--.) 

les  autres  classes  du  groupe  envisagé.  Nous  désignerons  par  h  l'ordre  du 
groupe  H  et  par  ha  le    nombre  d'éléments  de  ce  groupe  qui  forment  la  classe 

(«)■ 

L'ensemble  des  éléments  A-1,  inverses  des  éléments  \  d'une  classe  détermi- 
née (2),  forme  lui  aussi  une  classe  que  nous  appellerons  la  classe  inverse  de 
la  classe  (a)  et  que  nous  désignerons  par  (a');  lorsqu'une  classe  coïncide 
avec   son  inverse,  nous  dirons  qu'elle  est  bilatérale. 

Envisageons  tous  les  éléments  Ali  du  groupe,  pour  lesquels  A  désigne  un 
quelconque  dus  éléments  de  la  classe  (a)   ci    1!  un  quelconque  des  éléments  de 
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la  classe  (|2)  de  ce  groupe  [la  classe  (|i)  n'est  pas  nécessairemenl   distincte  de 
la  classe  (a)],  et  désignons  par 


le  nombre  de  ceux  de  ces  éléments  AB  qui  sont  identiques  à  l'élément  prin- 
cipal U.  Si  les  deux  classes  (a')  et  (£)  ne  sont  pas  inverses  ou  a  /ta,  =  o; 
si  elles  sont  inverses  on  a  haa>—  liv~  hu'. 

Envisageons,  de  même,  tous  les  éléments  ABC  du  groupe,  pour  lesquels  \ 
désigne  un  quelconque  des  éléments  de  la  classe  (a),  H  un  quelconque  des  élé- 
ments de  la  classe  (J3),  C  un  quelconque  des  éléments  de  la  classe  (y)  de  ce 
groupe,  et  désignons  par 

ha ... 

le  nombre  de  ces  éléments  ABC  qui  sont  identiques- à  l'élément  principal  V  ; 
les  classes  (a),  (£),  (y)  peuvent  être  distinctes  ou-  non.  On  démontre  aisé- 
ment que  le  nombre  ha  ,.,  ne  change  pas  quand  on  permute  ses  trois  indices 
d'une  façon  quelconque,  et  aussi  que  l'on  a 

K?=f*ap       'v-.y  =  Kl? 

que  ha  3  est  divisible  par  le  plus  petit  commun  multiple  des  trois  nombres 
/i0,  h^  li.„  enfin  que  l'on  a  toujours 


2>.* 


h,,  h. 


y  =  o 


ces  relations  permettent  de  calculer  plus  aisément  les  différents  nombres  ha  .„ 
pour  un  groupe  donné    II  et   la    dernière  fournil   des   vérifications    facile^    de 
l'exactitude  de  ces  calculs. 
Si  l'on  définit  de  la  iiiciiic  façon  des  nombres 

ayant  un  nombre  quelconque  d'indices  plus  petit  ou.  égal  à  x,  on  voit  sans 
peine  que  ces  nombres  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  nombres  /',,..: 
ils  peuvent  d'ailleurs  être  composés  avec  ces  derniers  nombres  comme  il  ré- 
sulte de  la  relation  générale 

h,,  o  .,      -.  .       .,  =  Y  -A-  K  .  ,      s,  h-,- 


W*. -IçV 


où  le  signe  2  indique  que  l'on  doit    former  l'expression    à  sommer,  pour  cha- 
cun  des  indices  )>  =  a,  (i,  ...,v  en  donnant  chaque  fois  à  l'indice  X'  la  valeur 
indiquant  la  classe  (À')  inverse  de  la  classe  ()»)>  puis  faire  la  somme  des  x  ex 
pressions  ainsi  formées.  Ainsi  on  a  en  particulier 

'«'.  Si  l'on  pose 

où  le  signe  -  indique  qu'il  faut  former  l'expression  à  - mer,  en  remplaçant, 
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indépendamment  l'un  de  l'autre  xel  1  par  chacun  des  indices  o,  i,  ...,  k —  i 
et  en  donnant  chaque  fois  à  %'  et  V  les  valeurs  indiquant  les  classes  inverses 
(•/.')  et  (a')  des  classes  (  x  )  et  (a),  le  déterminant 


Pua 


(  a  =  o,  i ,  ...,/.  —  i ,  jl  =  o,  i ,  . 


0 


est  nécessairement  différent  de  zéro.  Il  en  résulte,  d'après  le  théorème  fonda- 
mental établi  par  Weierstrass  et  M.  Dcdekind  (Gottinger  Nachrichten,  iS*4 
et  i885),  que  les  A'  équations 


ftpAïa|t)3^x,  =  /(*>2]  ha!^xa] 


[où  le  signe  X  indique  qu'il  faut  former  l'expression  à  sommer  pour  chacun  des 
k  indices  ot=o,  1,  ...,  k —  i,  en  donnant  chaque  fois  à  a'  la  valeur  indiquée 
par  la  classe  (x'  )  inverse  de  la  classe  (  a),  et  où  /(o),  /(l\  . . .,  /(l_,)  désignent 
des  constantes  arbitrairement  fixées]  admettent  k  systèmes  différents  de  solu- 
tions 


le  déterminant 


-(0) 
-0      " 

y(1 
A-0 


fil). 


«2 


/,  i 


x 


v(*-l 


■1    //,-l' 

y(l) 

..i/.-l      . 

0,    l , 

.  .  .  ,    A    —   I 

0,    1 . 

. . . ,  k  —  î 

formé  au  moyen  de  ces  solutions  est  différent  de  zéro. 

Si  l'on  désigne  par  r  un  paramètre  indéterminé,  par  zB 
riables  indépendantes,  le  déterminant 


,  des  va- 


>  h„y..z.,—  rh,  ,'  I   , 


y=o 


qui  s'annule  quand  on  y  remplace  r  par  l'une  quelconque  des  k  valeurs 


r«  -  _L  V  A  v  *  - 


peut  se  mettre  sous  la  forme 


=JjA,(P»)-r). 


On  en  déduit  que   les  /.•  quantités  /(;'  .  y,,1  .....  jr'*— ')  sont  respectivemenl 
égales  aux  k  constantes  /  "  ,  /(•>,  . . .,  /  *  -»)  et  que  les  A(  A  —  i)  quantités 


b.=  i,  a A 

7-=I,     > A 


>oiii  des  nombres  algébriques  entiers 
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3.  Les  relations 


'j'y.   /-a' 


o, 


dans  lesquelles  le  signe  2  a  toujours  le  môme  sens  que  précédemment,  ont  lieu 
pourvu  que  y.  soit  différent  de  )>;  lorsque  v.  =  ~h,  on  a,  au  contraire,  les  relations 


V  /,  ./xi..<xi_  J_  uf 

/.  "-//a  /-a'  —  M*)  nJ 


eW 


y.  =  o,  i,  2,  ...,  k  —  i), 


où  e"),  e",  ...,  e<*-1'  désignent  des  constantes.  Les  A-2  quantités/™  vérifient 
d'ailleurs  le  système  formé  par  les  A2  équations  linéaires  et  homogène- 


X   =   O,     I,    2, 
X  =  O,    I ,    2, 


où  le  signe  X  indique  que  la  somme  porte  sur  les  A"  indices  ?  =  o,  i,  ..., 
À'  —  i,  en  donnant  dans  chacun  des  termes  à  £'  la  valeur  indiquée  par  la  classe 
(  p')  inverse  de  la  classe  (£).  Il  en  résulte  que  les  k  quantités 

gm  =  eF>fW        (y.  =  o,  i,  ...,  A-i) 

sont  les  racines  de  l'équation  du  kiime  degré  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro 
le  développement  du  déterminant 


gPtf—hKî! 


/  a  =  o,  i,  2, 
\   P  =  0,    I,    2, 


. . . ,  A-  —  i  / 


M.  Fi-obenius  démontre  aisément  que  ces  A-  racines  sont  réelles  et  positives. 

4.  L'équation 

|  A  — 1 

V  h„4„z.,- rhr,ry 

|  v  =  o 

de  degré  k  en  r,  n'a  que  des  racines  simples,   mais  son    premier   membre  se 
décompose,  après  qu'on  .i  résolu  l'équation 


ÏPa? 


h  !>,.,■  I  =  o 


qui  est  de  degré  k  cd  g,  en  autant  de  facteurs  que  cette  dernière  équation  a  de 
racines  distinctes,  de  façon  que,  à  une  racine  d'ordre  de  multiplicité  m  île 
l'équation  en  g  corresponde  un  facteur  de  degré  m  en  /•. 

5.  Jusqu'ici  les  constantes  /'■"',  f!]\  . . . ,  fk~l>  étaient  arbitrairement  fixées. 
Si  l'on  prend  pour  ces  constantes  les  racines  carrées  positives  des  nombres  l' ' 
g1-^,  ...,  g  *•-'>,  les  k  quantités  /'0n1,  /„".  ....  X«f— *'  °iu'  sont  respectivemenl 
égales  au\  k  quantités  fW,  f^,  •  ■  ■•  f-k~lK  sont  aussi   égales  au\  /,  quantités 
e  "',  <-  '  .    .   .  e  (-'!  et  les  A(  k  —  i)  quantités 

..  ->■       ".  i .    • /.       i 


\  y.  =  o, 


.  /. 
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peuvent  être  mises  sous  la  forme  de  sommes  de  racines  n!™6*  de  l'unité,  où  n,t 
r-t  l'ordre  des  éléments  de  la  classe  (a). 

(i.  M.  Frobeni us  nomme  caractères  du  groupe  II,  chacun  «les  /.  sysli  mes 
/.?>    y-'iX)'    •■-    $  ,       (*  =  o,  i,a *--«); 

le  système  où  l'indice  supérieur  est  (x)  est  le  x'ème  caractère  de  ce  groupe. 

Chaque  caractère  d'un  groupe  est  formé  d'autant  de  nombres  que  ce  groupe 
contient  de  classes  et  chacun  de  ces  nombres  correspond  à  l'une  des  classes  du 
groupe. 

A  deux  classes  inverses  (a)  et  (a')  correspondent  des  valeurs  y  *  et  /'*'  qui 
sont  conjuguées,  pourvu  que  l'on  prenne  pour  /("',  /<■>,  ...,/' '_1'  des  nombres 
réels;  à  une  classe  bilatérale  correspond  donc  alors,  dans  chacun  des  k  carac- 
tères une  valeur  réelle/'*';  à  chaque  caractère  imaginaire 

O   xî«.    -..   x£, 

est  joint  un  caractère  imaginaire  conjugué 

X-o"     M'      Hk-U" 

On  nomme  souvent  (Weber,  Mathematische  Anna/en,  t.  X\)  un  caractère 
réel  :  caractère  bilatéral,  et  deux  caractères  imaginaires  conjuguées  :  carac- 
tères inverses. 

7.  M.  Dedekind  a,  le  premier,  mis  en  évidence  le  rôle  capital  que  joue  dans 
l'étude  d'un  groupe  quelconque  H  d'ordre  h  le  déterminant  de  degré  h  du 
système 

( sPQ-0> 

dont  les  éléments  de  chaque  colonne  s'obtiennent  en  faisant  parcourir  à  P  les 
h  éléments  du  groupe  H  rangés  dans  un  ordre  arbitrairement  fixé,  les  éléments 
de  chaque  ligne  étant  alors  ceux  que  l'on  obtient  en  faisant  parcourir  à  Q  les 
h  éléments  du  groupe  II  rangés  dans  le  même  ordre:  Q-1  désigne,  comme  tou- 
jours, l'élément  inverse  de  l'élément  Q  et  chacun  des  indices  PQ-1  désigne  l'élé- 
ment de  II  résultant  de  la  composition  des  éléments  P  et  Q-1  ;  enfin  les 
variables  ;  dont  les  indices  désignent  des  éléments  appartenant  à  une  même 
classe  (a)  du  groupe  H  sont  supposées  toutes  égales  entre  elles  :  nous  dési- 
gnerons leur  valeur  commune  par  za.  M.  Dedekind  a  désigné  ce  déterminant 

de  degré  h  dans  lequel  ne  figurent  donc  que  y.  éléments  différents  zt,  z, 

zk_l  sous   le   nom   de  déterminant  du  groupe  II  ;  soit    6|  z  .  zr  ...,  st__,)    ce 
déterminant. 
M.  Krobcnius  démontre  que  l'on  a 

jyW 

»U,  *■ n-.)  = 


n  k2'"H 


où  •;  ',•-',... ,  y(*  u  désignent  des  nombres  entiers;  observons  que  la  quan- 
tité entre  crochets  esl  précisément  celle  que  l'on  a  désignée  plus  haut  par  ".'' 
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C'est  en  s'appuyant  sur  cette  relation  et   sur  celles  qui   ont  été  établies  plus 
haut  qu'il  établit  que  les  racines  de  /'équation  du  /,'■""'  degré  en  g, 

qui,  nous  le  savons  déjà  (n°  3),   sont  des  nombres  réels  et  positifs,  sont  des 
nombres  entiers.  Il  démontre  également  que  si  z0,  s„  ...,  s;_,  désignent  des 
variables    indépendantes,    la    fonction    (-)    n'a    que  des   diviseurs   élémentaires 
linéaires. 
Le  déterminant 


Y/i^-.,;..-//^ 


y  =  o 

dont  les  zéros  sont  les  valeurs  \''  de  r  qui  permettent  de  déterminer  les 
caractères  du  groupe  envisagé,  est  ainsi  lié  d'une  façon  bien  remarquable 
à  la  fonction  caractéristique 

»(*•-»-,  »„  », zk_t) 

du  déterminant  de   ce   groupe.  On  a,  en   ell'et,  d'après   ce  qui   précède,   d'une 

part,  puisque  y(/  —  g  *),  la  relation 

/.-—  1 

B(zB-r,  znz2,...,  sk_x)  =JJ[;'  -/■!-". 

x  =  o 
et  l'on  a,  d'autre  part,  la  relation 

A •  — i 


A  — 1 

2vT5T-rv 


8.  La   fonction   caractéristique  du  déterminant  d'un   groupe  engendre    bien 
simplement  les  nombres  ha  ,.  ha  ,  ...  ha  .  ..  j,  . ..,  ha  .  „  concernant   ce 

groupe;  M.  Frobenius  montre  que   l'on  a,  en   effet,  le  développement  en   série 

_i    ,)\o°Q(z„-r,  zr  z2 z,_  ,) 

h  Or 


1 


2>— 

.  a.  s  / 


«,p,T 


2  "• 


oc,  8,  Y,. 


.,r-,-...., 


où  les  sommes  sont  étendues  à  toutes  les  combinaisons  possibles  des  indices 

marqués,  choisies  parmi  les  nombres  o,  i,  a k  —  i.  Elle  pei  mel  d aussi 

d'obtenir  les  caractères  du  groupe,  car,  une  fois  les  nombres  A  connus,  on  dé- 
duit de  la  relation 
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les  valeurs  des  /.  quantités  ".'   et,  par  suite,  celles  des  quantités  dont   ; 
sont,  par  définition,  des  fonctions  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  connus. 
Dans  le  cas  particulier  d'un  groupe  II  dont  deux  quelconques  des  éléments 
sont  échangeables,  le  nombre  de  classes  est  manifestement  égal   au  nombre 
d'éléments  du  groupe;  on  a  alors  pour  x=o,  i,  2,  ....  h  —  1, 

c'  =/(«)=  1,        A,=  i; 

le  déterminant  0  du  groupe  est  donc  identique  au  déterminant 

r 

Pour  les  groupes  cycliques,  la  fonction  linéaire  et  homogène  Ç  n'est  autre 
que  la  résolvante  de  Lagrangc.  C'est  M.  Spottiswoode  (Crelle.  t.  51  )  qui  a  le 
premier  effectué,  dans  ce  cas  très  particulier,  la  décomposition  de  la  fonction  0 
pour  tous  les  groupes  à  éléments  échangeables. 

9.  Les  définitions,  les  théorèmes  et  les  formules  précédents  peuvent  être  éten- 
dus sans  modification  au  cas  où  l'on  remplace,  dès  le  début  des  recherches,  la 
notion  de  classe  par  une  notion  plus  générale  sur  laquelle  M.  Frobenius 
appelle  l'attention. 

Convenons  de  dire  de  deux  éléments  \  et  \,  d'un  groupe  II  qu'ils  sont  con- 
jugués par  rapport  à  un  groupe  G  dont  II  est  un  sous-groupe  invariant, 
lorsque,  S  désignant  une  substitution  de  G,  on  a 

A,=  S-1  A1-: 

les  éléments  A,,  B,,  ...  conjugués,  par  rapport  à  G,  des  éléments  A,  B,  ...  du 
groupe  H  appartenant  à  une  même  classe  (a)  de  H,  forment  eux  aussi  une 
classe  (?)  de  H,  si,  pour  former  A,,  B,,  ...  au  moyen  de  A,  B,  . . .  on  emploie 
la  même  substitution  S  de  G.  Si  l'on  envisage  successivement  toutes  les  substi- 
tutions S  de  G,  on  obtient  une  suite  de  classes  (a),  (jï),  (y),  ...  de  H,  que 
M.  Frobenius  réunit  en  une  même  classe  généralisée  ((p  ))  ;  les  diverses  classes 
(a),  (£),  (y),  . . .  sont  dites  conjuguées  entre  elles  par  rapport  au  groupe  G. 
En  reprenant  la  chaîne  des  définitions  et  raisonnements  des  numéros  précé- 
dents, on  est  amené  à  définir  des  quantités 

/'-,     /-'■ //•  (y.  =  0,1,2, l  —  i) 

où  /  est  un  entier  plus  petit  ou  ('gai  à  k  et  qui  jouent  dans  le  groupe  II  partagé 
111  liasses  généralisées,  le  rôle  que  jouaient  dans  le  groupe  II  partagé  en  classes 
les  caractères   de   ri'   groupe.  Nous   nommerons  chacun  de  ces  /  systèmi 
quantité 

caractère,  relatif  à  G,  du  groupe  II.  Lc>  £  quantités  dont  l'ensemble  forme 
un  même  caractère  relatif  à  G  du  groupe  II  -ont  déterminées  à  un  facteur 
constant    près  ./' z    par  les  relations 


a*'.  •  2\x'Pxv 


?=» 


,',-/.  ,''7.i  .M*l 

T  il     '        T  i      • 
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où  r,W  est  un  des  facteurs  linéaires  <lu  déterminant  H,  que  l'un  obtient  en  éga- 
lant, dans  le  déterminant  8  du   groupe  II,  les  variables  z  dont  les  indices  a, 
P,  Y»  ■•■  sont  ceux  qui  figurent  dans  les  classes  (  a  ),  (  |i  ),  (y  ),  ...  réunies  dans 
une  même  classe  généralisée  ((p)). 
Il  en  résulte  que  l'on  a  entre  les  diverses  quantités  y  et  y  les  relations 

7_2  7<*)  =   -  r  y<*)  +  y'*l  -H  y'*)  -f-  .  .  .  1 . 
■^  î 

où  /•  est  le  nombre  de  classes  (a),  (  |i  ).(-;),.. .  contenues  dans  la  classe  gêné 
ralisée  ((p)). 

Si  l'on  désigne  par  ty  une  quantilé  que  l'on  formera  au  moyen  de  l'élément  V 
du  groupe  H  comme  on  a  formé  y  au  moyen  de  l'élément 

v,=  s-1  \s, 

où  S  est  un  élément  déterminé  du  groupe  G,  les  quantités 
représentent  le  même  caractère  du  groupe  II  que  les  quantités 

y(X)        y(X>         •/'/•'      ; 

l'ordre  seul  des  termes  de  ces  deux  suites  est,  en  général  différent. 

Si  l'on  fait  varier  l'élément  S  de  G,  cet  ordre  changera  encore  en  général, 
mais,  quel  qu'il  soit,  les  caractères  relatifs  par  rapport  à  G  n'auront  pas  changé. 

M.  Frobenius  désigne  les  diverses  suites 

il/'*),     6'V-',     ...,     <V,X| 

obtenues  en  prenant  successivement  pour  S  tous  les  éléments  du   groupe  G, 
sous  le  nom  de  caractères  conjugués  du  caractère 

y(x),     y(W,     ...,     -/,x'    . 

Les  facteurs  linéaires  du  déterminant  0  du  groupe  H  qui  donnent  naissance 
à  des  facteurs  linéaires  égaux  du  déterminant  9„  correspondent  précisément 
à  des  caractères  conjugués  entre  eux.  Si  5  est  le  nombre  de  ces  caractères  con- 
jugués, il  peut  être  avantageux  dans  les  calculs  de  choisir,  au  moins  pour 
certaines  valeurs  de  x, 

mais  alors,  pour  ces  indices  x,  le  nombre  gW  =  «<*>/<*),  qui   est  toujours  un 
nombre  entier,  n'est  plus  nécessairement,  comme  l'était  g  *       i  [y/-  1J. 

{voir  n°  5),  le  carré  d'un  nombre  entier. 

De  ce  que  H  est  un  sous-groupe  invariant  de  G,  <>n  déduit  que  les  classes 
généralisées  du  groupe  II  sont  des  classes  du  groupe  <■:  ce  ne  sont  naturelle- 
ment pas  toutes  les  classes  de  ce  groupe. 

10.  M.  Frobenius  donne  plusieurs  exemples  de  la  détermination  des  carai 
tères  d'un  groupe.  Il  en\  isage  en  particulier  le-  groupes  d'ordres  h    -i  •. 
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uo  ;   puis  le  groupe  d'ordre     p(p2 — ')  étudié  pai    Gierstei    (Mathematische 
Annalen,  t.  XVIII  j  et  formé  par  les  substitutions  linéaires 

v  -+-  5  z 
y  —  •' —  (  mod.  p  j.  20  —  jj-jf       i  (  niod  p  ), 


où  p  désigne  un  nombre  premier  impair. 

Jahnke  (/?•)■  Sur  un  système  orthogonal  général  formé  au  moyen 
de  fonctions  Thêta  de  deux  arguments  et  sur  les  applications  que 
l'on  en  peut  faire  en  Mécanique  rationnelle.  (io^3-io3o). 

M.  Caspary  a  établi  des  relations  entre  les  éléments  d'un  système  orthogo- 
nal et  les  fonctions  Thêta  (Comptes  rendus  et  Journal  de  Mathématiques, 
1890;  Annales  de  l'École  Normale,  1893),  et  en  a  déduit  un  nouveau  pro- 
cédé pour  résoudre  des  problèmes  de  Mécanique  rationnelle. 

Il  exprime  d'abord  d'une  façon  générale,  au  moyen  des  fonctions  Thêta,  les 
neuf  coefficients 

am  „        (  m  =  1,  2,  3;  n  =  1,  2,  3) 

d'une  substitution  orthogonale  à  déterminant  -+-  i  et  les  six  expressions  diffé- 
rentielles 

Ph  =  —  (al1tdau+ a2kdan+  a3idau), 

vh  =        akldatl  -+•  ak2dar  —  ak  da  . 

où  les  indices  /(.  k,  l  désignent  respectivement  soit  les  nombres  1,  2,  3,  soit 
les  nombres  2,  3,  1,  soit  les  nombres  3,  1,  2;  puis,  tenant  compte  des  équa- 
tions différentielles  du  problème  de  Mécanique  envisagé,  il  détermine  conve- 
nablement les  fonctions  arbitraires  figurant  dans  ces  expressions  et  les  argu- 
ments arbitraires  dont  dépendent  les  fonctions  Thêta. 

M.  Caspary  a  appliqué  ce  procédé  à  la  résolution  du  problème  de  la  rotation 
d'un  solide  rigide  autour  d'un  point  fixe  et  à  celle  du  problème  du  mouvement 
d'un  solide  dans  un  fluide  dans  le  cas  de  M.  II.  Weber.  On  peut  aussi  l'appliquer 
au  problème  de  M.  II.  Weber  généralisé  en  ce  que  l'on  ne  fait  plus  l'hypothèse 
restrictive  de  M.  II.  Weber  sur  l'état  initial:  on  obtient  alors  les  formules  que 
M.  botter  a  établies  dans  le  Tome  109  du  Journal  de  C relie. 

Le  même  procédé  de  M.  Caspary  permet  aussi  d'obtenir,  au  moyen  des  fonc- 
tions Thêta,  les  coefficients  et  les  expressions  différentielles  de  la  substitution 
orthogonale  générale  envisagée  par  M.  Ko t ter  dans  les  Sitzungsberichte  de 
1895,  substitution  au  moyen  de  laquelle  on  peut  résoudre  non  seulement  le  [pro- 
blème de  M-  II.  Weber  que  nous  venons  de  rappeler,  mais  aussi  le  problème 
de  M.  Stekloff  concernant  également  un  cas  particulier  du  mouvement  d'un 
solide  dans  un  fluide  incompressible,  et  le  problème  de  Sophie  Kovalewskj 
sur  le  cas  intégrable,  qu'elle  a  découvert,  du  mouvement  d'un  solide  rigide 
autour  d'un  point  fixe. 

M.  Jahnke  démontre  que  le  système  orthogonal  étudié  par  Kôlter  peut  être  en- 
visagé comme  résultat  de  la  composition  de  deux  systèmes  orthogonaux  iden- 
1  iques. 
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Kœnigsberger  (L.).  —  Sur  les  principes  de  ta   Mécanique.  Se- 

cond  article,  (i  ij3-i  182). 

Supposons  que  la  fonction  donnée  II  soit  delà  forme 

II  =  td  [x]  -- r'j.  a„  ...,  x\  +y%,  za,  x\'2  -i-y\2,  z\,  ..., 

x',r  +  y'n\  z'a,  ...,  x^  +  yM*,  s™ ^+^,  »W] 

+  Û[«,  R„  H', RW,  R„  Ri,  ...,R«jV>,  ...], 

où  o>  et  îi  désignent  des  fonctions  quelconques   données  des  quantités  écrites 
entre  crochets,  et  où  R,,  R2,  ...  représentent  des  fonctions  de 

t,  xx,  y„  z„  ...,  xn,  yn,  zn, 

vérifiant  les  relations 


V  /      l)n..  àRu\ 

Z[ntek-*>dy-)=0'        (* 


tandis  que  R'/'',  R'2A),  ...  désignent  les  dérivées  d'ordre  h  de  ces  fonctions  par 
rapport  à  t.  Supposons  aussi  que  les  forces  extérieures  et  les  équations  de 
liaison  vérifient  les  relations 

n 

A  =  l 
n 

2^  0'n/,U-  ^kffil)  =  °>  (P  =  ',  2,  ....  m). 

Sous  ces  hypothèses,  les  équations  analogues  à  celles  de  Lagrange  (et  qui 
s'y  réduisent  quand  l'ensemble  de  points  envisagés  est  un  ensemble  de  points 
matériels  et  que  H  =  —  T—  U,  où  T  désigne  la  force  vive  et  U  la  fonction  des 
forces  intérieures  appliquées  aux  points  de  cet  ensemble  de  points  matériels) 
admettent  comme  intégrale  l'équation  différentielle  d'ordre  ?v  —  i, 

£i<V£t-*M^(£)[rî'-r-.*w] 


*=l  1=1 


où  l'on  a  posé,  pour  abréger, 


et  où  C  désigne  une  constante. 
Si  u  est  une  fonction  de 


y\    z\ «I+ri  +  'î,  ■*?  •  y?    =?, ..., 
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el  -i  les  relations  de  condition  que  nous  venons  d'énumérer  ont  lieu  ainsi  que 
celles  qui  s'en  déduisent  par  des  permutations  circulaires,  les  équations  ana- 
logues à  celles  de  Lagrange  admettent,  outre  l'intégrale  précédente,  les  deux 
intégrales  qui  s'en  déduisent  par  des  permutations  circulaires. 

Quand  II  est  égal  à  —  T—  U,  ces  théorèmes  se  réduisent  aux  théorèmes  des 
aires. 

Si  les  fonctions/^,  ?lU  <]>it  sont  pour  i=  i,  2,  . . .,  m  et  k  —  1,  2,  .. .,  n,  les 
dérivées  partielles  par  rapport  à  xk,  yk,  zk  d'une  même  fonction  F,  de  t  et  des 
différences  des  coordonnées  de  même  nom  xl  —  x2,  y, —  y2,  -,  —  z2i  x\  ~  xi\ 
yx  —y.,y  z,  —  z3,  ...,  xn_x—  xn,  yn_i  —  yn,  sn_x—zn,  de  sorte  que  l'on  puisse 
poser,  en  désignant  par/»,  q,  r  des  quantités  inliniment  petites  arbitraires 

0.T,  =  OX*  =....=  ÎXn  =  /;, 

SjKi  =  8yj  = .  : .  =  oy„  =  q, 
8*,  =  8*,=...=  5z„  =  r, 

on  peut  mettre  les  équations  différentielles  du  mouvement  de  l'ensemble  de 
points  envisagé  sous  la  forme 


Vi    cM  cl    ^    àH  .       .„    d"    V     <>n      ,    V  r» 

Ld^-Ttlàxl  +■••+<-«>•  gjî  1  ,—7  +1  Q.  =  ». 

a=i  /.  =  i  *=i     *     t=i 

;z  n  n  n 

A r  =  1  k  =  i  k  =  1    "  *  A=\ 

Vi    àll         d    v»    <*H  ,       v.    d''    V    ^H  V  c 

k  =  1  A  =  1  /•  =  1  A  /."  =  1 

Dans  le  cas  où  la  fonction  donnée  H  est  de  la  forme 

n  n  n 

h  =  2]aMl>i+j'i+*l]  +2au[-r*2+r*2+^2]  ^^vK'^V'+^l 

A  =  1  *  =  1  k  -  1 

+  û[t,  R„R'„  ...,  RM,  R,,  Ri,  -..,  RM,  •••], 

où  an,a2i,  ...,  anl,  «12,  a2î,  ...,  anî)  ...,  «,  .,,  djv,  a„-v  sont  des  constantes,  el 
où  R,,  R2,  . . .  désignent  des  fonctions  de  xx  —  x2,  yx  — y2t  z{  —  «s,  x,  —  x3f  . . ., 

*_i - *.i  #i  —  «i  ■••>  -«-1  - s»i  •  --i  «y - <"'  •  •  ■'  s«°-i  - s«  •  "" dé- 

duit  des  équations  précédentes  les  relations 


n  n  n  n  n 

/,  ~  1  A-  =  1  A  =  1  A  =  1  A  =  1 

n  n  n  n  n 

A  =  1  A  =  1  A :  =  1  A  =  1  A ■  =  1 

i;«M**-i;««4+i;^*ï-»-+(-o''i;«t1.«r+;i;slk=^ 

ft=l  A=i  A=|  A=l  A=i 
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'[m  peuvent  être  envisagées  comme  les  équations  analogues  à  celles  qui  expri- 
ment le  théorème  de  la  conservation  du  centre  de  masses  dans  le  cas  où  l'en- 
semble de  points  envisagés  est  un  ensemble  de  points  matériels.  Si  l'on  fait, 
pour  k  =  i,  2,  . . .,  n, 

m. 

ak<>  =  «»i  =  •  •  •  =  «;-,*_!  =  «*,$+i  =  •  •  •  =  «*,v  =  °>        «i,4  = —  ' 

en  choisissant  pour  o  celui  des  nombres  i,  ■?.,  ...,  v  que  l'on  veut,  les  trois 
relation';  obtenues  se  réduisent,  en  effet,  aux  suivantes 


-  V  mkx*f  ^(1,  =  o, 
k  =  1  A-  =  l 

—  >   mky\-/     -  >    H;.  =  o, 

'i  n 


qui,  pour  o  =  i,  sont  identiques  aux  équations  bien  connues  qui   expriment  le 
théorème  de  la  conservation  du  centre  de  masses  d'un  ensemble  de  points  ma- 
tériels. 
M.  Kœnigsberger  démontre  enfin  que  si  II  est  une  fonction  algébrique  de  <, 

xn  Y  n  z\>  ••••  x^ynizaix\->  y\i  z'>  •■•>•*','/  >  y'n>  -/'/'•  el  si  les  équations  ana- 
logues aux  équations  canoniques  du  mouvement  d'un  ensemble  de  points  ma- 
tériels admettent  une  intégrale  algébrique,  cette  dernière  ne  peut  être  que,  ou 
bien  une  fonction  rationnelle  de  H,  de  t,  des  coordonnées  a?,,  . . . ,  zH  et  de  leurs 
dérivées  d'ordres  i,  2,  ...,  2v  —  i,  prises  par  rapport  à  t,  ou  bien  l'une  des 
racines  d'une  équation  algébrique  ayant  pour  coefficients  de  telles  fonctions 
rationnelles  de  II,  t,  x,,  ...,  a(*v— *',  intégrales  des  équations  générales  envi- 
sagées analogues  aux  équations  canoniques  du  mouvement  d'un  ensemble  de 
points  matériels. 

Kohlrausch  (F. ).  —  Sur  les  déplacements  électrolytiques  dans 
des  dissolutions  et  des  mélanges  de  dissolutions.  (  i  v,33- 1  24 1  )- 

Richarz  (F.)  et  Krigar-Menzel{0.).  —  Sur  la  détermination 
de  la  constante  de  L'attraction  universelle  et  sur  celle  de  la 
densité  moyenne  de  la  Terre.  (i3o5-i3ï8). 

Ce  Mémoire  contient  le  résultat  final  déduit  des  pesées  effectuées  de  is^î  à 
1896,  à  Spandau,  ci  fait  suite  à  la  Communication  sur  le  même  sujet  qui  a  été 
analysée  dans  le  Bulletin  (1897,  I'-  ''i'»>- 

Une  première  suite  d'expériences  avail  permis  de  déterminer  expérimentale- 
ment la  différence  des  valeurs  de  ^  dans  les  plateaux  inférieurs  et  supérieurs 
de  la  balance  dont  on  a  parlé.  Pour  déterminer  la  Constante  de  l'attraction 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  ■    série,  t.  XXIII.  (  Février  1"  R.3 
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universelle,  dan-  le  système  solaire  au  moins,  constante  que  l'on  désigne  géné- 
ralement par  la  lel  I  re  f,  on  s'est  arrangé  de  façon  qu'entre  les  plateaux  supérieurs 
ci  inférieurs  de  la  balance  se  trouve  une  masse  cubique  homogène  de  plomb 
de  9°"  environ,  pesant  donc  plus  de  ioooooks;  cette  masse  énorme  remplit 
presque  toul  l'intervalle  entre  les  plateaux el  esl  traversée,  en  son  milieu  envi- 
ron,  parles  deux  tiges  verticales  qui  relient  les  plateaux  supérieurs  aux  pla- 
teaux inférieurs.  La  présence  de  la  masse  de  plomb  a  pour  effet  d'augmenter  la 
valeur  de  g  dans  les  plateaux  supérieurs  et  de  diminuer  d'autant  la  valeur 
de  g  dans  les  plateaux    inférieurs. 

Si  l'on  effectue  maintenante  nouveau  les  pesées  déjà  faites  avant  la  présence 
île  la  niasse  de  plomb  (Bulletin,  1897,  !'•  '  '  "-'•  ""  obtient,  au  lieu  de  la  diffé- 
rence de  la  valeur  de  g  dans  les  plateaux  inférieurs  et  supérieurs,  cette  diffé- 
rence diminuée  du  double  de  l'attraction  du  plomb  rapportée  à  l'unité  de 
masse.  Puisque  la  première  suite  d'expériences,  effectuée  sans  la  masse  de 
plomb,  a  permis  de  déterminer  la  différence  de  la  valeur  de  g'  dans  les  plateaux 
inférieurs  et  supérieurs,  on  peut  donc  déduire  des  résultats  obtenus  expéri- 
mentalement dans  la  seconde  suite  d'expériences  faites  en  présence  de  la  masse 
de  plomb,  la  valeur  de  l'attraction  exercée  par  celte  masse  de  plomb  à  une 
distance  donnée,  et,  par  suite,  la  valeur  de  la  constante  I,  puisque  l'on  con- 
naît les  dimensions  et  la  densité  de  la  masse  de  plomb  homogène. 

La  mesure  de  la  différence  de  la  poussée  de  l'air  dans  les  plateaux  supé- 
rieurs  et  inférieurs  de  la  balance,  différence  en  partie  compensée  en  mettant 
des  sphères  creuses  dans  les  plateaux  non  occupés  par  les  sphères  pleines  ser- 
vant aux  pesées  (ce-  sphères  ont  des  aires  a  peu  près  égales),  a  éié  effectuée 
avec  soin  et  il  <n  a  été  tenu  compte  dans  les  calculs. 

Il  a  été  également  tenu  compte  de  la  différence  0„  —  0„  de  la  température  de 
l'air  dans  les  plateaux  supérieurs  et  inférieurs.  Cette  différence  toujours  posi- 
tive en  été,  a  atteint  jusqu'à  —  <>",-;  il  en  résultait  un  courant  d'air  vertical 
sensible  quand  ou  transportait  les  sphères  d'un  plateau  à  l'autre. 

Enfin,  on  a  naturellement  tenu  compte  des  différences  de  température  se 
produisant  au  même  endroit  dans  les  diverses  séries  d'observations. 

Il  convient  de  signaler  comme  cau-e  possible  d'erreur  dans  l'application  de 
cette  méthode  les  défauts,  toujours  possibles,  de  construction  dans  le  méca- 
nisme permettant  de  changer  la  sphère  de  place. 

La  valeur  de  la  constante  f  de  l'attraction  universelle,  obtenue  par  MM.  l'.i- 
charz  et  Krigar-Menzel,  est  la  suivante 

(  cenlimèl  1    - 

f=  [6,68d±  0,011]  10-8  ; -~ 

|  grai :s  i(s  cond   - 

Connaissant  la  valeur  de  la  constante  f,  on  peut,  comme  on  sait,  en  déduire 

celle   de    la  densité  moyenne  S  de  la  Terre.    Si  l'on   c pair   la    valeur  de   g 

donnée  en  un   lieu  de  latitude  <p,  par  la  formule  empirique  d'Helmert,  obtenue 

en  tenant  compte  des  observations  faites  dans  de  nombreuses  régions  du  globe 

et  corrigées  par  la  méthode  de  la    condensation  (Helmert,  Hôhere  Géodésie; 

Tisserand  donne  unaperçude  cette  méthode  dans  le  Tome  II  de  sa  Mécanique 

céleste), 

centimètres 

o-  =  078,00  I  I  -+-  0,00  i.im  -III     -  -    .   —ri  » 

0        a/  '      L  '  •  J  ( seconde- ) 

à  la  valeur  de  g  déduite,  en  Mécanique  céleste,  de  la  théorie  de  la  figure  de  la 
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Terre, 

où  R  ,  net  m  désignent  respectivement  le  rayon  polaire  de  la  Terre  l'aplatis- 
sement de  la  Terre  et  le  rapport  de  l'intensité  de  la  force  centrifuge  équato- 
riale  à  l'intensité  de  la  pesanteur  à  l'équâteur,  on  a  une  égalité  qui,  devant 
avoir  lieu  quel  que  soil  s.  entraîne  la  relation 


978,00  =  \~  H,,  Sf  (1  -+■  ra—  -  m\ 


dans  laquelle  tout  est  connu,  saut  S. 

En  prenant  pour  R  ,  n  et   m   les  valeurs  données  par  M.   Helmert   dans  son 
Traite  de  Géodésie,  déjà  cité, 

R„=  6356oÉ 

ra    —  o, oô334i6, 

m  =  0,00346^  », 


>  1 1  en  déduit 


, .  .    ,  .,         grammes 

=  [  o,303  ±  0,00g  j 


(  centimètres 


Les  meilleures  mesures  effectuées  jusqu'ici  avaient  donné  pour  S  des  valeurs 
comprises  entre  5,46  et  5,5 9.  MM.  Richarz  et  Krigar-Menzel  rangent  parmi  ce- 
mesures  celles  de  MM.  Wilsing,  Poynting  et  Boys.  Les  mesures  effectuées  par 
MM.  Cornu  et  Baille  (8=5,56  el  8  =5,5o)  et  celles  effectuées  par  M.  von  Jolly 
(0  =  0,692)  semblent  à  MM.  Richarz  et  Krigar-Menzel  être  entachées  de  nom- 
breuses causes  d'erreur. 

Frobetlius  {G.)  —   Sur  les  facteurs  irréductibles  du  déterminant 
d'un  groupe  quelconque  donné.  (1 343-t 382 ). 

Dans  le  Mémoire  de  M.  Frobenius,  analysé  un  peu  plus  haut,  sur  les  carac- 
tères d'un  groupe  quelconque  donné  II  d'ordre  h,  on  a  déflni  le  détermi- 
nant 0 


H 


SPQ-I 


de  ce  groupe;  si  «,,«._,,  ...,ah  désignent  les  éléments  du  groupe  envisagé,  9  est 

formé  au  moyen  des  variables  :•„.,  :■„,, z„h;  comme  on  avait  égalé  entre 

elles  celles  des  variable-  r,,,,  z„s,  ...,  z„h  dont  l'indice  correspond  aux  élé- 
ments d'une  même  classe  de  subsl  itulions  du  groupe  envisagé,  la  fonction  9  ne 
dépendait  que  des  /.  variables  s„,  z„  ...,  zk_t  correspondant  aux  /.  classes  de 
substitut  ions  de  ce  groupe. 

Dans  le  Mémoire  ai  tuel,  M.  Probenius  commence  par  envisager  .- .  ,  sa 

imme  des  variables  indépendantes  el 

'"     u-i,,-.| 

c me  nue  1 lion  de  ces  variables.  Il  démontre  d'abord  que  le  nombre  des 
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fadeurs  irréductibles  inégaux  de  (-)  est  égal  au  nombre  /.  de  classes  du  groupe 
envisagé.  Si  *!•.,  désigne  l'un  de  ces  facteurs  irréductibles,  fonction  homogène 
entière  de  z„t,  zlti,  .. .,  z<,h,  on   a  donc 

0  =  *f>*f«.  ..*£*, 

où  e„  e\,  ...,  ek  désignent  des  nombres  entiers.  Si  fy  est  le  degré  de  la  fonc- 
tion <I'V  entière  homogène  en  Zat,  za.,  ...,  z„h,  il  est  remarquable  que  ev  =  /.,- 
La  démonstration  de  cette  proposition  fondamentale  est  difficile;  a\antde  l'éta- 
blir dans  toute  sa  généralité,  .M.  Frobenius  l'établit  successivement  pour 
/  =  i,  ?.,  3.  Chacune  des  fonctions  <ï>v  peut  d'ailleurs  être  transformée,  par  une 
substitution  linéaire  convenablement  choisie,  en  une  fonction  de  fi  variables 
et  ne  peut  l'être  en  une  fonction  d'un  nombre  moindre   de  variables;  si  l'on 

k 

transforme  ainsi  les  divers  facteurs  inégaux  <!',,  <t>-,  ....  <I»t  de  0,  les  h  =  /  j\ 

7  =  1 

nouvelles  variables  dont  dépendent  les  fonctions  transformées  sont  indépen- 
dantes les  unes  des  autres. 

Si  l'on  égale  maintenant,  comme  dans  le  Mémoire  précédent,  les  variables  .z 
dont  les  indices  désignent  les  éléments  d'une  même  classe,  chacune  des  fonc- 
tions <I>V  se  réduit  à  la  f.)'me  puissance  d'une  fonction  linéaire:.,  des  /.variables 
indépendantes  s„,  z,,  ...,  zt_u  et  les  A-  fonctions  linéaires  £,,  |2,  ...,  \k  sont 
linéairement  indépendantes  les  unes  des  autres.  Si  çv  est  de  la  forme 


les  coefficients 


représentent  an  des  caractères  du  groupe  envisagé.  Les  coefficients  de  la  fonc- 
tion «t>v  s'expriment  donc  au  moyen  du  vième  caractère  de  ce  groupe. 

On  peut  ramener  l'étude  du  déterminant  d'un  groupe  donné,  dans  lequel  on 
laisse  zn,,  z,7,,  ...,  z,ni  indépendants  les  uns  tics  autres,  à  celle  du  déterminant 
de  ce  groupe  dans  lequel  on  égale  entre  elles  les  variables  z  dont  les  indices 
désignent  des  éléments  faisant  partie  d'une  même  classe  du  groupe  envisagé. 

Dans  son  Mémoire.  M.  Frobenius  préfère  toutefois  établir  directement  les 
théorèmes  concernant  le  premier  de  ces  déterminants  sans  faire  usage  des 
théorèmes  analogues  concernant  le  second  de  ces  déterminants;  ces  théorèmes 
résultent  immédiatement  de  propositions  contenues  dans  son  Mémoire  sur  les 
caractères  d'un  groupe. 

.1.  M. 


çv 

-   y.      ^   /.U.    »>' 
'  (X  =  0 

..VI 
/.o     • 

7    V                              ..  V 

/.  1 /.  .   - 
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NOUVELLES  ANNALES  dk  Mathématiques.  Journal  des  candidats  aux  Écoles 
spéciales,  à  la  Licence  et  à  l'Agrégation,  dirigé  par  MM.  C.-A.  Laisant  el 
\.  Antomari  (»).  —  3e  série. 

Tome  XVI.    1897. 

I  i  en  ire  (A.).  —  Étude  générale  des  lentilles  épaisses  au  moyen 
de  l'homographie.  (5-8). 

Simple  indication  de  démonstrations  fondées  sur  les  principes   élémentaires 
de  l'homographie. 

Jamet  (  V.).  —  Sur  une  question  de  licence.  (8-1 3). 

Étude  d'une  intégrale,  à  propos  d'une  question  donnée  à  la  session  de  Licence 
de  novembre  1895  à  Rennes. 

Gallucci  (G.).  —  Quelques  théorèmes  de  Géométrie.  (  1 3 - 1 8 ) - 

Propriétés  corrélatives  de  triangles  et  de  tétraèdres  particuliers. 

Un  «  Correspondant  »  des  Nouvelles  Annales.  —  Solution  du 
problème  de  spéciales  donné  au  Concours  d'Agrégation  de  1896. 
(3i-4o). 

Solutions  géométrique  et  analytique  d'une  question  relative  à  des  propriétés 
d'un  ellipsoïde  et  d'une  sphère  concentrique^. 

La  Rédaction.  —  Le  nouveau  programme  d'admission  à  l'Ecole 
Polytechnique.  (4o~45). 

Réflexions  sur  les  remaniements    qui    viennent    d'être    apportés  .1    ce    pro- 
gramme. 

Lémeray  {E.-M.).  —  Sur  les  racines  de  l'équation  x  =  ax~ 
(54-6i). 

L'étude  des  racines  réelles  a   fait  l'objet  d'une    Note    précédente;    l'auteur 
s'occupe  ici  des  racines  imaginaires. 

Rhéville  {11.  de).  —  Sur  une  représentation  géométrique  du 
développement  en  fia»  lion  continue  ordinaire.  (61-62). 
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Remarque  au  sujet  d'une  Communication  analogue  de  M.  Klein,  parue  au 
Volume  de  1896  (  p.  '.'>2-  ). 

.  intomari \X .) .  —  Sur  les  conditions  qui  expriment  qu'une  équa- 
tion algébrique  de  degré  m  n'a  que  p  racines  distinctes  (p  <Cm  • 
(63-75). 

Après  avoir  traité  la  question  générale  et  indiqué  le  moyen  de  lever  la  diffi- 
culté qu'elle  préseate,  l'auteur  applique  son  analyse  à  la  recherche  des  condi- 
tions que  doivent  remplir  les  coefficients  de  l'équation  du  quatrième  degré 
pour  que  cette  équation  n'ait  que  deux  racines  distinctes,  etc. 

Stàckel  (P.)  (Traduction  L.  Laugel).  —  Le  théorème  d'addition 
de  la  fonction  p(u).  (-0-76). 

Démonstration  -impie,  extraite  des  Mathentatische  Annalen,  XLVII,  p.  '  "'1  : 
.896. 

Mangeot  (S.).  —  Sur  l'application  de  deux  covariants  à  la  con- 
struction de  quelques  espèces  de  courbes.  1  7(;-7s  1. 

Ces  covariants  fournissent  un  moyeu  de  reconnaître  si  la  courbe  donnée,  du 
troisième  ou  du  quatrième  ordre,  est  une  cissoïde,  une  strophoïde  droite,  ou 
une  lemniscate,  el  de  <léterminer  certains  paramètres  de  ces  cour!     - 

Farjon  (F.).  —  Théorèmes  de  Pascal  et  de  Brianchon  |  78-79). 

Démonstration  de  ces  théorèmes  déduite  de  la  configuration  <le  six  généra- 
trices rectilignes  d'une  quadrique  gauche  alternativement  du  premier  et  du 
deuxième  sj  stème. 

Correspondance.  —  M.  M.  (Paris).  (Extrait  d'une  Lettre). 

Solution  géométrique  d'une  partie  de  la  question  1498  (insérée  au  volume 
précédent,  p.  3go).  (  90-91). 

Gilbert  1//.1.  —  Concours  des  Nouvelles  tnnales  pour  1896. 
(101-1 12). 

Insertion  de  la  solution  primée. 

Klein  (F.)  (Traduction  Vassilief  et  L.  Laugel).  —  Sur 
V arithmélisation  des  Mathématiques,  (i  1  [-128  . 

Discours  prononcé  devant  la  Société  royale  à<  tlingue  {ii 

Laurent  (//•)•  —  Applications  de  la  théorie  des  subslilulions 
linéaires  à  l'étude  des  groupes,  l  1  jg-i68  . 
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Suite  à  l'exposé  paru  au  précédent  Volume  (i8r/ï,  p.  345)  : 
Groupes  de  substitutions.  —  Groupe  orthogonal.  —  Groupe  symétrique.  — 
Groupe  cyclique.  —  Groupe  des  puissances  d'une  substitution.   —  Groupe  des 
substitutions  à  coefficients  entiers.  —  Essai  de  généralisation.  —   Sur  1rs  pro- 
gressions des  divers  ordres. 

Bioche  (C).  —  Sur  les  surfaces  < | u  1   onl   pour  génératrices  les 
cordes  d'une  cubique  gauche.  (168-169). 

Remarques  diverses  el  établissement  de  l'équation  générale  des  surfaces 
réglées  dont  les  génératrices  sont  les  cordes  d'une  cubique  gauche. 

Sondât.  —  Théorèmes  sur  les  équations  algébriques  (169-171). 

Propriété  de  l'équation  de  degré  pair,  à  coefficients  binomiaux,  qni  a  — 1- 1 
racines  égales. 

Boulanger  (A.).  —  Sur  le  biais  passé  gauche.  (171-176). 

Détermination  du  volume  limité  par  le  biais,  par  les  murs  de  tète  et  par  le 
plan  des  naissances.  —  Détermination  graphique  de  l'indicatrice  en  un  point  P 
de  la  surface  du  biais. 

Deuxième  Concours  des  Nouvelles  -Annales   pour  «897.  (  1 97- 
200). 

Le  sujet  proposé  se  rapporte  à  des  propriétés  de  la  cubiqwe  équilatère  et  du 
tétraèdre  orthocenlrique. 

Schwarz  (II. -A.)  (Traduction  L.  Laugel).  —  Sur  certains  pro- 
blèmes de  représentation  conforme.  (200-201). 

Ce  Travail,  déjà  ancien,  remonte  à  1869.  C'est  l'extraitd'une  Communication 
à  M.  Richelot,  de  Kœnigsberg,  parue  au  Journal  de  Crelle,  t.  70  (100-120), 
février  1869. 

Parmi  les  problèmes  traités  se  trouve  celui  de  la  représentation  conforme 
d'un  carré  sur  l'aire  du  cercle. 

Sarliaux  (F-\  —  Composition  mathématique  pour  l'admission  à 
l'École  Polytechnique  en  [863.  |  ■•>. 3  2-235). 

Exposé  d'une  solution  exclusivement  géométrique  de  cette  question  dont  la 
solution  analytique  a  été  publiée  dans  ce  journal  en  c864  '  p 

Correspondance.  —  Extraits  de  lettres.  (237-288). 

Saint  Germain  (  I.  de).  Construction  graphique  de  \~.  d'après  M.  H.  Guil- 
lot  :  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  étant  2,  el  l'un  des  côtés  une  fois  el 
demie  le  côté  du  décagone  régulier  inscrit  dans  le  cercle  de  rayon  1 .  l'autre 
côté  est  très  sensiblement  égal  à  \  -. 
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Ocagne  (M.  d').  -   Remarque  au  sujel  de  la  solution  de  la  queslion  1717. 
Lemoine  (E.).  —  Remarque  au  sujet  de  la  solution  de  la  question  17 ]■',. 
Schur  (F.).  —    Remarque   bibliographique  au   sujet   de  l'article  de  M.   Farjon, 
inséré  p.  7*. 

Saltykow  |  \ ".).  —  Sur  les  intégrales  communes  à  plusieurs 
problèmes  sur  l'équilibre  d'un  fil  flexible  et  inextensible.  !  2  (5- 

Démonstration,  d'après  la  Lhéorie  de  M.  Korkine,  de  l'existence  de  cinq  cas 
dans  lesquels  le  problème  proposé  admet  des  intégrales  communes. 

Mannheim  (A.).  —  Sur  la  déviation  «Lins  l'ellipse.  (249-252). 

Étude  géométrique  à   propos  d'un  article  déjà  ancien  de  M.  d'Ocagne  sur   le 

mème  sujet  (1886,  370  et  ô34). 

Ocagne  (M.  d").  —  Sur  les  coniques  qui  ont,  avec  une  courbe 
donnée  en  un  de  ses  points,  un  contact  d'ordre  supérieur  (à 
propos  de  la  queslion  1757).  (202-262). 

Lorsque  ces  coniques  sont  des  paraboles,  l'enveloppe  de  leurs  axes  est  une 
hypocycloïde  à  trois  rebroussements,  si  le  contact  de  la  parabole  et  de  la  courbe 

e>t   du  second  on  Ire. 

Examen  de  la  même  question  lorsque  le  contact  est  supposé  du  troisième 
ordre,  ou  du  quatrième. 

Gino-Loria.  —  Identité  de  la  strophoïde  avec  la  focale  à  nœud. 
Son  application  à  l'Optique  géométrique.  (262-260). 

Note  historique  sur  la  strophoïde  oblique  ou  focale  de  Quelelel,  signalée 
d'abord  par  Torricelli,  étudiée  ensuite  par  Guido  Grandi  et  par  Grégoire  Caza- 
lis;  puis  retrouvée  par  Ouetelet,  en  1819  et  étudiée  à  nouveau  par  Dandelin  et 
Cbasles.  Elle  a  été  aussi  rencontrée  en  1713  par   V.  de  Moivre. 

L'auteur  montre  qu'elle  est  aussi  la  courbe  définie  par  le  lieu  des  points  d'in- 
cidence des  rayons  issus  d'un  point  A  et  aboutissant  à  un  point  Iî  après 
réflexion  sur  des  droites  passant  par  un  point  Gxe  0,  dans  le  plan  A.OB. 

Appell  (P.).  —  Développement  en  séries  trigonométriques  des 
polynômes  de  M.  Léauté.  (265-268). 

Cette  analyse  fait   ressortir  les  rapports  signalés  par  G.    Halphen  entre  les 

polyi tes  de  M.  Léauté  el  les  polynômes  de  Bernoulli.  Elle  donne  également 

la  solution  de  deux  questions  (1017  et    1019)  posées  par  M.   E.   Cesaro  dans 
l'Intermédiaire  des   Mathématiciens  (1897). 

Brocard  [G.).  —  Sur  la  transformation  homographique  des  pro- 
priétés métriques  des  ligures  planes.  1  293-297). 
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Application  à  rlcux  paraboles  homothétiques  et  à  deux  hyperboles  liomothé- 

(iques. 

Jaggi  (E.).  —  Sur  une  formule  de  la  théorie  générale  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  et  de  l'intégration  des  différentielles 
totales.  (297-306). 

Extrait  d'un  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  fonctions  présenté  par 
l'auteur  à  l'Académie  des  Sciences,  en  1892. 

La  formule  proposée  est  destinée  à  prendre,  dans  la  théorie  des  fonctions  de 
plusieurs  variables,  la  place  que  prend  la  formule 

F(x)  =  F{xB)  +   ("*  CH^>  dx 

Jxt         dx 

dans  la  théorie  des  fonctions  d'une  seule  variable 

Lémeray  (E.-M.).  —  Sur  la  convergence  des  substitutions  uni- 
formes. (3o6-3i()). 

Si /désigne  une  fonction  holomorphe  ou  méromorphe,  la  substitution  x  fx 
répétée  indéfiniment  fournit  une  suite  de  fonctions  fx,  f2x,  ...  qui,  pour  une 
valeur  donnée  de  x,  prennent  des  valeurs  pouvant  présenter  trois  cas  : 

i°  Elles  croissent  ou  décroissent  sans  limite; 

2°  Elles  tendent  vers  n  limites  distinctes  qui  sont  racines  de  l'équation 
f"x  —  x  —  o  ; 

3°  Ou  enfin  elles  tendent  vers  une  seule  limite  qui  est  racine  de  fx  —  x  =  0. 

L'auteur  se  propose  d'étudier  le  cas  où  mod(  — j — la  =  1,  a  étant  un  point 
racine  de  l'équation  du  n°  3. 

Saint-Germain  {A.  de).  —  Note  sur  les  déplacements  d'une 
figure  invariable.  (3iy-3a2). 

Indication  d'une  méthode  simple  et  uniforme  pour  démontrer  le  théorème 
fondamental  sur  les  déplacements  finis  d'une  figure  dans  un  plan  (rotation  l, 
'■il  d'un  solide  dans  l'espace  (mouvement  hélicoïdal). 

Klein  (F.)  (Traduction  L.  Laugel).  —  Sur  la  stabilité  d'une 
toupie  qui  dort  (sleeping).  (323-328). 

Examen  d'une  difficulté  qui  se  présente  dans  !;i  discussion  approfondie  delà 
stabilité  d'une  toupie  animée  d'un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe 
dirigé  suivant  la  verticale. 

Concours  de  1897.  —  Kcole  Polytechnique  (329-33o).;  Ecole 
Normale  supérieure  (33o-33i);   Concours  général  (332-334); 
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Agrégation  des  Sciences  mathématiques  (  <\\\-  \  3  5  i;  Bourses  de 

Licence  (435-436);   Ecole  centrale   des   A  il  s   et  .Manufactures 
(f>  ;  5-5  -<5). 

Pages  {A.).  —  Premier  concours  des  Nouvelles  Annales  pour 
1897.  (34i-365). 

Ravut  (/>•).  —  Extension  du  théorème  de  Cauchj  aux  fonctions 
d'une  variable  complexe  de  la  forme  pe'"'  a.  (365-3Ô7). 

Maillard.  —  Représentation  géométrique  de  la  fonction  arc  tangs. 

(368-369). 

Bourlet  (C).  —  Sur  un  déterminant  remarquable.  (36q-373). 

Si  dans  une  équation  différentielle  linéaire  homogène,  d'ordre  //;.  on  prend 
la  dérivée  logarithmique  de  la  fonction  comme  nouvelle  inconnue,  on  obtient 

une  nouvelle  équation  différentielle  d'ordre  {m  —  1),  mais  qui  n*est  plus 
linéaire.  L'auteur  a  pu  mettre  cette  équation  sous  forme  de  déterminant.  Se 
référant  ensuite  a  un  résultat  analogue  obtenu  par  .M.  Laisant,  il  a  été  amené 
à  chercher  d'une  façon  générale  tous  les  déterminants  tels  que  leur  développe- 
ment soit,  à  un  facteur  constant  prés,  indépendant  des  coefficients  a0,alt  ..., 
an,  identique  au  polynôme 

f{x)  =  a0xn-\-  a^xn~x  -K . .  —  «„. 

Karagiannidès.    —    Sur    l'équilibre    indifférent    d'une    chaîne 

pesante  sur  une  courbe.  (374-376). 

Détermination  d'une  courbe  dont  tout  arc  de  longueur  /  ait  toujours  -"ii 
barycentre  à  une  distance  donnée  de  Ox. 

iutonne  (L.).  —  Sur  un  certain  jaeobien.  (376-37(j). 

Laurent  (//•)•  —  Etude  sur  les  substitutions  du  second  degré. 
(389:4o4). 

Etude,  par  une  méthode  toute  différente  de  celle  de  M.  Poincaré,  des  substi- 
tutions linéaires  du  second  degré  dont  le  déterminant  est   i. 

Préliminaires.  —  Substitutions  sans  partie  numérique.  —  Groupe  dérivé 
d'une  seule  substitution.  -  Groupe  dérivé  de  substitutions  échangeables.  — 
Groupe  dérivé  de  deux  substitutions  -ans  partie  numérique.  —  Groupes  de 
substitutions  à  un  paramètre.  -  Groupes  ;i  deux  paramètres.  -  Conclusion.—1 
Note  sur  le-  quai  ern  tons. 
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Mannheim  [A.).  —  Sur  le  tracé  de  l'anse  de  panier.  (  \u\-'y^  \. 

Exposé  de  diverses  propriétés  utiles  au  tracé  de  l'anse  de  panier  à  trois 
centres. 

Mangeot  (S.).  —  Des  conditions  nécessaires  el  suffisantes  pour 

qu'une  surface  d'ordre  quelconque  soit  de  révolution.  (408-420). 

L'auteur  a  déjà  résolu  ce  problème  dans  le  numéro  de  mai  1897  des  Annales 
de  l'École  Normale  supérieure;  il  en  expose  i<  i  une  nouvelle  solution. 

Autonne  (L.).  —  Sur  les  symboles  -  à  plusieurs  variables  indé- 
pendantes. (420-426). 

Généralisation  basée  sur  les  recherches  de  Weierslrass  sur  les  séries  entières 
à  plusieurs  variables.  Applications  à  quelques  exemples  simples. 

Bourlet  (C).  —  Sur  L'équilibre  de  la  vis.  (426-429). 

Exposé  d'une  démonstration  affranchie  de  certaines  restrictions  introduites 
dans  la  démonstration  habituelle  des  conditions  d'équilibre  de  la  vis. 

Vicaire  (A.).  - —  Démonstration  géométrique  d'une  propriété  de 
la  cycloïde.  (  \ 3o-4 3 1  ) . 

Il  s'agit  de  cette  proposition  :  la  courbe  telle  que  la  distance  de  chacun  de 
ses  points  au  centre  de  courbure  correspondant  de  la  développée  soit  constante 
est  une  cycloïde. 

Fontené  (G.).  —  Sur  la  correspondance  biforme;  extension  des 
polygones  de  Poncelet.  (  \ .'>-- j(i.'j). 

Parmi  plusieurs  résultats  importants  démontrés  dan-  ce  Travail,  nous  men- 
tionnerons le  suivant  : 
Deux  correspondances  Informes  symétriques 

I     ,  ,  y)=  0,        r(.r,  z)  =  0, 
donnent  entre,  r  et  c  une  correspondance  qui  se  décompose  en  deux  correspon 

danees   Informes 

F" (x,  z )  =  o,         !•""( x,  z)  —  o, 

lorsqu'elles  ont  les  mêmes  valeurs  critiques.  Chacune  des  correspondances 
obtenues  admet  ces  mêmes  valeurs  critiques,  d'où  il  suit  que  ces  nouvelles 
corrcs| danees  sont  également  symélriqui  s. 

Dumont.  —  Note  sur  la  symétrie  dans  lc^  surfaces  algébriques. 
[63-4-2 
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L'auteur  donne  au  mot  axe  de  symétrie  un  sens  plus  général  que  celui 
qu'on  lui  attribue  ordinairement,  et  il  ajoute  qu'une  droite  sera  dite  axe  de 
symétrie  binaire,  ternaire,  quaternaire, quinaire, sénaire  d'une  surface,  suivant 
que  la  surface  pourra  coïncider  avec  elle-même,  après  une  rotation  de  1800,  de 
i2o°,  de  ()On,  de  72°,  de  6o°.  Un  axe  de  symétrie  quaternaire  ou  sénaire  est 
évidemment  en  même  temps  axe  binaire. 

application  aux  surfaces  du  troisième  ordre  el  ;mx  surfaces  du  quatrième 
ordre. 

Caronnet  (T.).  —  Sur  le  joint  de  Cardan.  <  \-rx-\-l\). 
Contribution  à  la  théorie  de  ce  mécanisme. 

Ocagne  [M.  d').  —  Sur  le  déplacement   d'un   triangle  variable 
semblable  à  un  triangle  donné.  ( ^\~  \-^~(^)- 

Démonstration  nouvelle  du  théorème  suivant,  déjà  obtenu  par  M.  G.  Tarry  : 
Si  les  sommets  a  et  b  du  triangle  abc.  semblable  à  un  triangle  fixe,  décrivent 
deux  droites  parallèles  aa  et  bb' ,  l'ordre  de  la  courbe  déi  rite  par  le  sommet  c 
est  égal  à  la  classe  de  la  courbe  enveloppe  du  côté  ab. 

Richard.  —  Solution  de  la  question  proposée  au  Concours  général 
de  Mathématiques  spéciales  en  189-.  (416-482). 

Étude  du  déplacement  d'un  certain  tétraèdre  trirectangle  et  dont  les  trois 
arêtes  rectangulaires  sont  de  longueurs  égales. 

Premier  Concours  des  Nouvelles  Annales  pour  1898.  (480-487). 

Etude  résumée  des  diverses  théories  successivement  proposées  pour  la  stabi- 
lité de  l'équilibre  des  corps  flottants.  Bibliographie  du  sujet. 

La  Rédaction.  —  Les  certificats  d'études  supérieures  des  Facultés 
des  Sciences.  (48--491). 

Une  réforme  récente  a  complètement  modifié  les  conditions  primitives  des 
examens  de  licence;  il  n'y  a  plus  maintenant  qu'un  grade  unique  de  licencié 
es  Sciences;  pour  l'obtenir,  il  faut  justifier  de  la  possession  de  trois  certificats 
d'études  supérieures,  déli\  rés  par  les  Facultés  des  Sciences  à  partir  de  juillet  1897. 
Les  matières  auxquelles  correspond  chacun  des  certificats  varient  suivant  les 
Facultés. 

Hurwïtz   {A.).    —    Sur    la   réduction    des    formes   quadratiques 
binaires.  (4<j  i-5o  1  I. 

La  méthode  d'après  laquelle  l'auteur  établil   la  théorie  de  la   réducti les 

formes  quadratiques  à  deux  indéterminées  repose  sur  ce  principe  qui  > sisti 
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à  rechercher  les  formes  dégénérées,  c'est-à-dire  les  formes  de  déterminant 
évanouissant,  puis  de  celles-ci  à  remonter  aux  formes  générales,  c'est-à-dire 
aux  formes  de  déterminant  non  évanouissant.  Ce  principe  se  montre  d'une 
grande  fécondité;  non  seulement  il  conduit  au  but  très  aisément,  dans  le  cas 
ici  traité  des  formes  binaires  à  coefficients  réels,  mais  il  est  encore  applicable 
aussi  aux  formes  à  nombre  quelconque  d'indéterminées,  que  les  coefficients 
soient  supposés  réels  ou  complexes. 

Blond  lot  (/?.).  —  Nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Stokes. 

(5oi-5o4). 

On  a  donné  le  nom  de  théorème  de  Slol.es  à  la  proposition  qui  exprime  la 
transformation  d'une  intégrale  prise  le  long  d'un  contour  fermé  en  une  inté- 
grale prise  sur  une  surface  limitée  à  ce  contour.  M.  Eni.  Picard  fait  toutefois 
remarquer  avec  raison  que  cette  proposition  était  déjà  connue  d'Ampère,  du 
moins  dans  des  cas  particuliers. 

L'auteur  propose  une  démonstration  particulièrement  simple  et  "ù  l'on  voit 
l'intégrale  superficielle  naître,  pour  ainsi  dire,  de  l'intégrale  curviligne. 

Concours  de  1890.  —  Agrégation  des  Sciences   mathématiques. 

(02O-5?.4). 

Un  Correspondant.  —  Concours  d'Agrégation  de  1890.  Solution 
de  la  question  de  Mathématiques  spéciales.  (5a4-^3o). 

Cohen  (E '.).  —  Théorie  des  régions.  (533-539). 

Lémeray  ( E.-M .).  —  Racines  de  quelques  équations   transcen- 
dantes.   Intégration    d'une    équation    aux    différences    mêlées. 

(54o-546). 

Les  équations  traitées  sont  des  types  xax  =  b,  (x  -+-  K)m ai'x+i  =  b,  . . .,  et 
l'équation  aux  différences  mêlées  est  yîm+i')  —  ay{"p  =  o,  où  a  et  i  son!  deux 
constantes,  y_t  étant  la  valeur  de  la  fonction  quand  la  variable  a  j r  valeur 


Bricard  (/?•)•  —  Sur  le  caractère  quadratique  du  nombre  3  par 
rapport  à  un  nombre  premier  quelconque.  (546-5  |g 

L'auteur  parvient  à  cette  proposition  :  le  nombre  —  3  est  résidu  quadratique 
des  nombres  premiers  de  la  forme  3q-+-i,  et  non  résidu  des  nombres  premiers 
de  la  forme  3  7  +  2. 

Licence    i^  Sciences   mathématiques.  —   Le  Journal  •*  continué 
l'annonce,  inaugurée  en  i<s7<>.  des  questions  d'  analyse,  de  MéV- 
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conique  cl  d'Astronomie  proposées  aux  examens  de  Licence 
es  Sciences  mathématiques  à  Paris  cl  dans  la  plupart  des  Lni- 
versités  françaises.  Voir  p.  i  S-3 1 ,  80-90,  129-143,  1-G-184, 
268-289,  ^79-381,  5o5-o20  el  55o-5-{. 

Solutions  de  questions. 

Audibert.  —  Ellipse  lien  du  centre  de  courbure  de  l'épicycloïde 

roulant  sur  une  droite. 

Lieu  géométrique  déduit  d'une  série  d'hyperboles  équilatères  homothétiques. 

Enveloppe  des  axes  des  paraboles  ayant  un  contact  du  second  ordre  avec 
une  courbe  plane  donnée,  en  un  même  point  de  cette  courbe. 

Brocard  (Il .).  —  Noie  bibliographique  sur  cette  question  qui  a 
été  proposée  et  résolue  sous  le  n°  li260. 

Canon.  —  Xote  sur  deux,  propositions  de  Géomélrie  cinéma- 
tique. 

Droz-Farny  (A.).  —  Génération  d'une  certaine  quartique  tri- 
nodale. 

Propriété   de    triangles    liomologiques   deux    à    deux    et    de    trois    coniques 

associées. 

Propriété  d'un  triangle  et  d'un  rectangle  associés  à  l'ellipse 

Propriété  des  rayons   de  courbure  d'une  parabole  aux   pieds  des  normales 

issues  d'un  point  non  situé  sur  la  courbe. 

Dulimbert  {G.).  —  Lieu  du  second  foyer  de  certaines  coniques 
avant  un  foyer  fixe  et  dont  la  directrice  correspondante  enve- 
loppe une  courbe  donnée. 

Propriété  de  certaines  circonférences  qui   passent  par  six  points  ayant  une 
situation  particulière. 

Expression  du  volume  d'un  tétraèdre. 

Duporcq  ( F.).  —  Propriété  du  quadrilatère. 

Emîne.  —  Question  de  divisibilité. 

Farjon  |  F.).  —  Les  quatre  droites  d'Euler  îles  triangles  formés 
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parles  points  de  conlact  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  exinscrils 
se  coupent  au  centre  du  cercle  circonscrit. 

Gilbert  (A'.).  —  Propriété  de  triangles  homologiques  et  de  co- 
niques associées. 

Leine.kugel  (G-)-  —  Degré  d'une  certaine  courbe  en  relation 
donnée  avec  deux  faisceaux  d'ordres  m  et  n. 

Lemojne  (E.).  —  Remarque  sur  la  définition  des  cercles  de  Neu- 
berg. 

Lez  (//.).  —  Relation  dans  le  triangle. 

Hayon   du   cercle  passant  par  tn>i>  points  dont  les  coordonnées  trilinéaircs 
sont  ( —  <7,  b,  c)(a,  —  b,  c)(a,  b,  —  c  ). 

Mannheim  (A.).  —  Construction  dune  certaine  quartique  heu 
des  milieux  des  cordes  d'un  cercle  ayant  une  projection  donnée 
sur  un  diamètre  fixe. 

Circonférence   lieu   des   pôles  des  spirales   logarithmiques   osculatrices  aux 
diverses  sections  ayant  même  tangente  en  un  point  d'une  surface. 

Ocagne  (/?/.  d').  —  Note  sur  la  solution  donnée  p.   18-. 

Sur  les  coniques  qui   ont  avec  une  courbe  donnée  en   un  de  ses  points  un 
conlact  d'ordre  supérieur. 

Rédaction  (La).  —  Note  sur  l\cii\  questions  résolues  au  Journal 
de  Mathématiques  élémentaires  en  1882. 

Relali  I  V.\.  —  Identité  algébrique  résultant  d'un  certain  déter- 
minant. 

Propriété  du  centre  de  courbure  d'une  conique. 
Taratte  (E.).  —  Propriété  des  racines  de  l'équation  binôme. 

Thêvenet  (A  .).  —  H/yperboloïde  à  deux  nappes,  lieu  gé ilrique 

du  point  commun  à  certaines  sphères. 

Tzitzéica  (G.).  —   Limites  d'une  certaine    fraction    algébrique. 
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Questions  de  divisibilité. 

Une  trentaine  de  solutions  publiées,  3a  questions  nouvelles  proposées,  et 
enfin  une  liste  des  questions  non  résolues  au  3]  décembre  1897,  donnent  la 
preuve  que  la  Rédaction  des  Nouvelles  Annales  tient  absolument  à  liquider 
l'arriéré  et  à  rétablir  clans  son  intégrité  le  régime  habituel  des  questions  et 
des  réponses. 

La  liste  précitée  comprend  2.ji  numéros,  mais  il  est  biep  certain  que  c'est  là 
un  maximum  et  qu'en  réalité  le  stock  de  questions  non  résolues  est  inférieur 
de  10  à  i5  unités  pour  le  moins.  C'est  ce  que  j'ai  reconnu  immédiatement  par 
la  comparaison  avec  le  répertoire  spécial  que  j'ai  depuis  longtemps  dressé  pour 
mon  usage  personnel. 

Je  me  réserve  d'ailleurs  de  communiquer  ultérieurement  à  la  Rédaction  des 
Nouvelles  Annales  les  rectifications  qu'il  conviendra  d'apporter  à  eette  liste. 
indépendamment  de  relies  que  d'autres  collaborateurs  pourront  3  faire  de  leur 
coté. 

Pour  le  moment,  il  y  a  là  une  tentative  des  plus  utiles  et  dont  il  faut  savoir 
gré  aux  savants  rédacteurs  d'un  journal  qui  peut  compter  parmi  les  doyens  de 
la  presse  qui  s'adresse  au  public  mathématique. 

H.   B. 


ANNALES  SCIENTIFIQUES  DE  L'ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,   pdblièks 

SOUS   LES   AUSPICES   DU  MINISTRE    DE    L'INSTRUCTION    PUBLIQUE,   PAU  UN  COMITÉ 
DE   RÉDACTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MAÎTRES  DE  CONFÉRENCES  DE  L'ÉCOLE. 

Troisième  série,  t.  XIV,  ï S97  ('). 

Mangeât  (S.).  —  Sur  la  détermination  des  centres,  axes  et  plans 
de  symétrie  dans  les  figures  algébriques.  (9-19). 

Le  caractère  propre  des  procèdes  de  M.  Mangent  pour  la  recherche  des 
centres,  axes  ou  plans  de  symétrie  des  Ggures  algébriques,  esl  de  n'introduire 
aucune  indéterminée  dans  les  calculs,  ce  qui  évite  les  éliminations.  Tous 
reposent  sur  la  considération  des  dérivées  d'ordre  ;j.  —  1  d'un  certain  polynôme 
de  degré  ;x.  Pour  les  centres  d'une  figure  d'ordre  ///  ayant  pour  équation /=  o, 
on  doit  égaler  à  zéro  toutes  les  dérivées  partielles  d'ordre  m  —  1.  Mais  on  peut 
substituer  toujours  à  la  figure  proposée  une  figure  d'ordre  m  —  j  au  plus,  ce 
qui  résout  le  problème. 

Les  axes  de  la  courbe  plane/=o  d'ordre  ni  doivent  être  des  axes  de  la 
conique 

Z.-rp(££)*~     <•-»=—>• 

Lcrsque  cette  conique  est   un  cercle  de  centre  (xvy0),  i's  sont-  représentés 


('  )  Voir  Bulletin,  t.  W1I..  p.  .'>. 
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par  l'équalion 

k[x  —  xt+  i(y  —  yt)]'-t-  B[x  —  xt—  i( y  —  ya)]'=  o, 
Kx'-t-Mv'  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients 

des  diverses  puissances  de  xy  dans  le  | >•  > I \  n< > m <- 

f\  x+y  +  x0,  i\  y    '  ./•  i    |   xt  \. 

Quand  ces  coefficients  sont  tous  constants,  la  courbe  es!  formée  de  cercles 
concentriques  au  précédent. 

Pour  une  surface  f(x,y,  z)  =  o  d'ordre  m.  toul  axe  ou  tout  plan  de  symé- 
trie doit  être  axe  ou  plan  de  symétrie  de  chacune  des  surfaces  définies  par  les 
équations 


à2  A  ,    ,    à\fk_,    ,    e>2/; 


a!p!  y!'  àx*dytdsl 
et  en  particulier  de  la  quadrique  qui  correspond  à  /•  =  o,  h=m  —  i. 

«  Ces  procédés  pratiques  aboutissent  toujours  dans  le  cas  des  figures  d'ordre 
inférieur  à  6;  et  c'est  là  un  résultat  important  pour  l'étude  de  ces  ligures,  si 
l'on  remarque  que  la  construction  par  points  d'une  courbe  plane  ou  surface  du 
troisième,  quatrième  ou  cinquième  ordre  qui  possède  un  centre,  ou  un  axe  ou 
un  plan  de  symétrie,  peut  être  ramenée,  au  moyen  d'une  transformation  de 
coordonnées  évidente,  à  la  construction  des  racines  d'une  équation  du  second 
degré  ou  d'une  équation  bicarrée.   » 

Delassus.  —  Sur  les  systèmes  algébriques  et  leurs  relations  avec 
certains  systèmes  cl  équations  aux  dérivées  partielles.  (21 -44  '• 

La  méthode  que  railleur  a  indiquée  dans  le  Volume  précédent  des  Annales 
pour  la  réduction  des  systèmes  différentiels  les  plus  généraux  à  une  forme 
canonique  peut,  sans  modifications  importantes,  s'appliquer  aux  systèmes 
d'équations  algébriques. 

C'est  ce  que  M.  Delassus  montre  dans  le  premier  Chapitre  du  présent 
Mémoire,  en  effectuant  la  réduction  générale  d'un  système  algébrique  homogi  ne 
S  à  m  variables  a  une  forme  canonique,  qui  dépend  uniquement  de  m  1 
indices  £,,  p2,  ...,  Pm_,  et  d'un  entier  n.  <>n  peut  d'ailleurs  déterminer  tous 
ces  nombres  sans  être  obligé  de  faire  le  changement  linéaire  à  coefficients 
indéterminés  qui  conduit  à  des  calculs  très  pénibles. 

L'étude  de  la  forme  canonique  à  laquelle  est  consacré  le  second  Chapitre 
porte  d'abord  sur  la  forme  des  identités  d'intégrabilité e\  contient  la  démons 
tration  de  l'existence  des  solutions  d'un  système  canonique,  ramenée  a  dépendre 
du  théorème  classique  de  D'Alembert.  Comparant  ensuite  avec  la  méthode 
donnée  par  Kronecker  (Journal  de  Crelle,  t.  92),  on  reconnaît  que  \i-  indices 
':  sont  précisément  les  degrés  des  facteurs  de  l'équation  que  Kronecker  appelle 

Bull.  </c\  Sciences  ma  thé  m.,  2'  série,  t.  \\III.  (  Mars  if  ft.'i 
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lit  résolvante  générale  du  système  S,  ce   qui  peut  s'énoncer  en  lam 
métrique  de  la  façon  suivante  : 

Si,  dans  l'espace  à  m  —  i  dimensions,  les  surfaces  forment  un  système 
ayant  ry,  'y 'yn   ,  pour  indices,  leur  intersection  complète  Isecompose 

d'une  multiplicité  Im_,  à  ni  —  2  dimensions  et  de  degré  'y 
"  I,„-i  à  m  —  3  »  'y 

»  I ,     à        1  »  ;  ,    ,         . 

»  [„     à       0  » 

en  convenant  de  désigner  par  multiplicité  à  0  dimension  et  de  degré  m  —  1 
un  système  de  Pm_,  points.  Les  raisonnements  par  lesquels  on  arrive  à  cette 
conclusion  montrent  que  la  méthode  de  M.  Delassus  n'esl  autre  que  celle  «le 
Kronecker,  dans  laquelle  on  s'assujettirait  à  effectuer  toutes  1rs  éliminations 
par  le  procédé  de  Sylvester. 

Mais  l'intérêt  de  cette  méthode  tient  aux  rapprochements  qu'elle  établit 
entre  les  systèmes  algébriques  et  certains  53'stèmes  différentiels  dont  traite  le 
troisième  et  dernier  Chapitre  du  Mémoire.  Soit  X  un  système  d'équations  aux 
dérivées  partielles  à  une  seule  inconnue  z,  aux  m  variables  xs,  x2,  ...,  xm  et 
dont  chaque  équation  a  pour  premier  membre  une  (onction  linéaire  homogène 
et  à  coefficients  constants  des  dérivées  d'un  même  ordre  de  z.  Si,  dans  touil- 
les équations  du  système  X,  on  remplace  chaque  dérivée 

dP  z 


dx\x  <uy  . . .  <).i\,'t" 

par  le  monôme  correspondant 

x*'  xa.'-  .  . .  x''n't", 

on  forme  un  système  algébrique  S  homogène  à  m  inconnues,  qui  est  dit  le 
transformé  algébrique  de  S.  On  sait  depuis  longtemps  que,  si 

a,,    a,.     ....    am 

est  une  solution  du  système  S, 

/(a,^,  +  a.,x2-i-. . .~-  amxm  ) 

est  une  solution  du  système  S,  la  fonction  /  restant  arbitraire.  Mais  il  \  a 
plus  :  les  deux  systèmes  X  et  S  ont  forcement  les  mêmes  indices,  de  sorte 
que  si  l'on  a  trouvé  les  degrés  des  diverses  multiplicités  qui  composent  la 
solution  générale  de  S,  on  connaît  le  nombre  et  la  nature  des  arbitraires  qui 
Ggurent  dans  l'intégrale  générale  de  -.  en  vertu  des  théorème-  suivants,  que 
démontre  M.  Delassus  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  système  S  ait  une  inté- 
grale générale  dépendant  seulement  d'un  nombre  limité  de  constantes  arbi- 
traires est  que  le  système  algébrique  S  soit  incompatible.  Dans  ce  cas,  l'in- 
tégrale générale  de  -  est  de  la  forme 

a,  P(  -+-  a2Pj-»-. . .-+-  a  P  . 
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A  '.s  a  étant  des  constantes  arbitraires  et  les  I'  des  polynômes  entiers  en  xv 

x. xm. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  /jue  l'intégrale  générale  d'un 
système  -  dépende  de 

B,  fonctions  arbitraires  de  m  — i   variables 


Bm_,  »  de        i       variable 

et  il 'un  nombre  limité  de  constantes  arbitraires  est  que  la  solution  générale 
du  système  algébrique  S  se  compose 

d'une  multiplicité  lm    .  de  degré  £, 
I...   ,  »  B, 


Thybaut.  —  Sur  la  déformation  du  paraboloïde  cl  sur  quelques 
problèmes  qui  >\  rattachent.  (45-o8). 

M.  VVeingarlen  a  fail  connaître  dans  les  Comptes  rendus  de  l 'Académie  des 
Sciences  (mars  1891)  un  théorème  qui  ramène  la  recherche  des  surfaces  appli- 
cables sur  une  surfine  donnée  à  celle  des  surfaces  donl  les  rayons  de  courbure 
vérifient  une  certaine  relation  involutivè  à  coefficients  variables.  Dans  la  pre- 
mière Partie  île  son  Mémoire,  M.  Thybaut  rattache  re  résultai  curieux,  donl 
M.  Weingarten  n'avait  pas  indiqué  l'origine,  à  la  théorie  des  congruenecs  rec- 
tilignes,  de  la  façon  suivante  : 

Deux  points  \  et  V,  ayant  respectivement  pour  coordonnées  rectangu- 
luires,  l'un  x,  y,  z,  l'autre  xv  yt,  s,  fonctions  de  deux  paramètres  uet  t\ 
on  joint  ces  points  et  l'origine  des  coordonnées  0;  on  pose 

OA2  =  G,         OA,2  =  E,        cosAOA,=  -''-; 

\  EG 

on  considère  la  congruence  (C)  formée  par  la  droite   \l!  parallèle  à  OA    et 
les  points  focaux  F,  F'  situés  sur  Ali. 
si  les  développables  de  la  congruence  (C)  sont  définies  par  les  relations 

du  \V  du  _,.,_    M" 

dv   '  OA,'  dv   ~       ~  "\   ' 

/.  et  /:'  étant  liés  par  l'équation 

\         Ou  0V 


les  trois  expressions 


1 

dE 

ii  u 

),,,, 

\     ou 

dv 

/.+/.') 

+  E 

(IV 

dv 

H- 

1     , 
du 

d\ 

./■  d\ 

—  x,  du, 

drt 

.    yd\ 

1  ,  du. 

../: 

:  d\ 

■  -h  :   du 
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sont  des  différentielles  exactes  et  la  surface  lieu  du  point  |  l.r,.  :    a  pour 

élément  linéaire 

c/.v-  =  E  du':  —  a  F  du  de       i  i  <A  . 

En  particulier,  si  l'on  -uppose 


E        x\  ■+■  y] 

+     Z-      =1, 

F  =  ^.r,  —  r.r 

1_    "'   ~  du' 

G  =  ;r2  —  j'5 

-- 

la  surface  (A,)  lieu  du  point  (xryr  «,)  étant  une  sphère  de  rayon  i,  chaque 
droite  AB  de  la  congruence  (C)  a  pour  cosinus  xlt  vr  z,  et  est  normale  à  la 
surface  (A),  puisque  le  rayon  parallèle  OA,  est  normal  à  la  sphère  (A,)  et 
que  les  deux  surfaces  (A)  et  (A,)  ont  leurs  plans  tangents  parallèles  aux  points 
correspondants.  Les  rayons  de  courbure  de  la  surface  (A)  sont  alors  /.  el  /.': 
la  relation  involutive  qui  les  lie  et  l'élément  linéaire  de  la  surface  (A) 
prennent  respectivement  les  formes 

p.kk.+  pt.{k    n +  £!  =  „, 

ou2  du  av  oe- 

ds-  =  du-—  id'S  dv. 

Après  avoir  ainsi  retrouvé  le  théorème  de  M.  Weingarten,  l'auteur  applique 
le  sien  au  cas  où  l'on  impose  aux  fonctions  E,  F,  G  les  quatre  conditions 


rtF 

,)Y. 

ûG 

dE 

dF       àG 

2  "î ^~ 

du 

dv 

dv 

du 

dv        du 

ce  qui  réduit  la  relation  involutive  entre  k  et  /.    à 

k  +  k'  =  o. 
Un  peut  alors  identifier  l'élément  linéaire,  qui  devient 

ds"  —  (  a  v"-  —  :>  b  e  —  c  )  du2 

-+-  2 ( au v  ■+-  bu  -f-  b'  v  -+-  d )  d u  dv  -+■  ( au- -i-l'«  +  c')  dv*, 

avec  celui  d'un  paraboloïde  quelconque  rapporté  à  ses  génératrices  rectilignes. 
.Mais  on  n'arrive  à  la  détermination  complète  des  congruences  correspon- 
dantes (C)  que  dans  les  deux  cas  traités  déjà  par  M.  Weingarten  :  relui  du 
paraboloïde  à  deux  plans  directeurs  isotropes  (paraboloïde  de  révolution)  et 
celui  du  paraboloïde  imaginaire  à  un  plan  directeur  isotrope. 

Pour  trouver  toutes  les  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  général 


b'-cr 


il    faudrait  déterminer   deux  surfaces  (\)et  (A,)  se   correspondant   aux 
points  \  el  A,  par  plans  tangents  parallèles,  avec  la  relation 


OA.OA,  cos  \<>V      VOA1      <é\  o\*  +  a7-i-  b\ 
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de  façon  que  la  surface  (A)  soit    la   surface  moyenne  de  la  congruence 
des  droites   \V>  parallèles  aux  droites  <>A,. 

Cette  proposition  permet  d'établir  un  lien  entre  la  déformation  du  parabo- 
loïde et  la  théorie  des  lignes  de  courbure.  M.  Thybaut  démontre  en  effet  que 
si  l'on  connaît  un  couple  de  surfaces  (  A)  lieu  du  point  (a?,  y,  z)  et  (A,) 
lieu  du  point  (xt,yv  z,  )  répondant  à  la  question  précédente,  les  formules 

y 
Y  ,  Z  = 


u  —  a 

A,  _    >  \  ,  ,  /., 

v  —  a  v  —  a  v  —  a 

représentent  deux  surfaces  iso thermiques  rapportées  à  leurs  lignes  de 
courbure  u  =  const.  et  v  =  const.  I > a 1 1 s  le  cas  où  le  paraboloïde  a  un  plan 
directeur  isotrope,  l'une  des  surfaces  isothermiques  est  une  sphère  et  l'autre 
surface  appartient  à  une  nouvelle  famille  que  l'auteur  a  ainsi  découverte  et 
qu'il  détermine  complètement  à  la  fin  de  la  troisième  Partie. 

Dans  la  deuxième  Partie,  M.  Thybaut  montre  d'abord  que  les  surfaces  (B  ) 
et  (B,  )  qui  correspondent  respectivement  à  (A)  et  (A,)  avec  orthogonalité  des 
éléments  sont  des  surfaces  minima,  focales  d'une  même  congruence  de  droites 
et  que  les  asymptotiques  se  correspondent  sur  ces  deux  surfaces.  Réciproque- 
ment chaque  couple  de  surfaces  minima  sur  lesquelles  les  asymptotiques  se 
correspondent  et  qui  sont  focales  d'une  même  congruence  rectitigne  fait 
connaître  deux  surfaces  (A)  et  (A,),  c'est-à-dire  une  surface  applicable 
sur  le  paraboloïde  de  révolution.  En  appliquant  ce  théorème,  on  retrouve  les 
formules  par  lesquelles  M.  Darboux  a  représenté  l'ensemble  des  surfaces  appli- 
cables sur  le  paraboloïde  de  révolution,  et  la  considération  des  deux  surfaces 
minima  (B)  et  (B,)  conduit  à  l'énoncé  suivant  :  On  sait  déterminer  toutes  les 
congruences  dont  les  surfaces  focales  sont  des  surfaces  minima  sur  les- 
quelles les  asymptotiques  se  correspondent. 

Aux  congruences  (C)  déjà  définies  on  peut  associer  les  congruences  (C,  ) 
formées  par  les  droites  A,B,  parallèles  à  OA  ;  aux  surfaces  (A)  et  (A,)  les 
surfaces  (M)  et  (M,),  que  l'on  obtient  en  portant  sur  AB,  en  sens  inverse 
de  OA,  une  longueur  A. M  égale  à  OA  et  sur  A,B,  en  sens  inverse  de  OA  une 
longueur  A,  M,  égale  à  OA,  ;  ces  deux  surfaces  (M)  et  (M,)  sont  inverses 
l'une  de  l'autre  par  rapport  à  l'origine.  Les  developpables  des  congruences  (C) 
et  (  C,  )  correspondent  sur  la  sphère  de  rayon  i  à  un  réseau  orthogonal  et  iso- 
therme, qui  esl  la  représentation  sphérique  des  lignes  de  courbure  ries  surfaces 
inverses  (AI)  et  (M,).  Par  suite,  on  sait  déterminer  toutes  les  congruences 
dont  les  developpables  découpent  sur  une  sphère  un  réseau  orthogonal  et 
isotherme.  De  plus,  la  méthode  de  M. Thybaut  fait  connaître  tous  les  couples 
de  surfaces  inverses  à  représentation  sphérique  isotherme.  Ces  divers  résul- 
tats et  plusieurs  de  ceux  de  la  troisième  Partie  se  rattachent  aux  Travaux 
récents  de  M.  Darboux  et  en  particulier  à  sa  Théorie  des  douze  surfaces 
(  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces,  t.  IV). 

Dans  la  troisième  et  dernière  Partie  de  son  .Mémoire,  l'auteur  applique  sa 
méthode  au  paraboloïde  qui  a  un  plan  directeur  isotrope.  Pour  trouver  une 
surface  applicable  sur  ce  paraboloïde,  il  suffit  de  déterminer  une  surface  (A  ) 
correspondant  à  nue  surface  minima  (B)  avec  orthogbnalité  des  éléments    He 


'.',  SECONDE  PARTIE. 

façon  que  la  surface  M,  normale  aux  droiles  delà  congruence  ( C )  soil  polaire 
réciproque  de  la  surface  (  \,);  d'où  le  problème  suivant  :  I  in  surface  mi- 
nima  (B)  étant  prise  pour  surface  fondamentale,  former  un  groupe  de 
douze  surfaces  telles  que  les  surfaces  (M)  et  (A,)  soient  polaires  réci- 
proques, problème  dont  la  solution  dépend  d'une  équation  bien  connue,  intégrée 
l>;ir  Liouville.  On  obtient  d'abord  les  coordonnées  de  la  surface  (M  |  puis  «elles 
des  surfaces  (Y)  et  (A,)  et  par  suite  celles  des  surfaces  applicables  sur  le  pa- 
raboloïde  à  un  plan  directeur  isotrope. 

En  examinant  les  propriétés  îles  surfaces  M  qui  toutes  ont  leur  représenla- 
tion  sphérique  isotherme,  M.  Thybaut est  conduit  à  l'étude  des  équations  (E_) 

de  Laplace  de  la  forme 

d28 

7-    =    /-fJ, 

pour  lesquelles  la  somme  des  carrés  de  //  solutions  particulières  6„  8, IL 

est  nulle;  il  prouve  que  si  l'on  connaît  une  (p  ■+■  \)u",c  solution  quelconque  w, 
et  si  l'on  pose 

Cl*   **  "h   \  ,        tu   '"■'  ,AM  /fi 

la  fonction 


V  w, 


est  une  nouvelle  solution  de  l'équation  proposée.  Lorsque  p  =  3  l'équation  Y. 
est  immédiatement  intégrable;  lorsque  p  —  \  l'équation  est  harmonique. 
Lorsque  p  =  j   les   0   sont  les  coordonnées  pentasphériques  d'une  surface 
isothermique  rapportée  à  ses  lignes  de  courbure. 

La  solution  w  étant  dite  solution  spéciale  de  l'équation  (E  )  quand  w'  ne 
diffère  de  u  que  par  un  facteur  constant,  si  l'on  applique  à  une  équation  (E  ) 
la  transformation  de  M.  Moutard  relative  a  une  solution  spéciale  u>,  on 
obtient  une  équation  E  +1.  L'application  de  ce  théorème  aux  équations  har- 
moniques (lv,)  montre  que  toute  équation  harmonique  a  des  solutions  spé- 
ciales. La  recherche  des  solutions  spéciales  de  toutes  les  équations  harmo- 
niques est  un  problème  équivalent  à  la  détermination  de  toutes  les  surfaces 
applicables  sur  le  parabolo'ide  de  révolution  qui  a  un  plan  directeur  iso- 
trope. 

La  méthode  précédente  permet  donc  tic  déduire  de  chaque  solution  d'une 
équation  harmonique  (  E.)  une  équation  (  E,).  Les  cinq  quantités  x,  y,  z,  u  et  h 
(constante  arbitraire)  liées  par  la  relation 

x-  +  y-  H-  z-  =  u2  —  h -' 

pcu\  eut  être  considérées  comme  les  coordonnées  pentasphériques  d'une  surface 

isothermique  rapportée  a  ses  lignes  de  courbure.  Les  coordonnées  p ituelles 

sont 

A   —    — -r— r  )  1    —    —         ■   >  £   — T  , 

u  ±  h  u  —  h  u  —  h 

le  double  signe  donne  deux  surfaces  inverses  par  rapport  à  l'origine  des  coor- 
donnée-;. Voici  les  expressions  explicites  d<  i  lonnées.  Soient  a  et  b  deux 
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paramètres;  A  une  fonction  arbitraire  de  a,  B  une  fonction  arbitraire  <lc  b, 
Y  cl  B'  les  dérivées  de  A  et  I'».  Si  l'on  pose 


A  =  (ab  +  i)  t-4t  -  "  ;     —  *  77  +f±  2' 
da  M         da  <)u 

on  trouve  pour  \,  V,  '/..  exprimés  en  fonction  de  a  el  6  qui  sont  les  paramètres 

<lrs  lignes  île  longueur  nulle  de  la  surface 

<r-f        <)f       <)f 

De  plus,  on  obtient  toutes  les  surfaces  algébriques  de  la  classe  en  rem- 
plaçant dans  ces  formules  tes  fonctions  arbitraires  A  et  B  /wr  des  fonctions 
a  Igébriques  q  uelco  nques. 

La  découverte  de  cette  nouvelle  classe  de  surfaces  isothermiques  dépendant 
de  deux  fonctions  arbitraires  présente  un  grand  intérêt,  car  on  ne  connaissait 
que  demandasses  de  surfaces  isothermiques  dépendant  de  deux  fonctions  arbi- 
traires :  i°  les  surfaces  minima  avec  leurs  inverses;  2°  une  classe  de  surfaces 
obtenues  par  Ossian  Bonnet,  qui  admettent  une  série  de  déformations  conser- 
vant leurs  courbures  principa  les,  et  dont  l'isothermie  a  été  signalée  par  M.  Raffy. 

Riquier.  — ■   Sur    les    systèmes   différentiels  les   plus  généraux. 
(99-108). 

Réponse  à  quelques  assertions  contenues  dans  un  récenl  Mémoire  de  M.  De- 
lassus  {Annales  de  l'École  Normale,  novembre  et  décembre  1896).  Quatre 
exemples,  traités  avec  détails,  montrent  comment  on  peut,  étant  donné  un 
système  différentiel  quelconque,  déterminer,  au  moyen  des  principes  posés  par 
M.  Riquier,  le  nombre  et  la  nature  des  éléments  arbitraires,  constantes  ou 
fonctions,  dont  dépendent  ses  intégrales  générales. 

Delassus.  —  Sur  les  s\  sternes  des  équations  aux  dérivées  partielles 
dti  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue,  (nu)-i  la). 

Dans  un  Mémoire  inséré  au  Tome  précédent  des  Annales  de  l'Ecole  Nor- 
male, l'auteur  a  exposé  une  théorie  générale  des  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles,  lien  fait  ici  l'application  aux  systèmes  du  premier  ordre  à 
une  seule  fonction  inconnue,  pour  montrer  que  les  méthodes  générales  de 
réduction  des  systèmes  différenl  iels  à  une  forme  canonique  conduisent  précisi 
ment  aux  systèmes  en  involulion  el  que  les  théorèmes  généraux  comprennent 
comme  cas  très  particuliers  les  diverses  propositions  sur  lesquelles  sont  fondées 
les  principales  méthodes  d'intégration. 

\piv-  avoir  moud'',  par  l'exemph    des  systèmes  décomposablcs,  que  dans 
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l'élude  des  systèmes  différentiels  il  y  a  nécessité  absolue,  sauf  dans  des  cas 
très  particuliers,  de  ne  considérer  que  des  équations  résolues.  M.  Delassus 
aborde  la  réduction  à  la  forme  canonique.  Comme  la  forme  canonique  d'un 
système  du  premier  ordre  a  une  inconnue  est  toujours  du  premier  ordre, 
el  que,  de  plus,  tout  ensemble  de  dérivées  du  premier  ordre  d'une  fonction 
est  canonique  quand  l'on  ratine  les  variables  dans  un  ordre  convenable,  il 
est  inutile,  pour  réduire  un  système  du  premier  ordre  a  la  forme  canonique, 
d'y  faire  le  changement  linéaire  de  variables  le  plus  général.  On  peut  ajouter 
qu'un  système  où  ne  figure  pas  l'inconnue  z  est  forcément  en  involution 
quand  il  est  mis  sous  forme  canonique:  un  système  ne  contenant  pas  z  et 
qui  est  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  dérivées  de  z,  est  forcement 
jacobien  quand  il  est  mis  sous  forme  canonique. 

Viennent  ensuite  les  théorèmes  généraux  et  méthodes  d'intégration.  Il  e-l 
d'abord  établi  que  l'intégration  d'un  système  canonique  de  u,  équations  du 
premier  ordre,  à  une  inconnue  et  à  n  rariables.  se  ramène  à  l'intégration 
successive  de  u  équations  du  premier  ordre  et  a  n  —  u  4-  i  variables.  .Mais  on 
peut  simplifier  encore  :  l'intégration  d'un  système  canonique  de  u  équations 
du  premier  ordre,  à  une  inconnue  et  à  n  variables,  se  ramène  à  l'intégra- 
tion d'une  seule  équation  du  premier  ordre  et  a  n  —  p.  -+- 1  variables,  théo- 
rème qui  a  été  donné  par  M.  Lie  pour  les  équations  où  z  ne  figure  pas. 

En  appliquant  ee  théorème  aux  systèmes  jacobiens  on  retrouve  la  méthode 
el  le  résultat  de  Mayer.  Passant  aux  systèmes  non  linéaires,  M.  Delassus 
retrouve,  d'après  ses  principes,  la  méthode  de  Jacobi  et  Mayer  ainsi  que  celle 
de  Lie  qui,  ainsi  qu'il  la  présente,  s'applique  indifféremment  aux  équation-, 
contenant  ou  ne  contenant  pas  l'inconnue.  Il  expose  ensuite  ['intégration  des 
systèmes  linéaires  par  la  méthode  des  caractéristiques,  et  finit  par  Y  inté- 
gration des  systèmes  d'équations  linéaires  aux  différentielles  totales  (théo- 
rème de  Bouquet). 

Le  mode  d'exposition  qu'adopte  M.  Delassus  et  qui  a  pour  point  de  départ 
le  théorème  de  Cauchj  complètement  généralisé,  pour  moyen  l'emploi  des 
systèmes  canoniques,  donne  plus  d'unité  el  de  simplicité  à  la  théorie  de-  -  - 
ténies  du  premier  ordre  à  une  inconnue;  il  rattache  les  procédés  qui  permettent 
l'intégration  de  ces  systèmes  particuliers  à  une  théorie  générale  dont  la  portée 
est  beaucoup  plus  étendue. 

Boni  /cl.  —  Sur  les  opérations  en  général  et  le>  équations  diffé- 
rentielles linéaires  d'ordre  infini,  i  i>  >-i<)o). 

[.  Définitions.  Une  fonction  de  la  variable  x  est  dite  régulière  dans  le 
domaine  de  rayon  p  autour  du  [joint  x  =  x0  si  elle  est  développable  en  une 
série  ordonnée  suivant  les  puissances  constantes  de  x  —  x0  pour  toute  valeur 
de  x  telle  que  l'on  ait 

I  •/'  —  &t  ! 

M.  Bourlet  dit  que  l'on  a  défini  une  transmutation  dès  que  l'on  a  donne  un 
moyen  de  faire  correspondre  à  toute  fonction  u.  d'une  variable  .r.  régulière 
dans  un  certain  domaine,  une  ou  plusieurs  fonctions  de  la  même  variable.  Il 
appelle  les  foni  tions  ces  transmuées  de  a  et  le-  désigne  par  le  symbole  G  u. 

Est  dite  transmutation  fonctionnelle  toute  transmutation  ainsi  définie  : 
étant   donnée   une  fonction    f\  :.  a?)   qui  servira  de  base  à  la  transmutation,  << 
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loutc  fonction  u  de  la  variable  x  on  fera  correspondre  la  fonction  /(«,  x)  de 
la  même  variable.  Une  transmutation  fonctionnelle  est  continue  quand  la 
fonction  f(z,x),  qui  lui  sert  de  hase,  est  une  fonction  continue  de  z;  régulière 
quand  la  fonction  de  base  f(z,x)  est  une  fonction  régulière  des  deux  variables  z 
et  x.  M.  Bourlet  ne  traite  dans  son  Mémoire  que  des  transmutations  continues 
et  régulières.  Il  dit  qu'une  transmutation  est  uniforme  lorsqu'elle  ne  fait 
correspondre  à  toute  fonction  régulière  u  qu'une  seule  fonction  transmuée; 
elle  est  multiforme  dans  le  cas  contraire. 

II.  Trouver  une  transmutation  fonctionnelle  continue  vérifiant  la  relation 

G  (  u  -+-  v  )  —  ©(Eu,  <ci>), 

où  u  et  v  sont  deux  fonctions  arbitraires  de  la  même  variable  et  m  une 
fonction  donnée  de  deux  variables.  Pour  que  le  problème  soit  possible  il  faut 
que  la  fonction  <p(x,  y)  soit  indéfiniment  symétrique,  c'est-à-dire  qu'elle  soit 
symétrique  par  rapport  à  x  et  y  et  que  la  fonction  '?[x,  9  (y,  =  )]  soit  symé- 
trique par  rapport  à  x,  y  et  z.  Abel  a  donné  le  moyen  de  former  toutes  les 
fonctions  de  deux  variables  indéfiniment  symétriques.  Son  Mémoire  sur  cette 
question  contient  tous  les  éléments  nécessaires  à  la  solution  du  problème  actuel. 

III.  Transmutations  additives.  —  M.  Bourlet  désigne  ainsi  les  transmuta- 
tions qui  vérifient  la  relation 

S(«-l-i>)  =  fëii  +  G  v, 

quelles  que  soient  les  deux  fonctions  u  et  v  de  la  même  variable  x.  Le  rôle 
important  de  ces  transmutations  particulières  résulte  du  théorème  suivant:  Si 
r.(x,y)  est  une  fonction  indéfiniment  symétrique,  la  recherche  de  toutes  les 
transmutations  (s  qui  vérifient,  quelles  que  soient  les  deux  fonctions  u  et  v, 

la  relation 

Q[1Z(U,  V)]   =   y(^":  Si>), 

où  -f  tu,  v)  est  une  fonction  donnée,  se  ramène  à  la  recherche  des  transmu- 
tations additives.  Il  y  a  donc  lieu  de  chercher  la  forme  générale  d'une 
transformation  additive. 

IV .  \.  Propriétés  et  détermination  des  transmutations  additives.  —  Après 
avoir  établi  quelques   propriétés  de  ces  transmutations,  l'auteur  établit  cette 

proposition  fondamentale  :  Toute  transmutation  additive.  uniforme.  Continue 
et  régulière,  est  donnée  par  la  formule 

G«  =  atu  -+-  a,  u'       x,  n"  --...    ~ -xniu  "'. 

OÙ   X„,  x,,   ...,  a,M,  ...  désignent  des  fonctions  régulières  et  u  .  u u '"'  .  ... 

les  dérivées  successives  de  la  foin  lion  régulière  u.  Il  esl  fait  de  ce  théorème 
diverses  applications,  notamment  aux  dérivées  à  indice-  fractionnaires  et 
négai  ifs. 

VI.  Une  autre  forme  des  transmutations  additives.  souvent  utile,  résulte 
de  ce  théorème  :  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  transmu- 
tation 

fl\     ■        "  a.„ 

fc«  =  a0«H u  ,11       ...  ,'"'... 

1  >  !  m  ! 
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fournisse  une  transmuée  pour  toute  fonction  u  régulière  dans  un  domaine 
de  rayon  p  autour  du  point  x  est  que  la  série 


Z—X  (Z  —  X):  (Z—X)"1 

soit  convergente  pour  toute  valeur  de  z  telle  que  le  module  de  z  —  x  soit 
égal  a  p. 

Alors  la  transmutation  Eu  est  dite  complète  dans  le  domaine  de  rayon  p 
autour  du  point  x.  Les  transmutations  complètes  seront  seules  étudiées  dans 
la  suite. 

VII.  Le  symbole  fi  x,  —  )  et  ses  propriétés.  —  L'algorithme  de  la  transmu- 
ta lion  additive 

a,    du         a.   dru  a  ,   d"  u 

(Bu  =  a0u-h  —   -. (-  -;  -j—,  —  . . . +  -7  -5—  -f- . . . 

i    dx        2 .   dx-  n .   dx" 

peut  s'écrire  symboliquement 


-     _  /  al    d        a,    d"-  an    d'1 

\  °  ~^    1    du        3  !  dx2    '  n  !   dx"  ~^  ' 

ou,  sous  forme  condensée, 
si  l'on  pose 

Il  y  a  grand  avantage  à   introduire  le  symbole  opératif  f(x,-j-  )>  déduit  de 

la  fonction  opérative  f(x,  z)  dont  M.  Bourlet  fait  connaître  une  propriété 
capitale  :  La  fonction  opérative  d'une  transmutation  additive.  uniforme, 
continue  et  régulière,  qui  est  complète  dans  un  certain  domaine  autour  du 
point  x,  est,  pour  cette  valeur  de  x,  une  fonction  transcendante,  entière  de 
la  variable  z,  de  genre  1  ou  o. 

Voici  les  propriétés  essentielles  que  met  en  évidence  l'emploi  du  symbole 
opératif  :  en  général,  l'opération  de  la  multiplication  de  deux  transmuta- 
tions additives  n'est  pas  commutative. 

Le  produit  de  deux  transmutations  additives,  uniformes,  èi  coefficients 
constants,  est  une  transmutation  additive.  uniforme,  éi  coefficients  constants 
dont  la  fonction  opérative  est  le  produit  des  fonctions  opérât ives  des  deux 
transmutations. 

Le  produit  de  deux  transformations  additives.  uniformes,  à  coefficients 
constants,  est  commutatif. 

VIII.  Applications  du  symbole  opératif  aux  équations  différentielles 
linéaires.  —  L'une  de  ces  applications  fait  connaître  une  classe  d'équations 
linéaires  intégrables  qui  rentrent  a  la  vérité  dans  un  type  signalé  par  M.  Flo- 
quet;  mais  ces  équations  sont  reconnaissables  à  la  simple  inspection,  ce  qui 
n'a  pas  lieu  pour  le  type  général  de  M.  Floquel  :   Liant  donnée  une  équation 
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différentielle  linéaire  et  homogène 


f(x'd%)y  =  °> 


dont  le  polynôme  opératif  f(x,  z)   est  un  polynôme  entier  en  z  +  kx   à 
coefficients  constants,  et  gui,  par  suite,  est  de  la  forme 

P("'> ( kx )  cl'"v        P '■"'-"(/■•■g)  rf"'-'  Y  P' ( kx )  dy  _ 

/m!         d.i  -  +    (m  -i)  !     rf^"  +-  •  'H  ï        î/i  +     (    'r)r  ~  °' 

P  étant  un  polynôme  entier  de  degré  m,  dont  P',  P",  ...,  P  ""  sont  les  déri- 
vées, il  suffit  de  poser 

y  =  ue      2 

pour  transformer  cette  équation  différentielle  en  une  équation  à  coefficients 
constants. 

I\,  X.  Transmutations  inverses  des  transmutations  additives.  —  Les  trans- 
mutations additives  formant  un  groupe,  au  sens  le  plus  généra!  du  mol,  on  est 
conduit  à  rechercher  si  l'on  peut  appliquer  à  ces  opérations  les  théories  de 
M.  Lie  sur  les  groupes  de  transformations. 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  chaque  transmutation  additive  admette 
une  transmutation  inverse,  appartenant  au  groupe.  Effectivement,  la  transmu- 
tation inverse  d'une  transmutation  additive  est  également  additive. 

Mais  l'inversion  d'une  transmutation  additive  n'est  pas  toujours  possible, 
c'est-à-dire  que  la  transmutation  inverse  n'est  pas  toujours  complète,  ainsi 
qu'un  le  voit  sur  des  exemples.  Pour  que  l'inversion  d'une  transmutation 
additive  soit,  en  général,  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  toutes  les  puissances 
entières,  positives  ou  nulles  de  x,  admettent  des  fonctions  inverses. 

XI.  Équations  différentielles  linéaires  d'ordre  infini.  —  Une  transmutation 
additive  uniforme  ayant  pour  fonction  opérative  f(x,  z),  faire  l'inversion  de 
cette  transmutation,  c'est  intégrer  l'équation  différentielle  linéaire 


4-=)' 


qui  est  d'ordre  infini  lorsque/ne  se  réduit  pas  à  un  polynôme  en  s.  I>e  telles 
équations  linéaires  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  les  équations  d'ordre 
fini.  On  peut  donc,  pourvu  que  l'on  en  connaisse  une  solution  particulière, 
n'avoir  égard  qu'à  l'équation  sans  second  membre 

c)  f(*'dV)u  =  0- 

Les  transmutations  à  inversion  complète  se  rangent  en  trois  cati  -    i 

i  Celles  pour  lesquelles  l'équation  (il  admet  ['unique  solution  «  =  o;  ce 
>.. ni  celles  dont  la  transmutation  inverse  est égalemenl  uniforme  (dans  ce  type 
rentre n,l  les  changements  de  variabli 

■    Les  transmutations  telles  que  l'équation  (i)  ait  un  nombn   limitédesola- 


fio  SECONDE   PARTIE. 

tions  linéairement    indépendantes;    la    transmutation    inverse   n'est    pas  uni- 
forme ; 

3°  Les  transmutations  telles  que  l'équation  (n  ;iii  une  infinité  de   solutions 
linéairement  indépendantes.  C'est  le  cas  de  l'équation 


-  u  -f-    — ;  u    +  . 


qui  a  visiblement  pour  intégrale  une  fonction  arbitraire  périodique,  régu- 
lière,  de  période  a. 

Bien  que  la  question  de  savoir  à  quelle  catégorie  appartient  une  transmu- 
tation auditive,  uniforme,  complète,  admettant  une  inverse  également  com- 
plète, ne  soil  pas  résolue,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

Lorsque  la  fonction  opérative  d'une  transmutation  additive,  uniforme, 
complète  n'a  aucun  zéro  (en  z)  a  distance  finie,  la  transmutation  est,  a 
un  multiplicateur  près,  une  substitution,  et  la  transmutation  inverse  est 
uniforme. 

Lorsque  la  fonction  opérative  f'x,z)  d'une  transmutation  additive, 
uniforme,  complète,  admet,  que/  que  soit  .r.  un  nombre  fini  de  zéros  en  z, 
la  transmutation  n'est  autre  chose  qu'une  transmutation  finie,  suivie  d'une 
substitution.  La  transmutation  inverse  contient  un  nombre  fini  de  constantes 
arbitraires,  égal  au  nombre  des  zéros  de  la  fonction  opérative. 

XII.  Transmutations  à  plusieurs  variables.  —  La  théorie  des  transmuta- 
tions portant  sur  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  particulièrement  de  leur 
inversion,  e~t  beaucoup  plus  compliquée  que  dans  le  cas  d'une  seule  variable. 
Nous  citerons  seulement  ce  théorème  :  Toute  transmutation  additive  à  n 
variables  xn  x2, rn  continue  et  régulière  est  /tonnée  par  lu  formule 


où  a0  „      „,  x*,,/t. *•„  désignent  des  fonctions  régulières  des  n  variables  et  où 

la  sommation  est  étendue  à  toutes  les  valeurs  entières  (positives  ou  nulles) 
des  indices  /,,,  /,._, ka. 

Mangeot  (S.).  —  Sur  le  moyen  de  reconnaître  une  surface  de 
révolution  algébrique  et  de  découvrir  la  position  de  son  axe. 
(191-193). 

Le  procédé  indiqué  par  l'auteur  permet  de  former  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  l'équation  du  degré  ///  à  trois  variables  représente  une 
surface  de  révolution. 

Délassas.  —  Sur  les  transformations  cl  l'intégration  des  systèmes 
différentiels.  (195-24  1). 

Introduction.  —  «  On  sait  l'importance  de<  intégrales  intermédiaires  dans 
le  problème  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre.  C'est  la  recherche  de  telles  intégrales  qui  constitue  la  méthode  de  Monge 
et,  au  fond,  celle  de  Laplace. 
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a  Je  me  propose,  dans  ce  .Mémoire,  d'étendre  la  même  notion  aux  systèmes 
différentiels  quelconques.  Il  est  possible  d'y  arriver  d'une  façon  précise  en  uti- 
lisant les  résultats  que  j'ai  donnés,  dans  mi  Mémoire  antérieur,  sur  la  forme 
canonique  générale  de  tels  systèmes  et  le  théorème  général  d'existence  des 
intégrales. 

»  Le  théorème  de  Cauchj  généralisé,  en  faisant  connaître  d'une  façon  pré- 
cise  le  nombre  el  la  nature  îles  arbitraires  dont  dépend  l'intégrale  générale 
d'un  système,  permet  en  quelque  sorte  de  mesurer  le  degré  de  difficulté  de 
l'intégration,  ce  qui  conduit  à  la  notion  de  système  plus  simple  qu'un  autre. 
»  En  partant  de  ces  idées,  on  est  Loul  naturellement  conduit,  pour  lentei 
l'intégration  d'un  système  —,  à  chercher  des  systèmes  intermédiaires  S',  c'est- 
à-dire  des  systèmes  plus  simples  que  i^  et  dont  toutes  les  intégrales  soient  des 
intégrales  de  il.  Si  l'on  connaît  des  systèmes  -'  dont  les  équations  con- 
tiennent des  arbitraires  en  nombre  suffisant,  l'intégration  de  il  sera  ramenée 
à  i:'. 

»  Pour  former  un  système  intermédiaire,  il  faut  ajouter  à  X  des  équations 
complémentaires,  et  on  leur  imposera  la  condition  de  former  avec  ^  un  sys- 
tème JL'  compatible  et  ayant  une  intégrale  générale  dépendant  d'arbitraires 
dont  on  fixera  a  priori  le  nombre  et  la  nature.  Les  premiers  membres  des 
équations  complémentaires  seront  alors  assujettis  à  vérifier  un  système  dillé- 
rentiel  S",  que  l'on  saura  certainement  former. 

»  Si  S"  est  compatible  et  a  des  intégrales  dépendant  d'arbitraires  en  nombre 
suffisant,  l'intégration  de  il  sera  décomposée  en  deux  parties  qui  seront  l'inté- 
gration de  S",  puis  celle  de  £'. 

»  Il  est  naturel  de  chercher  à  obtenir  un  système  1  qu'on  sache  certainement 
intégrer:  dans  ce  cas,  on  peut  dire  que  toute  la  difficulté  de  l'intégration  de  2 
se  trouve  reportée  sur  il",  et  nous  appellerons  -"  le  transformé  de  £. 

»  En  faisant  varier  la  forme  imposée  à  £',  on  arrive  à  déduire  d'un  même 
point  de  vue  un  grand  nombre  de  résultats  dont  certains  sont  nouveaux  et 
dont  les  autres  constituent,  à  peu  de  chose  près,  tout  ce  que  l'on  sait  actuel- 
lement sur  les  systèmes  différentiels  d'une  forme  présentant  quelque  généra- 
lité. 

»  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  l'on  impose  à  -  la  condition  d'être  de 
première  espèce,  e'est-à-dire  d'avoir  une  intégrale  générale  dépendant  d'un 
nombre  limité  de  constantes  arbitraires. 

»  Appliqué  aux  systèmes  de  première  espèce  eux-mêmes,  il  conduit  à  leur  inté- 
gration par  des  équations  différentielles  ordinaires. 

■•  appliqué  aux  systèmes  dont  l'intégrale  générale  ne  dépend  que  d'une  seule 
fonction  arbitraire,  laquelle  ne  dépend  que  d'un  seul  argument,  il  conduit 
immédiatement  a  leur  intégration  par  des  équations  différentielles  ordinaires. 
»  Appliqué  à  îles  systèmes  quelconques,  il  conduit  à  faire  correspondre  à 
tout  système  i:  une  infinité  multiple  de  systèmes  de  plus  en  plus  compliqués, 
et  a  un  nombre  de  variables  de  plus  en  plus  grand,  dont  l'intégrale  générale 
se  déduit  de  celle  de  i2  par  des  calculs  algébriques  el  tels  que.  si  l'on  sait 
intégrer  l'un  quelconque  d'entre  eux,  on  en  déduit  l'intégration  de  ton-  les 
autres  par  des  équations  différentielles  ordinaires  et  des  calculs  algébriques. 

»  Chacun  de  ces  systèmes  possède,  en  outre,  la  propriété  de  pouvoir  s'inté- 
grer par  des  équations  différentielles  ordinaires  dès  qu'on  en  connaît  une 
intégrale    particulière   dépendant    de   certaines   constantes   el    fonctions  arbi- 

I  I  , lire-. 
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»  Enfin,  le  même  cas,  appliqué  aux  systèmes  de  premier  ordre  à  une  incon- 
nue, conduit  toqt  naturellement  à  la  méthode  de  Jacobi  et  Mayer,  qui  se 
trouve  ainsi  établie  d'une  façon  simple,  sans  faire  de  distinction  entre  le  cas 
où  l'inconnue  figure  et  celui  où  <•  1 1 <;  ne  ligure  pas,  et  sans  être  obligé  de  faire 
appel  aux  propriétés  particulières  des  i  xpressions  |  F,  'l>  |  de  Poisson. 

»  Parmi  les  systèmes  qu'on  sait  intégrer  par  des  équations  différentielles 
ordinaires,  ceux  qui  ont  la  forme  la  moins  particulière  sont  ceux  dont  l'inté- 
grale générale  dépend  d'une  seule  fonction  arbitraire  d'une  variable. 

»  Si  l'on  cherche  des  équations  complémentaires  conduisant  à  de  tels  sys- 
tèmes, et  si  l'on  cherche  à  se  placer  dans  les  conditions  les  plus  favorables 
pour  que  l'on  puisse  ainsi  arriver  a  trouver  toutes  les  intégrales  du  système 
proposé  -•  on  esl  fatalement  conduit  a  retrouver  la  méthode  de  M.  Darboux 
{Annales  de  l'École  Normale,  1870)  bien  précisée  dans  le  cas  des  systèmes 
quelconques. 

»  En  dernier  lieu,  une  transformation  particulière,  que  j'appelle  transfor- 
mation par  changement  d'inconnues,  fournit  un  résultat  intéressant  relatif 
à  l'application  de  la  méthode  de  M.  Darboux  aux  systèmes  linéaires.  S'il  exisie 
une  équation  linéaire  qui,  ajoutée  à  X,  donne  un  système  S'  dont  l'intégrale 
«untient  au  moins  une  fonction  arbitraire,  i:  pourra  certainement  s'intégrer 
par  la  méthode  de  .M.  Darboux.  » 

Délassas.  —  Noie  sur  les  systèmes  différentiels.  (243-246). 

Discussion  avec  M.  Riquier.  Réponse  à  la  Note  de  celui-ci,  insérée  plu-  liant 
(  p.  ()()-. <jS). 

Mangeot  (S.).  —  Sur  un  mode  de  développement  en  série  des 
fonctions  algébriques  explicites.  (247-200). 

Méthode  pour  calculer  les  dérivées  successives  de  la  fonction 

"=[/,(^)]'"«[/î(^)]B'»[/3(^)]m>...    [/,(■*)]'"'-, 

où  les  exposants  mi  sont  des  constantes  quelconques.  On  connail  ainsi  le  dé- 
veloppement en  série  entière  «le  la  fonction  u;  et  l'application  de  celle  mé- 
thode, répétée  s'il  y  a  lieu,  conduit  au  développement  de  toute  fonction  algé- 
brique et  explicite  d'une  variable. 

Zaremba .  —  Sur  le  problème  de  Dirichlet.  |  201-258). 

L'objet  de  ce  travail  est  «le  prouver  que,  «le  l'existence  de  la  fonction  «le 
Green  relative  à  un  domaine  (D)  limité  par  une  surface  (S)  simplement 
connexe,  dont  les  rayons  «le  courbure  sonl  en  chaque  poini  déterminés  et  diffé- 
rents de  zéro,  l'on  peul  conclure  la  possibilité  du  problème  de  Dirichlet  pour 
ce  domaine  (D)  même  dans  le  cas  «m  les  valeurs  que  la  fonction  demandée 
doit  prendre  sur  la  surface  (S)  admettent  «le-  lignes  «le  discontinuité. 

A  cet  effet,  M.  Zaremba  suppose  la  surface  (S)  maintenue  au  potentiel  zéro 
et  soumise  à  l'influence  d'une  masse  électrique  égale  à  — 1,  concentrée  en  un 
point  M(x,y,z)  intérieur  à  la  surface  et,  désignant  par  u ( x,  y,  z ;  x', y',  z' ) 
la  densité  en  un  point  P ( x', y',  z' )  de  l'électricité  induite  dans  ces  conditions 
sur  la  surface  (  S  ).  dél  ermine  une  limite  inférieure  cl  une  limite  supérieure  des 
valeurs  de  ". 
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Ces  limites  une  fois  trouvées,  il  propose  de  trouver  une  fonction  v(x  y,z) 
satisfaisant  a  l'intérieur  de  la  surface  à  l'équation  de  Laplace  et  se  ré- 
duisant, sur  cette  surface,  a  une  fonction  donnée  f(tf,  y',  z')  de  la  position 
du  point  P{x',y',  z').  On  est  conduit,  par  la  théorie  de  la  fonction  de  Green, 
,i  prévoir  que  v  est  représenté  par  la  formule 

v=  J  u(x,y,z;  x'.  y',z')f(x\  y',  z')ds, 

où  (/s  csi  l'élément  de  surface  (S)  relatif  au  point  P  et  où  l'intégration  s'étend 
à  toute  la  surfiire  f  S  ). 

M.  Zaremba  prouve  qu'il  en  esl  bjen  ainsi  lorsque  la  fonction  f(.r',  y',  z'  ) 
satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

i°  Sa  valeur  absolue  ne  dépasse  jamais  une  constante  positive  donnée; 

■i°  Cette  fonction  ne  devient  discontinue  que  le  long  de  certaines  lignes 
tracées  sur  la  surface  (S),  sur  lesquelles  elle  esl  indéterminée,  et  au  passagi 
desquelles  elle  varie  brusquement  d'une  quantité  (i nie. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  proposition  suivante,  que  l'auteur  établit  en  se 
servant  des  limites  inférieure  et  supérieure  obtenues  pour  u  : 

Si  y  désigne  la  plus  courte  distance  du  point  ( x,  y,  z)  à  la  surface  (S) 
et  r  la  distance  de  ce  poird  à  un  point  variable  de  la  surface 

r2  =  (x  —  x')i  +  (y  —  y')i-h(s  —  z')2, 

la  différence  entre  la  fonction  v  définie  ci-dessus  et  l'intégrale 

f(x\  y'.z) 


f. 


ds, 


étendue  à  toute  la  surface,  tend  uniformément  vers  zéro  lorsque  Y  tend 
vers  zéro.  En  d'autres  termes,  à  tout  nombre  positif  z,  si  />ctit  qu'il  soi/, 
correspond  un  nombre  positif  ;j.  tel  que.  sous  la  seule  condition  y  <  u.,  on  ait 


'  J  s 


f(x',y',z') 


ds    <  e. 


L'analyse  de  M.  Zaremba  fournit  en  même  temps  une  solution  très  simple 
de  ce  problème  :  Une  fonction  ç(x,  y,  z)  satisfaisant  à  l'intérieur  de  la  sur- 
face à  l'équation  de  Laplace  et  se  réduisant  sur  cette  sur  face  à  une  fonction 
présentant  des  lignes  de  discontinuité,  quelle  sera  la  limite  vers  laquelle 
tendra  la  fonction  v(x,  y,z)  quand  on  fera  tendre,  suivant  un  are  donné, 
le  point  (x.  y,  z)  vers  un  point  situe  sur  l'une  de  ces  lignes  de  discontinuité. 

Riquier.   —   Sur  la   réduction  des  systèmes   différentiels   quel- 
conques à  une  forme  canonique  (209-285). 

Voici,  d'après  l'auteur  lui-même,  le  but  de  ce  Travail  : 

Dans  diverses  Noir- cm uniquées  à  l'Académie  des  Sciences  el  dans  un 

Mémoire  in  extenso  dont  elle  m'a  fait  l'honneur  d'ordonner  l'insertion  au  Recueil 
de  Mémoires  des  Savants  étrangers,  j'ai  établi  que  toul  système  différentiel 
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peut,  sans  changement  de  variables  ni  intégration,  se  ramener  à  un  autre 
composé  :  i°  d'un  groupe1  <l<-  relations  finies  exprimant  certaines  des  fonctions 
inconnues  à  l'aide  des  autres  et  des  variables  indépendantes;  2°  d'un  groupe 
orlhonome  passif  et  linéaire  du  premier  ordre  où  se  trouvent  engagées,  avec 
les  inconnues  restantes,  quelques-unes  «le  leurs  dérivées  à  titre  d'inconnues 
adjointes.  L'économie  des  conditions  initiale-,  évidente  dans  ce  dernier  système, 
se  trouve  par  là  même  immédiatement  connue  dans  le  système  proposé,  et, 
dans  l'un  comme  dans  l'autre,  la  solution  générale  dépend  de  fonctions  arbi- 
traires en  nombre  fini. 

Cela  posé,  et  un  système  orthonome  passif  et  linéaire  du  premier  ordre  étant 
donne  on  peut  toujours,  pur  un  simple  changement  linéaire  ei  homogène 
des  variables  indépendantes,  modifiant,  il  est  vrai,  l'économie  des  conditions 
initiales,  le  mettre  sous  une  forme  telle  que  la  recherche  d'intégrales  ordi- 
naires répondant  à  des  conditions  initiales  données  s'y  ramène  à  une  recherche 
semblable  exécutée  successivement  sur  divers  systèmes  de  forme  très  simple. 
Ce  résultat  a  été  communiqué  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance  du 
8  mars  1897,  et  so"  exposition  détaillée  constitue  l'objet  du  présent  Mémoire.   ■ 

V  la  suite  de  ce  Mémoire  est  placé  un  Appendice  dans  lequel  M.  Riquicr 
répond  à  la  Note  récente  de  M.  Delassus  (même  Volume,  p.  243-246). 

Pellet.   —  Mémoire  sur  la   théorie   des   surfaces  et  des  courbes. 
(287-310). 

Au  moyen  des  six  coefficients  E,  F,  G,  D,  I»',  D"  des  deux  formes  quadra- 
tiques fondamentales  qui  représentent  les  parties  principales  du  carré  de  la 
distance  de  deux  points  infiniment  voisins  sur  une  surface  et  de  la  distance  de 
l'un  de  ces  points  au  plan  langent  à  l'autre',  l'auteur  calcule  les  termes  du 
troisième  ordre  de  l'équation  d'une  position  infiniment  petite  de  la  surface.  I! 
étudie  ces  termes  du  troisième  ordre  non  seulement  pour  les  surfaces,  mai* 
pour  les  courbes  et  les  fonctions  de  trois  variables.  La  méthode  d'identification 
qu'il  emploie  fournit  une  infinité  d'équations  différentielles  entre  les  six  fonc- 
tions E,  F,  G,  I),  I>\  D".  Des  trente  premières  on  peut,  par  l'élimination  de 
vingt-trois  paramètres,  déduire  sept  équations  qui  se  réduisent  aux  trois  for- 
mules fondamentales  de  la  Théorie  des  surfaces. 

Desaint  (L.).  —  Sur  quelques  points  *  1  * •  la  théorie  des  fonctions. 

(311-378). 

L'objet  principal  de  ce  Mémoire  est  l'étude  des  valeurs  qui  annulent  une 
fonction,  ou  plus  généralement  lui  font  acquérir  une  valeur  donnée.  L'auteur, 
frappé  de  l'insuffisance  des  résultats  auxquels  on  est  arrivé  jusqu'ici  quant  à  la 
distribution  des  zéros  des  fonctions,  estime  qu'il  faut  l'attribuer  au  caractère 
trop  analytique  des  méthodes  que  l'on  appliquait  à  un  problème  où  l'élément 
géométrique  devait  jouer,  par  la  force  même  des  choses,  un  rôle  si  important. 
En  effet,  il  a  pu  avec  succès  rapporter  la  position  des  points  où  une  fonction 
acquiert  une  valeur  donnée  à  la  configurât  1011  géométrique  formée  par  ses 
points  de  discontinuité,  ce  qui  n'est  point  pour  surprendre,  si  l'on  considère 
que  les  fonctions  ne  sont  véritablement  individualisées  que  par  la  position  et 
la  nature  de  leurs  singularités. 


REVUE    DES    PUBLICATIONS.  65 

Première  partie  :  Sur  la  distribution  des  zéros  des  fonctions  uniforme*. 
—  Comme  ce  titre  l'indique,  M.  Desaint  ne  s'est  point  proposé  le  problème 
inabordable  qui  consisterait  à  déterminer  point  par  point  les  racines  des  équa- 
tions transcendantes,  mais  seulement  de  limiter  les  régions  du  plan  dans  les- 
quelles peut  s'annuler  une  fonction  de  variable  complexe. 

Le  Chapitre  I  s'ouvre  par  l'exposition  de  la  méthode  géométrique  employée 
par  l'auteur.  Cette  méthode  est  fondée  sur  la  remarque  suivante  :  Si  un  en- 
semble de  segments  issus  d'un  même  point  sont  tous  situés  au-dessus  d'une 
droite  (D),  leur  résultante  est  essentiellement  différente  de  zéro  et  située 
au-dessus  de  (D),  qui  équivaut  à  cet  énoncé  général  : 

Une  fonction  f{z)  de  la  variable  complexe  est  définie  par  la  série 
f(')  =  £?.(*), 

la  série  des  modules  étant  convergente.  Si  R  est  une  région  du  plan  des  z  où 
la  variation  de  l'argument  de  ?„(-s)  est  inférieure  à  ~  lorsque  n  varie,  la 
fonction  f(z  )  ne  peut  s'annuler  qu'en  dehors  de  cette  région. 

Les  fonctions  <?„(z)  sont  d'abord  supposées  rationnelles,  et  l'auteur  démontre 
le  théorème  fondamental  que  voici  u 

Soitf(z)  une  fonction  définie  par  la  série 

m,  ii v 

où  Au-,  ar  a2,  ...,  alt  frp  b2,  .  ...  bk>  sont  des  quantités  variables  avec  les 
entiers  m,  n,  ....  s;  Au-  est  réel  et  garde  un  signe  constant  quand  m,  n,  . . .,  s 
prennent  foutes  les  valeurs  de  la  série,  la  différence  k  —  k'  étant  la  même 
pour  toutes  les  fonctions  rationnelles;  de  plus,  tous  les  points  «,,  a2,  . .  .,  ak, 
bn  b2,  ....  bk  sont  à  distance  finie.  Considérons  le  cercle  C  {de  rayon  R)  de 
surface  minima  entourant  tous  les  pôles  et  les  zéros  des  termes  de  la 
série  f(z);  les  zéros  de  f{z)  sont  à  l'intérieur  d'un  cercle  concentrique  au 
cercle  C,  de  rayon 

R 


2  (*  +  £') 


ou  k  -i-  k'  est  la  plus  forte  somme  des  degrés  des  dénominateurs  et  numé- 
rateurs respectifs  des  fractions  rationnelles  de  la  série. 

Ce  théorème,  appliqué  aux  racines  des  polynômes,  conduit  par  des  généra- 
lisations successives  à  cette  conclusion  : 

La  fonction  u  des  variables  x.  r,  ...,  z  est  définie  pur  l'équation 

u"  —  . .  .-\-  G   (x,  y,  . . .,  z) u"~v 4-. . . -+-  G„( x, y,  s )  =  o, 

où  <i,.  G5 Gn  sont  des  fonctions  uniformes  des  r  variables  x,  y c: 

quand  le  point  x.  r,  . ...  z  décrit  dans  l'espace  ii   ?.  r  dimensions  un  conti- 
nuum  <'.  ne  rencontrant  aucune  discontinuité  des  fonctions  Gv,  le  radical 
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attei/it  sa  f/us  grande  râleur  pour  x  =  xu,  y  =  yt,  ■  ■  ■ ,  z  =  -„  et  /.  —  p:  les 
aires  ou  les  circuits  décrits  par  la  Jonction  u  dans  son  plan  sont  a  l'inté- 
rieur d'un  cercle  concentrique  a  l'origine  et  de  rayon  égal  a 


V(«  +  0|G_(a?„ro *•)! 


Revenant  aux  zéros  des  fonctions  uniformes,  M.  Desaint  s'occupe  des  fonctions 
qui  n'ont  de  points  singuliers  qu'à  distance  finie  et  qui  ne  peuvent  admettre 
comme  points  singuliers  essentiels  que  les  limites  des  pôles,  fonctions  repré- 
sentables par  la  st  rie 

n  \>. 

où  an  est  un  pôle  de  degré  m„,  la  série  S|  \;'  |  étant  supposée  convergente.  Des 
résultats  obtenus  on  déduit  ce  corollaire  relatif  au  cas  des  pôles  simples  :  Si 
une  série  à  ternies  réels  de  signe  constant,  2A„,  est  convergente,  la  /onction 


'w-Zîêt 


a  ses  zéros  à  l'intérieur  de  tout  contour  convexe  entourant  les  points  a„.  Ce 
corollaire  a  des  conséquences  intéressantes  pour  les  séries  étudiées  par  M.  Poin- 
caré  et  par  M.  Homèn. 

L'auteur  traite  ensuite  des  fonctions  uniformes  n'ayant  à  distance  finie  et  à 
l'infini  que  des  discontinuités  polaires,  l'infini  n'étant  pas  limite  de  disconti- 
nuités; puis  il  aborde  à  leur  tour  les  fonctions  F(z)  définies  par  la  série  de 
fonctions  rationnelles 


F(s)  =  £« 


pour  lesquelles  la  différence  des  degrés  du  numérateur  et  du  dénominateur  est 
la  même  quel  que  soit  />,  le  rapport  des  coefficients  des  termes  de  degré  le  plus 
élevé  au  dénominateur  et  au  numérateur  étant  réel  et  conservant  un  signe 
constant  pour  toutes  les  valeurs  de  n,  les  pôles  et  les  zéros  des  fonctions  ?„(-) 
étant  de  plus  supposés  tendre  tous  vers  le  même  point  situé  à  l'infini  pour  des 
valeurs  infinies  de  n.  Dans  le  cas  particulier  où  les  pôles  sont  tous  des  pôles 
simples,  on  retrouve  les  théorèmes  de  M.  Cesarô  sur  les  fonctions  entières,  à 
multiplicateur  exponentiel  constant,  de  genre  pair,  à  racines  réelles,  et  les  fonc- 
tions entières  de  genre  impair  à  racines  toutes  réelles;  la  dérivée  de  toute 
fonction  telle  a  toutes  ses  racines  réelles. 

Ainsi  s'ouvre  une  intéressante  parenthèse  sur  les  zéros  des  dérivées  des  fonc- 
tions entières  à  racines  réelles.  En  voici  les  résultats  : 

Les  fonctions  entières  de  genre  o  et  1  dont  le  multiplicateur  exponentiel 
est  de  la  forme  Ae"'T.ÏJ  •.  ou  \  est  une  constante,  a  et  [s  étant  réels  et  a 
négatif  ou  nul.  jouissent  de  cette  propriété  que.  si  leurs  zéros  sont  re\  U, 
les  zéros  de  leur  dérivée  sont  tous  aussi  réels. 

En  particulier,  la  fonction  qui  a  pour  râleurs  les  inverses  de?  valeurs  de  1  "in- 
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tégrale  eulérienne  de  seconde  espèce  r(z)  satisfaite  ces  conditions,  a  étant  nul 
el  p  --gai  à  la  constante  d'EuIer  C;  donc  l'équation 

d\ogr(z)       _  y 


dz  Lu  (n  -+-  1)  (z  -l-  «) 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

Les  fonctions  entières  de  genre  1,  dont  le  multiplicateur  exponentiel  est 
de  la  forme\e'/z^,  où  a  est  une  quantité  réelle  positive  ou  nulle,  et  les  fonc- 
tion de  genre  2  de  multiplicateur  \  e%zi  ■■  jouissent  de  cette  propriété  que. 
si  leurs  zéros  sont  réels,  les  zéros  de  leur  dérivée  sont  tous  aussi  réels. 

Les  fonctions  entières  de  genre  pair  u>,  dont  le  multiplicateur  exponentiel 
est  de  la  forme  Ae'"M+!+?'u+l+l,  où  A  est  une  constante,  a  et  jî  réels  et  a  ne 
gatif,  jouissent  de  la  même  propriété. 

Si  une  fonction  entière  de  genre  impair  w  a  toutes  ses  racines  aH  réelles 
le  multiplicateur  exponentiel  étant  de  la  forme  ci-dessus,  a  et  $  réels,  avec 

s>— l—  V  _L_, 

tù-\-i  jLd  a<"-t-i 
les  racines  de  sa  dérivée  sont  toutes  réelles. 

Le  Chapitre  se  termine  par  un  théorème  relatif  à  la  distribution  des  zéros 
d'une  fonction  polaire  quelconque,  l'infini  étant  supposé  pôle  d'ordre  p,  d'où 
résultent  quelques  propriétés  de  types  très  étendus  de  fonctions  entières. 

Au  Chapitre  II,  M.  Desaint  s'occupe  des  intégrales  définies  étudiées  par 
M.  Hermite,  en  vue  d'arriver  aux  théorèmes  sur  les  fonctions  uniformes  quel- 
conques, qui  permettent  d'étudier  la  distribution  des  points  où  ces  fonctions 
acquièrent  une  valeur  donnée.  Les  intégrales  en  question  sont  de  la  forme 

r'-  r"-       rw--  \i(t,u,  ...,w,z)dtdu...d«- 

~Jt,     Ja,      '"X,  G(t,U,...,W,z) 

où  toutes  les  limites  ui,  u2,  ....  iv,,  iv.  sont  finies,  Il  et  G  des  polynômes  en  c 
à  coefficients  holomorphes  en  t,  u.  ...,  w.  Les  fonctions  F(^)  jouissent  de 
cette  propriété  que  l'ensemble  de  leurs  zéros  (sauf  l'infini)  est  à  l'intérieur  de 
tout  contour  convexe  entourant  l'ensemble  de  leurs  discontinuités. 

Les  raisonnements  relatifs  à  ces  fonctions  permettent  à  M.  Desainl  d'étendre 
aux  intégrales  multiples  les  théorèmes  de  Weierstrass  et  de  M.  Darboux  sur 
les  intégrales  simples  et  d'étudier  les  zéros  des  fonctions  non  uniformes  qui, 
en  dehors  de  leurs  coupures,  sont  représentables  par  des  intégrales  définies  du 
type  ci-dessus.  Tel  est  le  cas  de  l'intégrale  elliptique 


_  rs dz 

~J0    vV— s'M'  — fc1-1) 


pour  laquelle  on  a  ce  théorème  :  lorsque  z  décrit  des  circuits  qui  ne  ren- 
contrent pas  l'axe  réel  entre  les  /min/s  —1  et  -+-  1,  l'intégrale  u  ne  peut 
s'annuler  (sauf  pour  z  =  o)  qu'à  l'intérieur  du  carré  de  soin  mets  opposés 


-h  1  et 


Le  Chapitre   se  termine  par  l'étude  de  fonctions  qui   se  présentenl   comme 
périodes  d'intégrales  abéliennes  ou  c me  intégrales  bypergéomélriques. 
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Dans  la  première  Partie  de  son  travail,  l'auteur  a  pu  caractériser  certaines 
classes  de  fonctions  discontinues  ou  multiformes  par  une  propriété  de  leurs 
zéros,  qui,  leur  étant  commune,  permettait  <l<-  les  rattacher  entre  elles;  seule- 
ment sa  méthode  géométrique  ne  pouvait  atteindre  qu'un  nombre  relativement 
restreint  de  classes  de  fonctions.  Aussi  dans  la  seconde  Partie  fait-il  usage  des 
théorèmes  de  Cauchv  pour  étendre  les  résultats  de  la  première  aux  fonctions 
uniformes  quelconques,  et  généraliser  le  problème  qu'il  y  traitait. 

Seconde  Partie  :  Sur  la  distribution  des  valeurs  de  la  variable  qui  font 
prendre  à  une  fonction  une  valeur  donnée  u.  —  11  s'agit,  une  fonction  étant 
donnée  par  les  valeurs  qu'elle  prend  le  long  d'un  contour,  de  limiter  les  régions 
du  plan  où  elle  peut  acquérir  la  valeur  donnée  u.  Parmi  les  divers  résultats 
obtenus  par  l'auteur,  nous  signalerons  spécialement  ce  théorème  : 

Soit  F(-)  icne  fonction  uniforme  pour  laquelle  le  point  à  l'infini  est  un 
point  ordinaire;  traçons  un  cercle  C  entourant  toutes  les  discontinuités  de 
V(z)  et  d'ailleurs  aussi  rapproché  qu'on  le  veut  du  contour  convexe  minimum 
entourant  les  discontinuités;  appelons  M  le  module  maximum  de  Y  { z)  sur  C 
et  R  le  rayon  de  ce  cercle.  Les  valeurs  de  ce  cercle,  pour  lesquelles  Y(z) 
prend  une  valeur  u.  sont  à  l'intérieur  d'un  cercle  concentrique  à  C  et  de 
rayon 


•*("**=!> 


A  étant  la  valeur  de  Y(z)  à  l'infini. 

De  cette  proposition  on  peut  déduire  une  réciproque  qui  permet,  en  parti- 
culier, d'établir  une  distinction  entre  les  fonctions  uniformes  et  les  fonction- 
non  uniformes,  ainsi  qu'un  théorème  général  sur  la  continuité  des  fonctions 
uniformes. 

Vient  ensuite  une  étude  des  fonctions  entières  et  des  intégrales  des  équations 
différentielles,  faite  au  point  de  vue  de  leurs  valeurs  d'exclusion  (valeurs 
qu'elles  ne  peuvent  acquérir).  Nous  en  détacherons  ce  théorème  :  Étant 
donnée  l'équation  différentielle 

soit  y  une  intégrale  qui,  pour  x  =  x„,  prend  la  valeur  yt;  f(x,  y)  ayant 

un  module  maximum  M  lorsque  x  reste  à  l'intérieur  du  cercle  de  centre  x0, 
de  rayon  a,  y  variant  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  centre  y0,  de  rayon  b: 

désignons  par  R  la  plus  petite  des  deux  quantités  a  et  — •  A  l'intérieur  de 

son  cercle  de  convergence,  de  centre  xt,  la    fonction  y  ne  peut  prendre  la 
valeur  u  qu'à  l'extérieur  du  cercle  V  concentrique  et  de  rayon 


l«— y»\J 

La  seconde  Partie  se  termine  par  l'esquisse  très  sommaire  d'une  classification 
des  fonctions  à  m  valeur-  d'exclusion. 
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Le  Roy.  —  Sur  L'intégration  des  équations  de   la  chaleur.  .■.;-.,- 
465). 

Première  Partie  d'un  ensemble  très  étendu  de  recherches  qui  se  terminent 
dans  le  Volume  suivant  des  Annales  e\  que  non-  analyserons  en  entier  avec  ce 
Volume. 

Guichard.   —    Sur   les   systèmes    orthogonaux    el    les    systèmes 
cycliques.  (46^-5  16). 

Dans  ce  Mémoire,  consacré  aux  propriétés  générales  des  systèmes  orthogonaux 
cl  des  systèmes  cycliques,  l'auteur,  tout  en  ayant  en  vue  des  propriétés  rela- 
tives à  l'espace  ordinaire,  a  introduit  dès  le  début  des  considérations  relatives 
à  l'espace  à  n  dimensions.  «  J'espère,  dit-il,  que  ceux  qui  me  liront  penseront, 
avec  moi,  que  le  détour  n'a  pas  été  inutile:  qu'il  n'y  a  pas  là  seulement  un  jeu 
d'esprit,  mais  que  ces  considérations  expliquent  et  relient  entre  elles,  d'une 
façon  logique,  certaines  propriétés  de  notre  espace. 

Le  Chapitre  I.  de  beaucoup  le  plus  étendu,  traite  des  réseaux  et  congruences 
dans  l'espace  à  n  dimensions.  Il  s'ouvre  par  la  définition  des  points,  droites 
et  plans  de  l'hyperespace,  avei  leurs  conditions  de  parallélisme  et  d'orthogo- 
nalité. 

Vient  ensuite  la  définition   «les  réseaux.  Si  les  coordonnées  (x.,  x 

d'un  point  Ni  sont  fonctions  de  deux  paramètres  u  et  v  on  dit  que  le  point  M 
décrit  une  surface;  l'ensemble  des  courbes  u  const.  et  v  const.  est  appelé 
système  de  courbes,  el  l'auteur  dit  qu'un  système  de  courbes  est  un  réseau,  -i 
les  n  coordonnées  ./•  -uni  solutions  d'une  équation  de  la  forme 

o-fj         ()<)  ^_  n  de 

du  dv  du        v  dv 

P  et  Q  étant  de-  fonctions  de  u  et  de  v.  Deux  systèmes  correspondants  étant 
dits  parallèles  si  leurs  tangentes  correspondantes  sont  parallèle-,  les  seuls 
systèmes  de  courbes  qui  admettent  des  para Ile  les  sont  les  réseaux,  el  tout 
réseau  est  parallèle  à  une  infinité  d'au  Ins. 

L'auteur  donne,  comme  dans  l'espace  à  ions  dimensions,  le  nom  de  surf,:,, 
développable  au  système  doublement  infini  des  points  situés  sur  les  tangentes 
à  une  courbe,  réservant  celui  de  congruence  aux  systèmes  doublement  infinis 
de  droites  qui,  touchant  deux  séries  de  courbes,  pensent  être  réparties  en  deux 
séries  de  développables.  Les  paramètres  "  el  v  qui  définissent  la  position  d'une 
droite  de  la  congruence  étant  ceux  qui  restent  fixes,  quand  la  droite  décril 
l'une  ou  l'autre  développable,  il  faut  :>.  n  -  -  \  conditions  pour  qu'une  droite 
décrive  une  congruence.  La  /race  de  la  droite  de  la  congruence  sur  un  hy- 
perplan  quelconque  décrit  un  réseau.  Les  paramètres  directeurs  X,,  \ 
X„  d'une  droite  d'une  congruence  satisfont  à  une  équation  de  fa  forme 

<)u  dv  du        '  dv 
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Cette  condition,  jointe  aux  suivantes 

[   CP    -   I)    -  \P  v- 

ov 

(»)  AQ+B        CQ       *j, 

\  dr  du 

exprime  que  la  droite   dont   les    paramètres    directeurs   sont   \,,   X5 XM. 

menée  par  le  point  P  dont  les  coordonnées  y.  sont  définies  par  les  relations 

\    Ou  Ou 

h&^cÇi  +  DX,, 

I    dt>  <A' 


(21) 


décrit  une  congruence. 


Si,  par  un  point  fixe,  on  mène  des  parallèles  à  toutes  les  droites  d'une  con- 
gruence  (C)  on  obtient  un  système  de  droites,  qui  est  appelé  la  représentation 
sphérique  de  (C).  Ce  système  (C)  n'est  pas  un  système  doublement  infini 
quelconque  de  droites  concourantes,  car  sur  les  droites  de  lu  représentation 
sphréique,  il  existe  une  infinité  de  points  qui  décrivent  des  réseaux.  Inverse- 
ment, le  système  des  droites  qui  joignent  l'origine  aux  points  d'un  réseau 
est  la  représentation  sphérique  d'une  infinité  de  congruences.  Deux  con- 
gruences  étant  dites  parallèles  lorsque  les  développables  se  correspondent  et 
que  les  droites  sont  parallèles,  deux  congruences  parallèles  ont  même  repré- 
sentation sphérique.  La  recherche  des  congruences  parallèles  à  une  congruence 
donnée  revient  donc  à  celles  des  congruences  qui  ont  une  représentation  sphé- 
rique donnée.  Si  l'on  prend  pour  système  inconnu  (P)  le  système  central 
(  système  décrit  par  le  point  milieu  des  deux  foyers),  on  devra  se  donner  les  X 
satisfaisant  à  l'équation  (17)  et  poser 

A=X,        C=—  a. 

Alors  des  deux  premières  équations  (22)  on  lire 

B=^  +  2*0,  C=-^-2AP, 

Ou  "  Ov 

ce  qui  change  la  dernière  en 

d*-\  d*       _  dX      /dP       dQ 


Ou  Ov 


P i-Qr  +  h — h  -^  —  H    a  ^  o : 

Ou         -  Ov        \0u         Ov  ] 


c'est  l'équation   dont   dépend   la  détermination  de  toutes  les  congruences   qui 
ont  une  représentation  sphérique  donnée. 

Un  réseau  et  une  congruence  sont  dits  conjugués  si  le  point  qui  décrit  le 
réseau  se  trouve  sur  la  droite  qui  décrit  la  congruence  et  si  les  courbes  du 
réseau  correspondent  aux  développables  de  la  congruence  h  -  réseaux  focaux 
«'■teint  exclus).  La  théorie  des  réseaux  et  congruences  conjugués  repose  sur  les 

trois  proposition-   suivantes  : 


KEVUE   DES   PUBLICATIONS.  71 

i°  Chaque  congruence  est  conjuguée  à  une  série  de  réseaux,  parallèles  a 
l'un  quelconque  des  réseaux  de  la  représentation  sphérique; 

Ces  réseaux  sont  les  seuls  réseaux  conjugués  à  la  congruence; 

3°  Les  droites  qui  joignent  deux  réseaux  parallèles  décrivent  une 
gruence  conjuguée  par  rapport  a  ces  réseaux. 

De  là  résultenl  diverses  conséquences,  entre  autres  la  propriété  suivante, 
obtenue  pour  l'espace  ordinaire,  par  Ribaucour  : 

Pour  que  le  système  central  soit  un  réseau,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équa- 
tion a  laquelle  satisfont  les  paramètres  directeurs  sait  a  invariants 
égaux.  Les  coordonnées  de  ce  réseau  satisfont  aussi  à  une  équation  à  in- 
variants égaux. 

(les  congruences  spéciales  seronl  appelées  dan-  la  suite  congruences  de 
Ribaucour. 

Un  réseau  el  une  congruence  sont  «lits  harmoniques  lorsque  Les  foyers  de  la 
congruence  sont  sur  les  tangentes  du  ré-seau.  M.  Darboux  a  donné  le  moyen 
de  déterminer  toutes  les  congruences  harmoniques  à  un  réseau  donné  :  Pour 
déterminer  toutes  les  congruences  harmoniques  au  réseau  décrit  par  un 
point  M  dont  les  coordonnées  xt  satisfont  à  l'équation 


1)11  ac  Un  ilv 

On  prend  une  solution  que/conque  6  de  cette  équation  :  les  coordonnées  des 
foyers  de  la  congruence  cherchée  sont 

8    dx 

\       :  Xi  —  57     -      -  ■ 

<iH    ou 

0    dx, 

v     ■'■<     Wv  dV- 

La   recherche  îles  réseaux   harmoniques   à    u :ongruence  esl    identique  ;'■ 

celle  de>  congruences  parallèles  à  la  proposée,  de  sorte  que,  si  deux  con- 
gruences sont  parallèles,  tout  réseau  harmonique  à  l'une  est  parallèle  à 
un  réseau  harmonique  a  l'autre. 

Le-~  réseaux  dérivants  sont  définis  comme  l'enveloppe  de  plans  passanl  par 
les  points  du  réseau  dérivé,  ces  plans  étant  choisisde  telle  sorte  qu'ils  enve- 
loppent un  réseau.  Tous  les  réseaux  dérivés  d'un  réseau  donné  soutiennent 
par  l'application  du  théorème  suivant  :  Si  deux  congruences  {G)  et  (G 
sont  harmoniques  à  un  même  réseau  (  M  ),  le  point  de  rencontre  u  des 
droites  G  et  G,  décrit  un  réseau  dérivé  de  (  M).  Inversement  :  Si  (G)  et  (G,  ) 
sont  deux  congruences  conjugm  es  par  rapport  au  réseau  (  ;j.  )  le  plan  des 
droites  i '.  et  'i,  enveloppe  un  réseau  (.M)  qui  est  un  réseau  dérivant  (u.). 

Une  congruence  (<'•)  sera  dite  dérivée  d'une  congruence  (H)  si  (G)  est  con- 
juguée à  l'un  quelconque  des  réseaux  harmoniques  à  (H):   inversement,     G 
est  une  congruence  dérivant  (11).  Toutes  le-  congruences  dérivées  de  II  sont 
déterminées  par  le  théorème  suivant  :  Les  droites  qui  joignent  deux  réseaux 
i  M  1  et  (  \  i  harmoniques  à  une  congruence  <  Il  1,  forment  une  congruem 
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dérivée  de  (II).  Toutes  les  congruences  dérivant  une  congruence  (G)  sont 
fournies  par  celui-ci  :  Si  (  M)  et  (  \  j  sont  deux  réseaux  conjugués  à  la  con- 
gruence (G),  la  droite  d'intersection  de  ces  deux  réseaux  décrit  une  con- 
gruence (H)  dérivant  (G). 

On  a  souvent  à  projeter  des  figura  sur  un  hvperplan,  ee  qui  permet  de 
passer  d'un  espace  à  n  dimensions  à  un  espace  à  «  —  i.  Si  xn  x-,,  ...,  xn  sont 
les  coordonnées  d'un  point  .M  d'un  espace  |  E„  i,  si  l'hyperplan  de  projection 
a  pour  équation  xn  —  o,  le  point  m  qui,  dans  l'espace  (  K„„,  ).  a  pour  coor- 
données xt,  x,.  ...,  xn+i  est  appelé  la  projection  de  M.  La  projection  d'un 
i  seau  est  un  réseau;  celle  d'une  congruence  est  une  congruence  et  les  pro- 
jections des  foyers  sont  les  foyers  de  la  congruence-projection.  Si  un  réseau 
et  une  congruence  sont  conjugués  ou  harmoniques,  il  en  est  de  même  de  leurs 
projections.  On  sait  effectuer  les  déterminations  inverses. 

Le  Chapitre  I  se  termine  par  la  démonstration  de  deux  propriétés  propres 
à  l'espace  ordinaires.  Lu  réseau  et  une  congruence  sont  dits  parallèles,  si  la 
droite  de  la  congruence  est  perpendiculaire  au  plan  du  réseau.  Cela  posé  : 

i°  Si  un  réseau  et  une  congruence  sont  parallèles,  toute  congruence  con- 
juguée au  réseau  est  parallèle  à  un  réseau  conjugué  <i  la  congruence,  et 
inversement. 

2°  Si  une  congruence  et  un  réseau  sont  parallèles,  toute  congruence  har- 
monique au  réseau  est  parallèle  à  un  reseau  harmonique  à  la  congruence. 
et  inversement. 


Il  existe  des  théorèmes  analogues  pour  les  réseaux  et  congruences  dérivés  el 
dérivants. 

Le  Chapitre  II,  intitulé  Réseaux  et  congruences  O,  a  pour  objet  de  déGnir 
et  de  caractériser  ces  éléments.  L'auteur  commence  par  considérer  un  déter- 
minant A  à  n2  éléments 


A  = 


x\     x-, 


x'      xl      ...      X". 


" 


qui    sont    les  coefficients  d'une   substitution  orthogonale  dans  l'espace;  c'est- 
à-dire  quiN  vérifient  les  relation- 


1 


y\xikx'k,=  o     (/.  x/.'j. 


Si  les  éléments  de  ce  déterminant  sont  des  fonctions  de  deux  variables  u.  v, 
leurs  dérivées  auront  des  expressions  de  la  forme 


/       n 


l.r 


l  =  n 


1  Tv      1  ''"■'"' 

i  i.  /.    =  i,  2 n). 
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\  raison  de  leurs  expressions  les  pkl,  qkl  satisfont  aux  reiaLions 


Pkk=  "• 
Pki  =  —  />«> 


L'auteur  les  appelle  les  rotations  du  déterminant  A.  par  analogie  avc<  les 
quantités  introduites  par  M.  Darboux  dans  le  cas  des  déterminants  à  g  élé- 
ments; il  indique  le  moyeu  de  former  les  équations  aux  dérivées  partielles 
qui  existent  entre  elles.  Ces  équations  étant  supposées  vérifiées,  il  j  .1  lieu  de 
chercher  les  éléments  de  A.  connaissant  les  rotations.  Cette  intégration,  qui 
reçoit  le  nom  d'opération  différentielle  d'ordre  n —  2,  s'achève  par  quadra- 
tures quand  on  connaît  n — 2  solutions  du  système  complet 


àxk 
du 


■y^puXf 


àxk 

dv 


9ii&t 


(//,    /  [,2, 


..   //   |, 


à  raison  < le  ce  fait  que  la  solution  la  plus  générale  du  problème  se  déduit 
d'une  solution  particulière,  au  moyen  d'une  substitution  orthogonale  à  coeffi- 
cients constants  effectués  sur  les  éléments  de  A. 

L'auteur  introduit   ensuite  un  déterminant    A  de  forme   spéciale,  à   (« 

éléments 


;  n  -  - 


pour  lequel  toutes  les  rotations  sont  nulle-,  sauf 

Pk,n+\  "   ■  Çk,n+l   =  bk- 

I ii-  là  résulte  qu'on  peut  poser 

dr\  d\ 

—  ///  :,.  -—    =  11  f,  . 


du 

Il  ne  reste  plus  ainsi  que  les  :>.// 
aux   '.n  -:-  1  équal  ions 

dv 

i)m        1)11 


mb  . 

iim        1)11       \^i 
dv        'in      -* 


dv 

lutions  ". .  f',.   m  el    n,  qui  satisfont 

'il. 
du 


ii 


Quand  ces  conditions  sont  remplies,  les  éléments  de  A  sont  déterminés,  à  une 
substitution  orthogonale  près,  à  coefficients   constani».   effectuée   sur  les 
ments  des  lignes.  Un  déterminant  jouissant  des  propriétés  ci-dessus  est  appelé 
déterminant  orthogonal  dams  l'espace  à  n  -+-  2  dimensions.  D'un  tel  détermi- 
nant on   peut   en  déduire    une  infinité  d'autres.   Si,   en  effet,  on  supprime  du 
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déterminant  A  les  lignes  contenant  les  ç  et  le?  i\  et  qu'on  effectue  sur  les  élé- 
ments des  colonnes  du  Tableau  rectangulaire  ainsi  obtenu  une  même  substitu- 
tion orthogonale  à  coefficients  constants 

x'\  =  *\x\  -~-  ol\ x'.  -4-, .  . --  *lx'n 
(  k  =  i ,  2,  . . .,  n  )  {i  —  i .  j b,»  +  i,b  +  2) 

le  déterminant  A'  déduit  <le  A  par  la  substitution  des  x'k  aux  je;  jouit  des 
mêmes  propriétés  <|ueA.  Les  déterminants  orthogonaux  ainsi  obtenus  sont  dits 
équivalents.  Tous  ont  en  commun  les  rotations  m,  n:  les  autres  rotations 
ak,  bk  différent  de  l'un  à  l'autre.  .Mais,  pour  tous,  les  quantités 

!«;,     £62,     Zakbt 

ont    les  mêmes   valeurs,    ainsi  que  ni  et  n.   Ce   sont  là  les  cinq  invariants  du 
déterminant  orthogonal. 
Le  point  A,  qui  a  pour  coordonnées  sel,  x\ V"C' •  est  sur  l'hypersphère 

(x')-=  {x-y--T-...^-{x't^f-=  i. 

De  plus,  ses  coordonnées  satisfont  a  l'équation 

d29  i    dak  d6        i    dé,  d8 

du  dv        a,    dv    ou    '    by    ou   dv 

Il  décrit  donc  un  réseau;  les  tangentes  à  ee  réseau  ont  pour  cosinus  direc- 
teurs les  \  et  les  t\  et  sont,  par  suite,  rectangulaires.  L'auteur  appelle  ce  ré- 
seau un  réseau  OS.  La  connaissance  d'un  réseau  OS  détermine  les  quantités  ; 
et  i\  ainsi  qu'une  autre  ligne  d'un  déterminant  équivalent  à  A:  un  tel  réseau 
permet  d'obtenir  un  déterminant  ortbogonal  par  une  opération  d'ordre  n  —  3. 

L'étude  préliminaire  des  déterminants  orthogonaux  est  complétée  par  la 
démonstration  du  théorème  suivant  : 

Pour  nue  n  quantités,  xn  x2,  .  •-,  xtl  soient  les  n  premiers  ternies  d'une 
colonne  d'un  déterminant  orthogonal,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  fonctions 
soient  solutions  d'une  équation  de  la  forme 

>>2b      _   i  dh  d9    ,    i    àl   M 
du  ov       h  iiv   du       I   du  dv 

et  sati-;  fasse  ni  a  la  condition 

(xl)i-t-(x2)2-T-...~T- 1  /„  )2  =  i  —  h- 1  -'  —  /-  \ :. 

où  \    et  \  ne  dépendent  respectivement  que  de  u  et  de  v. 

In  réseau  est  dit  orthogonal,  si  les  tangentes  aux  deux  courbes  de  ce  réseau 

qui  passent  en  un  point  quelconque  sont  perpendiculaires.  Si   \  '.  V V 

sont   les  coordonnées  d'un  iH  réseau,  on  aura  les  conditions 


v  dX    d\ 

-— ,    du 
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Un  tel  réseau  est  dit  réseau  O  si  aucune  des  deux  quantités 


E  = 


Z(£)''    G=2(f)' 


n'esl  égale  à  zéro.  Les  réseaux  parallèles  aux  réseaux  OS  sont  des  réseaux  O. 
Tous  les  réseaux  O  peuvent  être  formés  à  l'aide  des  déterminants  ortho- 
gonaux. 

Lorsqu'un  réseau  est  tel  que  sa  normale  décrive  une  congruence,  cette  con- 
gruence  est  appelée  congruence  O.  On  a  ce  théorème  : 

Pour  qu'une  congruence  soit  O,  il  Joui  et  il  suffit  que  l'équation  de 
Laplace 

du  ôv  du  ôv 

a    laquelle   satisfont   ses  paramètres   directeurs   xr   x, xn,    admette 

comme  solutions  \/{xx  )2-+-  {&■,)- -h. . .+  (  x„  )2. 

Si  l'on  appelle  congruence  HO  la  congruence  décrite  par  une  droite  isotrope. 
on  reconnaît  que  tous  les  réseaux  conjugués  à  une  congruence  HO  sont  des 
réseaux  O  et  que  la  projection  d'une  congruence  110  sur  un  hyperplan 
quelconque  est  une  congruence  O. 

Par  projection  stéréographique  on  fait  correspondre  à  chaque  réseau  0  de 
l'espace  à  n  dimensions  un  réseau  OS  de  l'espace  à  /i-t-i  dimensions  et  réci- 
proquement. Si  l'on  connaît  deux  réseaux  parallèles  O  dans  l'espace  (En),on 
pourra  déterminer,  en  outre,  dans  l'espace  (E,I+1)  un  réseau  O  parallèle  au 
réseau  OS,  par  une  opération  différentielle  d'ordre  n  —  4i  ce  qui  constitue  un 
mode  de  formation  successive  des  déterminants  orthogonaux. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences. 
Tome  CXXV;   1897  (')• 

Boussinesq.  —  Distribution  (]c>  \  itesses  à  travers  les  grandes  sce- 
llons, dans  les  écoulements  graduellement  variés,  el  équation  du 
mouvement  aux  degrés  d'approximation  supérieurs.  (6-i  1). 

/Hoche.  —  Sur  les  surfaces  algébriques  qui  admettenl  comme 
asymptotique  une  cubique  gauche.  (i5-i6). 

La  condition  d'avoir  une  cubique  asymptotique  équivaut,  pour  une  surface 
(  ')  Voir  Bulletin,  XXII,,  p.  1  i5. 
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d'ordre  //;,  à  <>m —  2  conditions  linéaires  el  entraîne  l'existence  de  -î  (  m  —  2) 
points  doubles  sur  la  cubique;  la  surface  peut  d'ailleurs  en  admettre  d'autres. 

Boussinesq.  —  Théorie  approchée  du  passade  d'un  régime  gra- 
duellement varié  à  un  régime  permanent  el  vice  versa.  (69-70). 

Marotte.  —  Sur  les  équations  différentielles  appartenant  à  une 
même  classe  de  Riemann.  (84-86), 

Toutes  les  équations  linéaires  appartenant  a  une  même  classe-  de  Riemann 
ont  en  commun  diverses  propriétés  que  l'auteur  retrouve  ou  obtient  en  re- 
marquant que  la  résolvante  considérée  par  M.  Picard  est  la  même  pour 
toutes  les  équations  d'une  classe.  En  particulier,  le  groupe  de  méromorphie 

relatif  à  un  point  singulier  est  le  mente  pour  toutes  ces  équations,  d'où 
résulte  cette  proposition  connue,  que,  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier, 
les  nombres  des  intégrales  méromorphes,  des  intégrales  régulières,  des  inté- 
grales normales  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  équations  de  la  classe.  Signa- 
lons encore  ce  résultat  :  On  peut,  par  un  nombre  fini  d'opérations,  recon- 
naître si  deux  équations  données  quelconques  appartiennent  à  la  même 
classe  de  Jtiemann. 

Boussinesq .  —  Etablissement  du  régime  uniforme,  dans  un  tuyau 
à  section  rectangulaire  large.  (\\.>.-\  \~). 

Painlevé.  —   Sur  les  intégrales  quadratiques  de  la  Dynamique. 

(106). 

Beudon.  —  Sur  l'intégration  des  systèmes  d'équations  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  plusieurs  fonetions  in- 
connues,   (î  56-1  0||  1. 

En  s'appuyant  sur  des  résultats  obtenus  par  M.  K.  von  Webcr.  l'auteur 
montre  que  la  méthode  classique  de  Gauchj  pour  l'intégration  (Vune  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  peut  être  étendue  aux  systèmes 
à  plusieurs  fonctions  inconnues. 

Cosserat  {£■)■  —  Sur  les  surfaces  rapportées  à  leurs  lignes  de 
longueur  nulle.  (  1  5q-  i  tri). 

Si  l'un  désigne  par  s   une  foncti lonnée  de   /■  <-i  y  <■[  par  X  l'expression 


1rs  formules 

\    -i\ 


'1  '  dx  à 


I  s  d?    dj> 

dx  <h 


\       1  \  =  —  I  11  dx  ---  l-  I  '  )  dy, 

r  ,  '  "5?  au  . 

/                            lli                   dX  1         r-     -r1-  dll 

!      y  dx  \     '■   dy  dy 
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on  u  est  une  solution  de  l'équation 

if- 11  1   0  logA  du       . 

~  —        -    —   A  II 


Ox  Oy        2       ox       ôy 

définissent  une  surface  rapportée  à  ses  lignes  de  longueur  nulle  (x  =  const., 
y  =  const.  ). 

Lecornu.  —  Sur  le  tracé  pratique  des  engrenages.  (162-164). 

Boussinesq.  —  Etablissement  du  régime  uniforme  dans  un  tuyau 
à  section  circulaire.  (203-209). 

Cotlon.  —  Sur  une  généralisation  du  problème  de  la  représenta- 
tion conforme  aux  variétés  à  trois  dimensions.  (225-228). 

L'auteur  a  été  conduit  à  se  poser  la  question  suivante  :  Reconnaître  s'il  est 
possible  de  transformer,  à  un  facteur  près,  une  forme  quadratique  donnée 
de  trois  différentielles  dxu  dxît  dx3  en  une  for/ne  quadratique  également 
donnée  de  d}-^  dy2,  dy3;  ce  qui  revient  à  effectuer  la  représentation  conforme 
d'une  variété  à  trois  dimensions  sur  une  autre.  Ayant  réussi  à  traiter  le  pro- 
blème pour  le  cas  où  l'une  des  variétés  est  l'espace  euclidien  ordinaire,  il 
communique  le  principe  de   sa   solution,  susceptible  de  diverses  applications. 

Pellet.  —  Sur  les  surfaces  isothermiques.  (291-292). 

Andrade.  —  Sur  la  réduction  des  vecteurs  et  les  propriétés  mé- 
triques. (094-096). 

En  s'appuyant  sur  le  théorème  d'Euler  relatif  aux  rotations  finies  (théo- 
rème non  euclidien)  el  sur  l'équation  fonctionnelle  de  Poisson 

<?(x-hy)  -+-  <?(x—  y)  =  2tp(x)o(y), 

on  peul  établir  que  la  composition  des  forces  concourantes  et  la  Trigonométrie 
sphérique,  qui  traduil  cette  composition,  sonl  indépendantes  du  postulatum 
d'Euclide. 

Si  l'on  recherche  la  loi  de  composition  des  vecteurs  d'un  plan  perpendicu- 
laire à  une  inéinc  droite  el  dirigés  d'un  même  côté  de  cette  droite,  on  esl 
encore  conduit  à  l'équation  fonctionnelle  de  Poisson,  mais  avec  des  conditions 
initiales  différentes.  Suivant  qu'on  suppose  la  fonction  z  (  .r  )  supérieur* 
ou  inférieure  à  l'unité,  on  esl  conduit  à  la  Géométrie  de  Lobatchefsky,  à  celle 
d'Euclide  ou  à  celle  de  Riemann. 

Serret  (P.).  —  Sur  l'h\  pocycloïde  de  Steiner.  1  \o  \-  |o6  1. 

Crelier.  —  Sur  les  fonctions  besséliennes  ()"(./-)  el  S"(.r).  (  [21- 

(23). 
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Serret  (P.)-  —  Sur  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements.  (/\'i3- 
426). 

Serret  (P-).  —  Sur  l'hjpocjcloïde  à  trois  rebroussements.  (  \  {■>- 
448). 

Serret  (P.).  —  Sur  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements.  (  {5o,- 
46i). 

Jahnke.  —  Systèmes  orthogonaux  pour  les  dérivées  des  fonctions 
thêta  de  deux  arguments.  (48(3-489). 

RI.  Caspary  a  découvert  le  système  orthogonal  des  seize  produits  des  fonc- 
tions thèla  de  deux  arguments.  L'auteur  fait  une  nouvelle  application  de  la 
méthode  due  à  M.  Caspary  et  communique  de  nouveaux  systèmes  orthogonaux 
comprenant  les  relations  différentielles  qui  existent  entre  les  fonctions  thêta 
de  deux  arguments. 

Guldberg.  —  Sur  des  congruences  différentielles  linéaires.  (  {89- 
492). 

Guichard.  —  Sur  les  systèmes  orthogonaux  et  les  systèmes  cy- 
cliques. (5i  9-521). 

Wœlsch.  —   Sur   les   lignes   géodésiques    de   certaines    surfaces. 

(521-J2  3). 

Étant  donné  un  faisceau  simplement  infini  S  de  géodésiques  d'une  sur- 
face F,  la  tangente  d'une  de  ces  géodésiques  au  point  a  est  tangente  à  une 
autre  surface  F,  en  un  point  a,.  Si  toutes  les  géodésiques  de  F  sont  groupées 
en  une  infinité  de  faisceaux  S,  à  chaque  faisceau  correspond  ainsi  un  point  a,; 
les  points  a,  correspondant  à  tous  les  S  forment  une  courbe  A.  L'auteur  dé- 
termine les  éléments  linéaires  des  surfaces  F  pour  lesquelles  les  courbes  A 
sont  homothétiques  pour  les  centres  a  respectifs.  L'un  des  éléments  linéaires 
trouvés 

U[(V+  UlY-du--hdv-] 

est  tel  que  la  déi termi nation  de  ses  géodésiques  dépend  de  l'intégration  succes- 
sive de  deux  équations  du  premier  ordre. 

Lémeray.  —  Sur  un  nouvel  algorithme.  (524-525). 

Guichard.  —  Sur  les  réseaux  et  les  congruences.  (564-565  1. 

Poincaré.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Hadamard,  intitulé  : 
Sur  les  lignes  géodésiques  des  surfaces  à  courbures  op- 
posées. (  589-591  l. 
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Guichard.  —  Sur  la  déformation  des  quadriques.  (596-698  1. 

De  ses  recherches  sur  les  réseaux  et  les  congruences,  l'auteur  déduit  le 
théorème  suivant  :  Si  l'on  connaît  une  surface  applicable  sur  une  'qua- 
drique,  on  pourra  en  déduire  de  nouvelles  surfaces  applicables  dépendant 
de  deux  constantes  arbitraires.  C'est  l'extension  aux  quadriques  de  la  trans- 
formation Bianchi-Ribaucour  pour  les  surfaces  à  courbure  totale  constante. 

Il  existe  un  premier  système  de  surlaces  isothermiques  qui  se  rattache  à  la 
déformation  des  quadriques  de  révolution.  Il  existe  en  outre,  pour  toutes  les 
quadriques  possibles,  un  deuxième  système  de  surfaces  isothermiques  se  rat- 
tachant à  leur  déformation  :  ce  système  coïncide,  clans  le  cas  du  paraboloïde, 
avec  celui  que  M.  Thybaut  a  récemment  fait  connaître. 

Drach.  —  Sur  les  systèmes  complètement  orthogonaux  dans  l'es- 
pace à  11  dimensions  et  sur  la  réduction  des  systèmes  différen- 
tiels les  plus  généraux.  (098-601). 

L'auteur  montre  que  tout  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  se 
ramène  ci  un  système  du  second  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue  en 
augmentant  le  nombre  des  variables.  Ce  théorème  partage  les  transcendantes 
qui  vérifient  des  équations  aux  dérivées  partielles  en  deux  classes,  suivant 
qu'elles  sont  ou  non  liées  à  leurs  dérivées  premières  par  une  équation  nu  moins, 
rationnelle  par  rapport  à  tous  les  éléments  qui  y  ligurent. 

Pellei.  —  Sur  les  surfaces  de  Weingarten.  (601-602). 

Zeulhen.  —  Nouyelle  démonstration  du  théorème  fondamental 
de  la  Géométrie  projective.  (638-64°)- 

Le  théorème  fondamental  exprimant  que  la  connexion  de  deux  séries  pro- 
jectives  est  entièrement  déterminée  si  l'on  conuait  les  trois  éléments  de  l'une 
qui  doivent  correspondre  à  trois  éléments  donnés  de  l'autre  est  une  consé- 
quence immédiate  de  la  conservation  des  rapports  anharmoniques.  Son  éta- 
blissement présente,  au  contraire,  de  grandes  difficultés  quand  on  veut,  avec 
von  Staudt,  construire  la  Géométrie  projective  exclusivement  mu-  des  postulats 
projectifs.  On  n'a  guère  réussi  dans  cette  Noie  qu'en  faisant  usage  du  mouve- 
ment  continu   des  éléments.  Il  j   aurai!  grand  intérêt  à  établir,  sans  l'emploi 

d'aucun  artifice,  le  théorème  f lamentai  en  question.  Dans  cet  ordre  d'idées, 

M.  Zeuthen  établit  le  lemme  suivant  : 

Si  cinq  des  sommets  d'un  quadrilatère  plan  ci  complet  se  trouvent  sur 
des  droite*  données  qui  ne  se  rencontrent  pas.  le  sixième  sommet  se  trouve 

aussi  sur  uni'  droite. 

Il  résulte  de  l.i  que  m  l'on  appelle  projectives  deux  séries  de  point-,  situés 
-m- deux  droites,  et  dont  l'une  détermine  l'autre  au  moyen  d'un  nombre  Gni 
de  projections,  le  nombre  des  projections peul  être  réduit  à  une  à  l'exception 
du  cas  où  les  deux  droites  pointées  se  trouvenl  dan-  un  même  plan. 

Goursat.  —   Sur  la  détermination  des  intégrales   d'une  équation 
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aux  dérivées  partielles  par  certaines  conditions  initiales.  (64o- 
643). 

L'auteur  étend  ici  aux  équations  d'ordre  quelconque  le  théorème  qu'il  a 
établi  antérieurement  (Comptes  rendus,  t.  CXX,  p.  712)  pour  les  équations 
aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  Cette  proposition  permet  d'étendre 
aux  équations  d'ordre  supérieur  la  théorie  des  caractéristiques.  Kn  ce  qui 
concerne  le  second  ordre,  elle  montre  que  deux  émules  C  et  C  se  coupant  en 
un  point  O  déterminent  une  surface  intégrale,  pouvu  que  l'une  des  deux  courbes 
soit  tangente  en  O  à  l'une  des  deux  directions  de  caractéristiques  de  l'élément 
du  second  ordre  qu'elles  déterminent. 

Guichard.  —  Sur  le  problème  de  M.  Bonnet.  (643-646). 

Baire.   —    Sur    la    tliéorie   générale   des  fonctions   de    variables 
réelles.  (691-60,4). 

L'auteur  considère  une  fonction  d'une  variable  réelle  x,  définie  dans  un  cer- 
tain intervalle  et  possédant  la  propriété  suivante  :  pour  chaque  valeur  x0 
de  x  et  pour  tout  nombre  positif  e,  il  existe  un  nombre  %  tel  que  les  condi- 
tions x„ —  x  <  x  <i  Xq+  *  entraînent 

f(x)<f(x0)-i-z. 

Appelant  maximum  en  xB  la  limite  du  maximum  de  la  fonction  dans  l'in- 
tervalle x0 —  at,  xa  -+-  y.  lorsque  a  tend  vers  zéro,  il  dit  que  la  fonction  consi- 
dérée esl  toujours  égale  à  son  maximum,  et  énonce  le  théorème  suivant  : 
Une  fonction,  qui  est  toujours  égale  à  son  maximum,  et  qui  a  toujours 
son  minimum  égal  a  zéro,  atteint  lu  valeur  zéro  pour  une  infinité  de 
points  dans  tout  intervalle.  Cette  proposition  sert  h  établir  ces  deux-ci  :  Si 
une  fonction  de  deux  variables,  déterminée  dans  une  certaine  région,  est 
continue  par  rapport  à  chacune  d'elles,  il  existe  dans  Imite  aire  des  point < 
en  chacun  desquels  la  fonction  est  continue  pur  rapport  a  l'ensemble  des 
deux  variables;  dans  les  mêmes  conditions,  la  succession  des  valeurs  /irises 
pur  la  fonction  pour  x=y  forme  une  fonction  d'une  variable  qui  est 
ponctuellement  discontinue. 

Liapouno//'.  —  Sur  le  potentiel  de  la  double  couche.  (694-696). 
On  admet  généralement  que  si  \\  désigne  le  potentiel  d'une  double  couche 

C U  en-  z  ils 


\\  - 


I 


quand  le-  points  I'  cl   I'    se  rapprochent  indéfiniment  d'un  point  M„,  on  a 

111,1  (S ,),.-  lhn(S  V 

En  vue  de  démontrer  rigoureusement  cette  proposition,  l'auteur  énonce  el 
établit  le-  deux  théorèmes  suivants: 
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La  fonction  \y  clan!  une  fonction  continue  quelconque,  si  les  sections  nor- 
males de  la  surface  au  point  M0  ont  toutes  des  courbures  finies  et  détermi- 
nées, quand  les  joints  P  et  P'  tendent  vers  M„  en  restant  équidistants  de  ce 
point,  on  a  la  relation  annoncée. 

La  condition  précédente  relative  au  point  M„  étant  remplie,  prenons  ce 
point  pour  pôle  de  coordonnées  polaires  (p,  6)  dans  le  plan  tangent  à  la 
surface  et  posons 


db 


Si  l'on  peut  trouver  un  nombre  positif  a  tel  qu'on  ait 


lim 


V-  —  !J- 


p  =  o     9     ■ 

tant  la  valeur  de  u.  au  point  /»„,  on  aura  des  limites  déterminées  pour 

,o\\ 
\  On 

et  ces  limites  seront  égales. 


i  Jv       V  dn  /p- 


Le  Roy.  —  Sur  l'intégration  des  équations  de  la  chaleur,  i  ^56- 
758). 

Résumé  d'un  Mémoire  étendu  dans  lequel  l'auteur  étudie  divers  problèmes 
qui  ont  une  étroite  analogie  avec  celui  de  Dirichlet. 

La  première  Partie  est  consacrée  à  la  généralisation  du  principe  de  Diri- 
chlet pour  les  équations  de  l'équilibre  thermique. 

Dans  la  seconde,  l'auteur  définit  certaines  fonctions  qu'il  appelle  I es  fonc- 
tions harmoniques  fondamentales  attachées  a  une  surface  fermée  et  qui 
sont  des  potentiels  newtoniens  de  certaines  couches  attirantes  répandues  sur  la 
surface. 

La  troisième  Partie  traite  du  refroidissement  des  corps  solides  et  du  pro- 
blème de  Fourier. 

Duporcq.  —  Sur  le  déplacement  le  plus  général  d'une  droite  dont 
tous  les  points  décrivent  des  trajectoires  sphériques.  (762- 
763). 

Schou  [Erik).  —   Sur  la   théorie  des  fonctions  entières,  i -<''•- 

764). 

Démonstration  de  ce  théorème  :  Si  une  fonction  entière  de  x  croit  comme 
la  fonction  cv'l-*'i  .  on  aura,  en  désignant  pur  p  ,  le  module  de  la  p'""  ra- 
cine 

\  (.v?;|)  >  log(s  —  i)p, 

s  désignant  un  nombre  positif  plus  grand  que  ■>. 

Broca  (André).  —  Sur  la  transmission  d'énergie  à  distance. 
Application  à  la  polarisation  rotatoire.  (765*767). 
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Conditions  nécessaires  el  suffisantes  pour  que  dans  un  champ  < j «  1  i  transmet 
de  l'énergie  (libérée  en  certains  points,  consommée  en  d'autres)  le  vecteur  qui 
représente  le  flux  d'énergie  en  chaque  poinl  soil  réversible  ou  irréversible; 
pour  qu'une  force  en  un  point  dérive  ou  ne  dérive  pas  d'un  potentiel. 

Liapounoff.  —  Sur  certaines  questions  se  ra Hachant  au  problème 
de  Dirichlct.  (  808-810). 

L'auteur  établit  la  possibilité  du  problème  fondamental  de  l'Electrostatique 
(distribution  de  l'électricité  à  la  surface  11*1111  conducteur  soustrait  à  toute  in- 
fluence extérieure)  -nus  les  conditions  suivantes: 

i°  La  surface  S  e>t  convexe  en  tous  ses  points; 

2°  En  tout  point  de  S  il  existe  un  plan  tangent  déterminé; 

3°  y  étant  l'angle  que  fait  la  normale  en  un  point  quelconque  p  de  S  avec 
celle  d'un  autre  point  p'  de  celte  surface  el  A  la  distance  mutuelle  de  ces  deux 
points,  on  peut  assigner  deux  nombres  positifs  \  et  2  indépendants  du  choix 
des  points  p  et//  et  tels  qu'on  ait  y-  \\'.  quelles  que  soient  les  positions 
de  ces  points. 

Vient  ensuite  l'énoncé  de  deux  conditions  sous  lesquelles  la  dérivée  normale 
du  potentiel  Y  existe  nécessairement  pour  tous  les  points  de  S  :  dans  ces  con- 
ditions, quand  le  potentiel  de  la  couche  double  répandue  sur  S  admet  une 
dérivée  normale  continue  sur  la  surface  S,  il  en  est  de  même  de  V. 

Ricci  (G.).  —  Sur  les  systèmes  complètement  orthogonaux  dans 
un  espace  quelconque.  (810-81  1). 

Dans  un  Mémoire  publié  en  1896,  l'auteur  a  résolu  un  problème  qui  com- 
prend comme  cas  particulier  relui  des  systèmes  complètement  orthogonaux 
dans  un  espace  euclidien  à  n  dimension-,  que  M.  Drach  a  étudié  dans  une 
Note  toute  récente  des  Comptes  rendus. 

Beudon.  —  Sur  la  théorie  des  groupes  infinis  de  transformations 
et  l'intégration    des  équations  aux   dérivées   partielles.   (811- 

8 1 3  ) . 

L'auteur  signale,  d'après  ses  propres  travaux   et   ceux    de   M.   Delassus.    1 

classe  étendue  d'équations  auxquelles  la  méthode  de  M.  Darboux  est  appli- 
cable : 

Une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  à  trois  variables  indé- 
pendantes, est  supposée  admettre  un  groupe  infini  de  transformations  G,  dont 
la  transformation  infinitésimale  générale  renferme  une  fonction  arbitraire  de 
deux  arguments  et  une  fonction  arbitraire  d'un  seul  argument;  on  admet,  en 
outre,  que  le  groupe  G  possède  un  sous-groupe  g,  dépendant  d'une  fonction 
arbitraire  de  deux  arguments  et  que  g,  renferme  un  sous-groupe  g,  dépen- 
dant de  deux  fonctions  arbitraires  d'un  argument. 

Dans  ces  conditions,  M.  Beudon  prouve  qu'on  peut  intégrer  l'équation  pro- 
posée par  des  équations  différentielles  ordinaires. 

Poincaré.  —   Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Le  Roy,  intitulé  : 
Sur  V  intégration  des  équations  de  la  cita  leur.  (847-849). 
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Zeuthen.  —  Sur  le  théorème  fondamental  de  la  Géométrie  pro- 
jective.  (858-$5g). 

Examen  critique,  fait  par  l'auteur,  de  sa  dernière  Note  des  Comptes  rendus. 

Stouff.  —  Sur  l'équation  aux  périodes.  (809-860). 

('relief.  —  Sur  les  fonctions  besseliennes  S"(.r)  et  0"(.r).  (860- 
863). 

Représentation  nouvelle  de  ces  fonctions,  permettanl  de  démontrer,  d'une 
façon  simple  et  rapide,  leurs  principales  propriétés. 

Picard  (Éni.).  —  Sur  les  intégrales  doubles  de  seconde  espèce 
dans  la  théorie  des  surfaces  algébriques,  (909-910). 

Ayant  montré  par  des  travaux  antérieurs  l'importance  des  intégrales  doubles 
de  première  espèce  dans  la  théorie  des  surfaces  algébriques,  M.  Picard  a  été 
conduit  à  rechercher  si  certaines  intégrales  doubles  peuvent  jouer,  dans  celle 
théorie,  un  rôle  analogue  à  celui  que  jouent  les  intégrales  abéliennes  de  se- 
conde espèce  dans  l'étude  des  courbes.  Ce  sont  ces  intégrales  qu'il  définit  ici, 
sous  le  nom  à.' intégrales  doubles  de  seconde  espèce. 

lldiny    {M.).  —  Sur  l'approximation   des   fonctions   de    grands 
nombres.  (926-929). 

Résumé  des  résultats  obtenus  par  l'auteur,  qui  complètent  ceux  de  M.  Dar- 
boux  et  de  M.  Flamme,  et  sont  susceptibles  d'applications  extrêmement  nom- 
breuses, notamment  au  développement  approché  de  la  fonction  perturbatrice. 

Guichard.  — ■  Sur  les  réseaux  O  associés.  (929-901). 

Schoute.  —  Sur  les   focales  planes  d'une  courbe  plane  à  un  ou 
plusieurs  axes  de  symétrie.  (931-9.J.}). 

Une  courbe  étant  tracée  sur  un  plan  vertical  V  et  admettant  pour  axe  de 
symétrie  l'intersection  de  ce  plan  Y  avec  un  plan  horizontal  II,  on  trouvera 
une  focale  plane  (située  dans  11)  par  les  opérations  suivantes: 

i°  Mettre  debout  les  normales  de  la  courbe  donnée  en  les  faisant  tourner  de 
900  autour  de  leurs  intersections  avec  l'axe  de  symétrie; 

2°  Multiplier  par  y/ — 1  les  ordonnées  du  lieu  des  extrémités  t\r~  normales 
érigées; 

3°  Tourner  la  nouvelle  courbe  en  entier  d'un  angle  de  900  autour  de  l'axe 
de  symétrie,  pour  l'amener  dans  le  plan  11. 

Riquier.  —  Sur  l'existence  des  intégrales  dans  certains  systèmes 
différentiels.  (933-935  1. 

Étude  d'une  classe  étendue  tle  système-  différentiels   pour   lesquels  les   déve- 
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loppemenls  des  intégrales  répondante  des  conditions  initiales  données  d'avance 
peuvent  être  construits  a  priori  sans  que  l'on  puisse,  en  général,  affirmer  leur 
convergence.  Ces  systèmes  comprennenl  les  systèmes  orthonomes  passifs, 
auxquels  M.  Riquier  .1  pu  ramener  antérieuremcnl  le-  systèmes  différentiels 
les  plus  généraux. 

Poincaré.  —  Sur  les  périodes  des  intégrales  doubles.  (990-997  I. 

Il  s'agit  îles  intégrales  doubles  de  la  forme 

P  dx  dv 


sr-ê 


où  P  et  F  sont   deux  polynômes  entiers  en  x  et  y  et    où  ;  est   un   paramètre 
arbitraire.  Si  l'on  introduit  simultanément  l'intégrale  abélienne 


r  p  d.-i 


où  y  est  supposé  lié  à  x  par  la  relation 

F  =  t  —  const.  arbitr., 

les  périodes  ti  dépendront  des  périodes  u  dey  par  les  relations 


fx 


dt 


dt-z 


Si  donc  p  est  le  genre  de  la  courbe  F  =  t  et  si  g  désigne  le  nombre  des  points 
singuliers  ti  de  l'équation  différentielle  linéaire  à  laquelle  satisfont  les  <■>.  I>- 
nombre  des  périodes  9.  est  en  général  égal  à  ipq. 

Guicliard.  —  Sur  le  problème  de  Ribaucour.  1  ioi3-ioio  . 

Le  Roux.  —  Sur  une  forme  analytique  des  intégrales  des  équa- 
tions linéaires  aux  dérivées  partielles  à  deux  variables  indépen- 
dantes. (1013-1017). 

L'auteur  appelle  intégrale  principale  une  intégrale  z(x,  y,  n  dépendant 
du  paramétre  x.  s'il  existe  une  fonction  6  I  non  constante)  telle  que  l'expres- 
sion 


s, 


0 

f(x)z(x,  y,  a)  di 


satisfasse  à  l'équation  considérée,  quelle  que  soit  la  fonction  /(a). 

En  s'appuyant  sur  un  résultat  continu  dans  la  dernière  Note  de  M.  Goursat 
(voir  ci-dessus),  il  étend  la  notion  d'intégrale  principale  aux  équations 
d'ordre  supérieur. 

Riquier.  —  Sur  l'application  de  la  méthode  des  fonctions  majo- 
rantes à  certains  s\  -truies  différentiels.  <  1 1>  1  S-  1  o  19). 
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Les  systèmes  en  question  sont  ceux  que  M.  Riquiex  a  considérés  dans  -.1 
dernière  Communication  (systèmes  orthoïgues).  L'auteur  montre  aujourd'hui. 
par  des  exemples,  que  la  méthode  de-  fonctions  majorantes  ne  s'applique  pas 
toujours  à  ces  systèmes. 

/  essiot.  —  Sur  une  double  généralisation  des  équations  de  Lie. 
(1019-  V02  1). 

Painlevé.  —  Sur  les  positions  d'équilibre  instable.  (1021-1024). 

Étude  de  l'instabilité  dans  le  voisinage  d'une  position  d'équilibre  où  la  fonc 
lion  des  forces  n'est  pas  maxima,  notamment  quand,  aux  environs  de  la  posi- 
tion isolée  d'équilibre  X  =  o,  y  =  0,  la  fonction  des  forces  est  du  second  ordre, 

U  =  <xx2-h  2  fixy  -+-  y  y2  -h.  . . 

'y—  a-;  étant  nul.  Dans  ce  cas,  quand  U  n'est  pas  maxima,  l'équilibre  est   in- 
stable. 

Bricard.  —  Sur  le  déplacement  d'un  plan  dont  tous  les  points 
dérivent  des  lignes  sphériques.  (io24-I026). 

Quelles  sont  les  conditions  les  plus  générales  dans  lesquelles  le  déplace- 
ment d'un  plan  s'effectue  de  telle  manière  que  tous  ses  points  reste///  sur 
des  sphères  dont  les  centres  appartiennent  à  un  même  pilai/'/ 

La  solution  que  M.  Bricard  a  trouvée  de  ce  problème  fait  connaître  un  sys- 
tème articulé  formé  de  deux  plans  dont  les  points  sont  réunis  deux  à  deux 
par  des  tiges  rigides  : 

On  marque  dans  un  plan  P  deux  points  O  et  A  et  l'on  élève  <>c  perpendicu- 
laire sur  1';  on  forme  un  système  analogue  (  P',  A',  O'z')  tel  que  O'A  -oit 
égal  à  OA.  Laissant  fixe  le  premier  système,  on  déplace  le  second  de  telle  ma- 
nière que  le  point  V  reste  sur  O-,  que  la  droite  O'z'  passe  constamment  par 
le  point  A  et  que  les  deux  plans  P  et,  P'  fassent  entre  eux  un  angle  invariable. 
I>ans  ces  conditions,  les  points  du  plan  I''  restent  tous  sur  'les  sphères  dont 
les  centres  appartiennent  au  plan  V. 

Stekloff.  —  Le  problème  de  la  distribution  de  l'électricité  el  le 
problème  de  G.  Neumann.  1  1026-1029). 

L'existence  de  la  densité  (l'une  courbe  superficielle  sans  action  sur  un  point 
intérieur  ne  semblant  démontrée  que  dans  quelques  cas  particuliers,  .M.  Sle 
k  loir  la  démontre  et  don  m:  en  même  temps  ta  solution  du  problème  de  C.  Neu- 
mann pour  les  surfaces  convexes  S  ayant  partout  leurs  c lune-,  finies  el  dé 

terminées. 

Picard  (/:'///.).   — ■   Sur   les  périodes   des   intégrales  doubles  de 
fonctions  algébriques.  (1068-1070). 

L'auteur  rappelle  le  point  de  vue  auquel  il  s'est  placé  en  instituant  la  thi 
de  ces  intégrales  el    la  façon  dont   il  a  obtenu  leurs  périodes.  Il  3  a  uni 
Bull,  des  Sciences  ma  thé  m  ,   >.'  série,  t.  XXIII.  (  Vvril  189g  R 
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logie  assez  complète  entra  les  périodes  des  intégrales  simples  et  celles  des  in- 
tégrales doubles  :  pour  celles-ci,  ce  sont  les  cycles  de  certaines  équations  dif- 
férentielles linéaires  qui  remplacent  les  cycles  de-;  fonctions  algébriques  d'une 
variable.  Mais,  dans  l'étude  des  nombres  invariants  associés  à  ces  théories  il 
se  présente  des  différences  sensibles  sur  lesquelles  il  y  aura  lieu  de  revenir. 

Painlevê.  —  Sur  le  problème  des  trois  corps  (cl  des  n  corps] 
où  deux  des  corps  se  choquent  au  bout  d  un  temps  fini.  (1078- 
1081). 

L'auteur  étudie  les  conditions  pour  que,  dan»  un  système  de  /;  points  s'alti- 
rant  suivant  la  loi  newtonicnne,  deux  corps  se  choquent  au  bout  d'un  temps 
fini.  Dans  le  cas  de  deux  corps,  les  conditions  sonl  algébriques,  mais  dès  que  n 
dépasse  2,  les  conditions  de  choc  sont  transcendantes.  L'analyse  de  M.  Pain- 
levé  prouve  en  outre  que.  dans  le  cas  du  mouvement  plan,  la  condition  du 
choc  ne  saurait  se  traduire  par  une  relation  V  =  0,  où  F  soit  algébrique 
par  rapport  aux  vitesses  et  fonction  uniforme  (ou  à  un  nombre  fini  de 
branches)  des  coordonnées. 

Mangeot  (S.).  —  Sur  un  réseau  conjugué  particulier  de  certaines 
surfaces  dérivées  des  surfaces  du  second  ordre.  (io83-io80). 

Les  surfaces  de  symétrie  S  d'une  quadrique  S  sont  parmi  les  surfaces  r  dont 
chacune  est  le  lieu  d'un  point  dont  la  distance  à  chaque  plan  principal  de  S 
est  proportionnelle  au  produit  des  distances  de  ce  point  à  deux  point»  décri- 
vant deux  quelconques  des  courbes  C  dont  les  tangentes  sont  perpendiculaires 
à  leurs  polaires  par  rapport  à  la  quadrique.  Les  surfaces  V  sont  représentées 
par  les  formules 

f  du  C  di> 

et  admettent  pour  réseau  conjugué  les  deux  familles  de  courbes  ;/  =  const.  el 
v  =  const.  .M.  Mangeot  établit  quelques  propriétés  de  ces  surfaces,  déjà  consi- 
dérées  par  M.   Darboux,   puis   par  M.  Lie.   relativement   à   l'équation  linéaire 

caractéristique  du  réseau  u,  v.  En  voici  une  :  Pour  <juc  l'équation  caracté- 
ristique du  réseau  formé,  sur  une  surface  de  symétrie  -  d'une  quadrique  S. 
par  les  lignes  de  symétrie  de  cette  quadrique  et  leurs  courbes  conjut 
soit  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace,  il  faut  et  il  suffit  que  cette 
surface  S  soit  l'une  des  surfaces  de  la  symétrie  1,  dont  c/iacune  est  définie 
pur  la  condition  de   contenir    une  des   courbes  (C)  qui  ont  pour  équations 

a;(i  =  rn(«+a(1)ll         (x  =  1,  2,    !:  p  entier). 

Ces  surfaces  S,  peuvent  être  construites  par  la  règle  el  le  compas  lorsque  les 
carrés  de-  axes  de  s  ont  entre  eux  des  rapports  < imensurables. 

Hermite.  —  Notice  sur  M.  F.  Brioschi.  (1  1  3<>-i  14  1). 

Riquier.  —  Sur  l'existence  des  intégrales  dans  les  systèmes 
orthoïques.  <  1  1  5g  y. 
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Si  dans  un  système  ortho'ique  passif,  la  cote  première  de  chaque  variable 
indépendante  est  égale  à  i  (  les  cotes  premières,  des  diverses  fonctions  incon- 
nues étant  quelconques)  l<-s  intégrales  hypothétiques  répondant  à  des  con- 
ditions initiales  arbitrairement  choisies  existent  effectivement. 

Les  systèmes  que  concerne  cel  énoncé  comprennent,  comme  cas  très  particu- 
lier, ceux  <lc  M""  Kowalewski. 

Pellet.  —  Sur  les  surfaces  applicables  sur  une  surface  de  révolu- 
tion. (  i  1 5g- 1 160). 

Démonstration  de  rv  théorème  : 

«  Soit  A.2  d u- -+-  B2  dv2  le  carré  de:  l'élémenl  linéaire  d'une  surface  :  suppo- 
sons A  et  I!  fonctions  de  la  courbure  totale  de  la  surface  el  le  rapporl  ■  g 
variable.  Si  chacune  des  expressions 

i  -         ■>  /  •.      f/"J        , 

,/ir         g'  dV  .  r  aV 

esi  le  carré  de  l'élément  linéaire  d'une  surface  ;'i  courbure  constante,  la  sur- 
face donnée  est  applicable  sur  une  surface  <\<-  révolution;  sinon  la  surface 
n'est  pas  applicable  sur  une  surface  de  révolution,  à  moins  que  l'on  ait 
g  =  <f(au  -4-  bv ),  a  et  b  étant  des  constantes.  » 

liémeray.  —   Sur  les  équations  fonctionnelles  linéaires,  (i  160- 
i  i6i). 

L'auteur  appelle  ainsi  les  équations  de  la  forme 

/"(.r)  -f-  ri  f'"-'(x)  4-...+  hf(x)-h  kx  =  o, 
où  la  fonction  inconnue  est  f(x)  el  où  l'on  a  par  définition 

/-(*)=/L/"-,(*)]. 

Il  fait  connaître  la  solution  générale  de  ces  équations  dans  le  cas  "ù  les 
coefficients  «,  ...,  /.  sont  constants,  ce  qui  résout,  comme  cas  particulier,  le 
problème  de  Babbage. 


THE  MESSENGER  OF  MATHEMATICS,  edited  by  J.-W.-L.  Glaisher.  Lon- 
don  and  Cambridge,  Macmillan  and  C°  ('). 

Tome  XX;  1890- 1891  . 
Mannlieim.        Sur  les  normales  aux  coniques  (1-2 


Voir  Bulletin,  t.  \\  III,,  p.   i3. 
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Une  conique  et  sa  polairj  réciproque,  par  rapporl  ;>   un  cercle  de  cenli 
ont  1rs  mêmes  normales  issues  de  0.  Conséquent    - 

Hammond.  —  Euclide  el  la  loi  associative.  (3-4)- 

La  démonstration  de  la  loi  a{bc)=  (ab)c  se  trouve,  sous  une  autre  forme, 
dans  les  Éléments  (livre  7,  prop.  XVI,  XVII,  WIII). 

Greenhill.  —  Les  lignes  de  Sumner  dans  les  caries  de  Mercator 
et  stéréographiques.  (4-^t). 

I.cs  lignes  de  Sumner,  dans  une  Carte,  représentent  les  petits  cercles  de  la 
sphère,  considérés  connue  lieux  des  points  pour  lesquels  un  astre  est  à  un 
moment  donné  à  la  même  hauteur,  L'observation  «le  la  hauteur  d'un  astre  an 
moyen  du  sextant  et  la  lecture  du  chronomètre  fournissent  ainsi  un  lieu  du 
point  où  l'on  se  trouve.  D'où  l'intérêt  de  l'étude  de  ces  ligne-. 

Pearson  (A'-)-  —   Sur  les  expériences  de  Wôhler  relatives  aux 
\  ibra lions.  (21-37). 

Cunningham  {A.).  —  Sur  la  recherche  des  diviseurs.  (3^-45). 

Mannheim.  —  Sur  une  parabole  liée  à  une  conique  par  certaines 
propriétés  remarquables.  (45-48). 

Enveloppe  des  perpendiculaires  à  une  sécant'-  d'une  conique  qui  passe  par  un 
point  fixe,  menées  par  les  points  où  cette  sécante  rencontre  la  polaire  de  ce 
point. 

Burnside  (f^-)-  —  Sur  les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure 
sont  planes.  (49_5  î  )• 

L'équation  de  ces  surfaces  est  obtenue  en  les  regardant  comme  enveloppées 
par  un  plan  Ix  -+-  my  -+-  nz  -4-  p  =  o,  dans  lequel  les  coefficients  /.  m.  n  sont 
définis  par  les  génératrices  imaginaires  de  la  sphère  l2-+-  mï-h  n*=  1. 

Segar  {IV.).  —  Quelques  inégalités.  |  54-J9). 
Le  déterminant 


a" 

a"! 

b« 

/>■■ 

bt 

r% 

c'! 

où  a.  ii.  c  M'iii  des  nombres  positifs,  est  du  même  signe  que 

-6)(a-c)(6-a)(r-?)(a-T)(P-T) 
disalion  et  conséquent 
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Cayley.    —   Noie   sur   l'équation    modulaire  de  Schlàfli    pour  la 
transformation  cubique.  (5g-6o). 

Burnside  {W.).  —  Sur  l'équation  différentielle  d'un  système  de 
coniques  sphériques  confocales.  (6o-6'3). 

On  retrouve  l'équation  d'Euleren  prenant  pour  coordonnées  sur  la  sphère  les 
paramètres  des  -lenératrices  rectilignes. 

Cayley.  —  ?sotc  sur  les  racines  neuvièmes  de  l'unité.  (63). 

a  =  8  -4-  0",        b  =  0-  4-  <>'.        c  =  6:i  -4-  9« 
sont  racines  de  l'équation  x3  +  ?>x  -4-1  =  0. 

Burnside  (  W.).   —   Sur  une   propriété  des    courbes   isothermes 
planes.  (64-68    . 

Relation  linéaire  entre  le  nombre  de  courbes  limitant  une  aire,  le  nombre 
de  points  sur  ces  courbes  où  une  fonction  harmonique  est  maximum  ou 
minimum,  et  le  nombre  des  points  doubles. 

Cayley.  —  Sur  deux  invariants  d'une  fonction quadri-quadrique. 

(68-70). 

Si  l'on  considère  une  forme  homogène  et  du  second  degré  par  rapport  à  x, 
y  d'une  pari,  par  rapport  à  u,  w  de  l'autre,  les  deux  discriminants  seront  des 
formes  du  quatrième  degré,  ayant  les  mêmes  invariants  du  second  et  du 
troisième  degré,  invariants  que  l'illustre  auteur  forme  explicitement. 

Mathews  (G.).  —  Déterminants  irréguliers  et  formes  sous-triplées. 
70.-74). 

Démonstration  et  explication  d'une  assertion  de  Gauss    Disquisitiones aritm., 
VIII  ). 

Cayley.  —  Sur  un  cas  particulier  de  l'équation  différentielle  du 
troisième  ordre  de  Ruminer.  |  7  '-~i  I. 

Étude  d'une  solution  particulière  donnée  par  \I.  Goursat  dans  ses  lier  lu- relu  s 
sur  l'équation  de  Kummer  (Acla  Soc.  Se.  Fennicoe,  t.  W,  p.  '1711. 

Dixon  (   I.).  —  Sur  la  somme  des  cubes  des  coefficients  du  déve- 
loppement de  (1  — x)m.  (79-80). 

Tanner  (L.).  — ■  Note  sur  la  méthode  de  dérivation  d'Arbog 
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Tanner  (L.).  —  Sur  l'histoire  de  la  règle  d'Arbogast.  (83-ioi  . 
Démonstration  de  c<  tti    ri  gle;  li-ie  des  Mémoires  où  elle  est  utilisée. 

Johnston  (</.).  —  Note  sur  les  congruences  de  lignes.  (102-1  o3  1. 

Mac-Mahon.  —  La  théorie  des  partitions  parfaites  et  de  la  com- 
position des  nombres.  (10Ô-119). 

Um;   partition    parfaite  d'un   nombre  est   une   partition  qui  contient   une  el 

seulement  une   partition  de    tout    nombre    plus   petit.   Le   major  Mac-Mahon 

explique  une  loi  d'après  laquelle   les  partitions  peuvent  être  énumérées  il. ni- 
ions les  cas. 

Cayley.    —   Correction  à  la  Note   sur  l'équation    modulaire   de 
Schlàfli  pour  la  transformation  cubique.  (120). 

Glaisher.  —  Théorème  sur  les  sommes  des  puissances  paires  des 

nombres  de  la  suite  naturelle.  (120-128). 

Expression  simple  de  ~  (S„  =  i"-+-  2"+. .  .+  £")  au  moyen  des  nombres  de 
Bernoulli. 

Glaisher.   —    Relations  récurrentes  contenant  les  sommes   des 
puissances  des  diviseurs  des  nombres.  (129-1  35). 

Voici  deux  de  ces  relations  où  vr(n)  désigne  la  Minime  des  puissances  /-lèn" 
du  diviseur  de  l'entier  n. 

C7,  («)  —  3<r,(/i  —  i)+5<t,(/i  —  3)  —  7a, (n  —  6)-+-9ff,(n  — 10)— ... 
=  [(-i)*-«(i*+aH-3*-K  ..+  **)], 
tr3(n)— 3a3(ra  — i)  +  5ff3(n  — 3)— 7<r3(n—  6)  +  9<r3(n  —  io)— ... 
=  6[a1(n^i)-(iî-4-22)a1(n-3)-h(i2-f-22+3î)a1(n-6)-...] 

+  [(-i)H(,'+2<+...+  ^)]; 

le  terme  entre  crochets  doit  être  remplacé  par  0,  si  n  n'est  pas  égal  à  —  — • 

L'auteur  établit  une  relation  générale  analogue  poiir  /•  impair. 

Cayley.  —  Note  sur  l'involutant  de  deux  matrices  binaires.  (1 36- 

i37). 

Cayley.   —   Sur  une  identité  algébrique  relative  aux  six  coor- 
données d'une  ligne.  (i38-i4o). 

Segar.  —  Un  théorème  sur  les  déterminants.  (1  ji-i  î"")' 
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Sif(t)  est  un  polynôme  du  ri       degré,  on  a 
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1  '  —  - 

TU)  fit)  f(t) 

D- >- I>J 

fin  An  fin 


ni  n-    1  !  n  —  2 ! 
[/(0]"+2 


D3_L_     t,(_i        D'-£- 
/(*)        fit)        /(O 

le  déterminant  étant  du  niim  ordre. 

Segar.  —  Sur  la  sommation  de  certaines  séries.  (142-1 44)- 

Burnside  (  W.).    -  Sur  un  cas  de  mouvement  des  fluides.  (1 44- 
i45). 

Burnside  (  W.).  —  Note  sur  le  théorème  d'addition  des  fonctions 
hyperboliques.  (1 45- 148). 

I  démonstration  géométrique. 

Burnside  <  W.).  —  Correction  à  une  Note  précédente.  (i48). 

Cayley.  —  Sur  la  notion  d'une  courbe  plane  d'ordre  donné.  (1  {8- 
i5o). 

Cayley.  —  Sur  les  épilrochoïdes.  (ioo-i58). 

Cercle  des  inflexions;  étude  du  cas  où  la  roulette  est  une  conique. 

Hammond.  —  Quelques  formules  d'Arithmétique.  (i58-i63). 

Diverses  propriétés   où    figurent    lé    symbole   (x:a)  qui   représente  1  ou  0 

suivant  que  —  est  entier  ou  fracti aire,  le  nombre  des  diviseurs  d'un  entier, 

a 

leur  somme,  etc. 

Burnside  (W.).  —  Une  propriété  des  substitutions  linéaires.  (  1 63- 

i(36). 

Deux   inversions  successives  peuvent    être   remplacées  par  une  substitution 
homographique  portant  sur  une  variable  complexe. 

Brill  (/.).  —  Sur  l'application  de  la  méthode  des  polaires  réci- 
proques aux  théorèmes  de  Statique.  (166-171). 

Vpplication  de  la  méthode  de  l'auteur  (  Messenger,  isS;  1  pour  représenter  un 
nombre  complexe  par  une  droite  (el  non  par  un  point  | 
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Glaisher.   —    Note    sur   les  sommes  des   puissances    paires   des 
nombres  pairs  ou  impairs,  (i -2-1-6). 

Conséquence  de   la    forme   du    coefficient  de   x"   dans  le   développement   <\<- 
-in kx  cota;. 

Glaisher.  —  Relations  récurrentes   contenant    les  sommets  des 
puissances  des  diviseurs.  (177-181). 

Suite  d'un  Mémoire  signalé  plus  haut. 
Ilammond.  —  Quelques  formules  d'Arithmétique. 

Suite  d'un  Mémoire  signalé  plus  haut. 
Glaisher.  —  Sur  les  fonctions  elliptiques  de  -•  (191-192). 

Valeurs  de  sn,  ànu,  de  leurs  inverses  et  de  leurs  quotient-  mutuels  pour 
11  =  4>  déduites  de  résultats  dus  à  M.   Forsyth  et  à  M.  Burnside. 

Tome  XXI;  1891-1892. 

Sylvester.  —  Sur  les  suites  arithmétiques.  (1-19). 

Si  dans  le  produit  des  nombres  entiers  consécutifs 

(m  +  i)(m  +  2)...(m  +  n), 

m  est  plus  grand  que  n —  1,  ce  produit  contient  un  nombre  premier  non  con- 
tenu dans  la  suite  1,  2,  3,  ...,  n. 
Si  v  est  le  nombre  de    nombres  premiers  contenu  dans  la  suite  2,  3,  ...,  n 

on  a 

(»i+i)(m  +  5).,.(m  +  B  —  v)>i.2.3...ii. 

Conséquences  relatives  à  la  limite  asymptolique  du  nombre  de  nombres  pre- 
miers contenus  dans  une  progression  arithmétique  dont  les  termes  sont  p remiel  - 
à  la  raison. 

Rouse  Hall.  —  Une  hypothèse  relative  à  la  nature  de  l'éther  el  de 
la  gravité.  (20-24). 

Burnside.  —  Sur  la  forme   des   courbes   fermées   de   troisième 
classe.  (25-26). 

Burnside.  —  Notes  d'Algèbre.  (26-28). 

Bichmond.  —  Note  sur  la  somme  de  fonctions  des  termes  d'une 
progression  arithmétique.  (29-34)- 
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Sur  l'évaluation  de  ip(r)-t-  <p(r-t-  27)+.. .+  <f(n)  quand  l'on  connaît 
<p(o)-t-  <?(g)+  (p(2^)  +  ...-)-  »(n)  en  fonction  de  n;  par  exemple,  si  <p(n) 
est  un  polynôme  entier  en  ir  et  si  l'on  suppose 

?(o)-r-y(a)  +  f(4)+...-f-0(n)=<|»(Jt)l 
on  aura 

y(i)  +  <p(3)+(p(5)7f-...+  «p(re)=^(»)-^(o). 

Rouse  Bail.  —  Nombres  de  Mersenne.  (34-4°)- 

Liste  des  résultats  connus  sur  le  caractère  premier  ou  composé  des  nombres 
2P  —  i,  où  p  est  premier,  avec  les  références.  Quelques  résultats  doivent  être 
corrigés  d'après  dos  indications  données  plus  loin  (p.  121),  indications  où  il 
convient  de  relever  la  référence  à  un  Mémoire  d'Euler  dans  les  Commenta- 
tiones  Arithmeticce  collectes,  t.  I,  p.  2.   Nombres  parfaits. 

Fujisawa.  —  Note  sur  une  formule  des  harmoniques  sphériques. 

(4o-4i). 


En  pos;mt 


0  ■+-... +  Q„a»  +  .  ... 


i  —  2  %  cos  y  -+-  Y 
on  ;i 

2  cos  n  y  =  Qn —  Q„_,- 

Anderson.   —  Note  sur  l'équilibre   d'une   surface    fermée   sous 
l'action  de  forces  normales.  (42-43). 

Le  théorème  dû  à  M.  Bertrand  : 

«  Une  surface  fermée  est  en  équilibre  quand  chaque  élément  u  esl  soumis  à 

une  force  normale  proportionnelle  à  u    -  h )»  Pu  ?■■  étant    les    rayons  de 

courbures  principaux  », 

ne  peut  pas  être  généralisé  en  remplaçant—  h —  par  une  autre  fonction  de 

Pi  P  1 

Rogers.  —  Note  sur  les  fondions  propres  à  représenter  une  sub- 
stitution d'un  nombre  premier  de  lettres.  (  i4~4")- 

Réduction    des    conditions  données  par  M.   Hermite    {Algèbre  de  Serret, 
n    176). 

Glaisher.  —  Expression  de  la  somme  «1rs  cubes  des  diviseurs 
il  un  nombre  au  moyen  des  partitions  des  nombres  plus  petits. 
I  (7-48). 

Glaisher.  —  Relations  récurrentes  conlenanl  les  sommes  des 
puissances  des  diviseurs.  (49-64). 

Suiir  des  recherches  contenues  dans  le  Tome  précédent 
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Glaisher.    -  Expressions  pour  les  fonctions  symétriques  de  I,  G, 
E  au  moyen  de  rj . 

En  posant 

I  =  E  —  K,         G  =  E  -  /.     K. 
._  2  Kl  iKG  iKE 

l'auteur  donne  des  expressions  des  premières  Fondions  symétriques  (jusqu'au 
cinquième  ordre)  de  i,  g,  h\  par  exemple 

ig  -+-  ge  +  ie  =  —  96  \^  n  -  (  n)  <f". 
?(/?)  est  la  somme  des  diviseurs  de  ». 

Anderson.  —  Sur  les  centres  de  pression,  (o'g-76). 

Détermination  du  centre  de  pression  pour  quelques  aires  planes  immei 
dans  un  liquide  homogène  :  triangle,  quadrilatère,  polygone  régulier,  cercle, 
demi-cercle,  etc. 

Richmund.  —  La  somme  des  cubes  des  coefficients  de  (1  — ./)-". 
(77-78)- 

Campbell.    —   Note  sur   la  transformation   simultanée   de   deux 
formes  quadratiques.  (-8-83). 

Cas  où  l'équation  en  a  a  des  racines  égales. 

Burnside.  —  Deux  Notes  sur  la  fonction  pu  de  \\  eierstrass.  (84- 
87)- 
L'une  de  ces  Notes  contient  une  démontration  très  simple  de  la  relation 

1  v/R(^)V/R(3ô+/(^r) 

2  (X  —  y)- 

où 

R(z)  =  a,,;.'^-  \ci\  z3  +  6a2a2-+-  (\a3z  +  a4, 
et 

f(x,y)  =  al) x-y-  -+-  2 a,  ( j::jk  +  jy 2 )  -+-  a, (  a?2  +  4 xy  +  y-  )  -t-  2  a3  (  jp  -i-  j'  )  +  a,. 

Sylvester.  — -  Sur  les  suites  arithmétiques.  (8--120). 

C'est  la  seconde  Partie  du  Mémoire  signalé  plus  haut  :  elle  peut  être  regardée 
comme  un  supplément  au  célèbre  .Mémoire  de  Tchebjxheff  de  i85o;  voir  aussi 
l'article  de  l'auteur  dans  le  Tome  IV  de  V American  Journal;  elle  se  rapporte 
essentiellement  à  la  recherche  de  la  limite  asymptotique  du  nombre  de  nombres 
premier-  inférieurs  à  un  nombre  donné;  elle  ne  se  prête  pas  aisément  à  l'ana 
lyse. 
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Rouse  Bail.  —  Nombres  de  Mersenne.  (121). 

Glaisher.  —  Note  sur  une  formule  de  récurrence  pour  o-(«).  (122 
i3o>. 

La  formule 

s  (  n  )  —  2  z  (  n  —  4)+2(T(n  —  *6)  —  y.i(n  —  36  )  +  ...=  o, 

où  s(n)  est  la  somme  des  diviseurs  de  />,  el  qui  a  été  établie  par  l'auteur  dans 
le  Tome  XX  du  Quarterly  Journal,  p.  116,  est  vraie  pour  tous  les  nombres 
impairs  n  qui  ne  sont  pas  la  somi le  trois  carrés.  D'autres  résultats  con- 
cernent les  nombres  de  représentations  d'un  nombre  par  deux,  trois,  cinq 
carrés.  Les  divers  résultats  peuvent  se  déduire  d'identités  analytiques  relatives 
aux  fonctions  2r. 

Cayley.  —  Note  sur  une  identité  entre  des  hyperdélerminants. 
(i3i-i32). 

Cayley.  —  Sur  la  non-existence  d'un  certain  groupe  de  points. 
(1 32-i  33). 

Il  n'y  a  pas  de   système  de   sept  points  tels  que  toute  cubique  qui  passe  par 
ces  sept  points  passe  par  un  huitième  point  déterminé. 

Cayley. —  Sur  la  formule  deWaring  pour  la  somme  des  nie 

puissances  des  racines  d'une  équation.  (i33-i3~). 

L'auteur  montre  en   particulier  comment  l'expression  de  ente  somme  peul 
se  déduire  île  la  série  de  Lagrange. 

Brlll  (t/.).  —  Une  propriété  de  l'équation  de  conductibilité  de  la 

chaleur.  (t3--i3g). 

Si  f(x,  y,  z.  t)  est  une  solution  de  l'équation 


,fd2\       à  \        ô  \ 


~d~t 


t    ~e      Wa"1       f(  — 1—1-1—  -)  est  aussi  une  solution. 

J  \t     t     t         t) 

Tanner.  —  Sur  quelques  racines  carrées  de  I  unité  pour  un  mo- 
dule premier.  (1  39-1  i  î  |. 

Il  s'agit  de  déterminer  le-  expressions 

F(x)=  A  +  Bx-hCx2+...-     H' 

telles  que  l'on   ail    lf(x)  i(mod/?),    pour  toute  valeur  de  x  non  divisible 

par  le  nombre  premier  />. 
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Segar.  —  Sur  la  sommation  de  certaines  suites,  (i  {5-1  \~  ). 
Étuile  fies  sommes 


r  =  /i 


*  i  c*r  \-<  C" 

\  —  >      y  —  > 

**    UrUr+t  Ur+I  ■  •  •   Ur+1$  ~*    UrUr+\  Ur+t  ■   '  ■   U r+2,-\ 

r=\  "  ;=1 

où  Mr,  ur+l,  ur+->,  ...   forment  une  suite  récurrente,  avec  l'échelle  de  relation 
i  —  bx  -+-  cx2  =  o. 

Segar.  —  Sur  un  théorème  de  la  théorie  des  déterminants  dû  à 
Jacobi.  (i  48- 1 5- ). 

Propriétés  de  déterminants  dont  les  éléments  sont  les  sommes  de  produits 
homogènes  de  r  lettres. 

Campbell.  —  Note  sur  le  nombre  maximum  de  points  arbitraires 
qui  peuvent  être  choisis  pour  points  doubles  d'une  courbe  ou 
d'une  surface  de  degré  quelconque.  (i58-i64). 

Donner  m  points  doubles  et  s  points  simples,  pour  déterminer  une  courbe  de 
degré  n  équivaut  à  3m  +  s  conditions  linéaires  indépendantes;  il  y  a  exception 
pour  n  =  2,  n  ■=.  4  (une  droite  double,  une  conique  double),  mais  seulement 
pour  ces  cas.  Théorème  analogue  pour  l'espace. 

Burnside.  —  Sur  l'application  du  théorème  d'Abel  aux  intégrales 
elliptiques  de  première  espèce.  (164-170). 

Si  l'on  désigne  par  x-,  y.  (1=1,  2,  ...,  4)  les  points  d'intersection  de  la 
quartique  fixe 

2_    ax2-h  ibx  -+-  c 
•*    ~  Ax--h  2Hx  -+-  C' 

avec  l'hyperbole  variable 

mx  +  n 

y  =  — r' 

J        m  x  -+-  n 

on  a,  en  supposant  X  =(ax-  -,-  ibx  -\-  c)  {\xl-\-i\ix  -{-  C), 

i  =  v 

V^  dx, 

>    -  =  o 

1  =  1  v     ' 
et 

(yt— yi)(yi— y*)  _  (^i  —  ^H^—  &*) 
(ri-r.5)(r:i-r.iJ      («1— *«)(*»—  x,)' 

L'auteur  déduit  de  là,  en  particulier,  diverses  relations  entre  les  fonctions 
elliptiques  de  quatre  arguments  dont  la  somme  est  égale  à  i\\. 

Burnside.  —  Sur  la  transformation  linéaire  d'une  différentielle 
elliptique.  (170-176). 
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Substitutions  qui  changent  en  elle-même  la  différentielle 

dx 

\f(x  -  a)(x  —  ^)(x  —  y)(x  —  S ) 

Application  aux  formes  normales  de  Legendre,  Weierstrass,  Kiemann. 

Segar.  — -Sur  le  déterminant  multinomial.  (1 -7-1 88). 
Si  l'on  pose 

(a„ -H  a,  x  -t-  a.2x*-h. . .)"  =  A0  +  A,x  -h  \2x2-h. . ., 

en    prenant   les   dérivées    logarithmiques    et   en    égalant    les    coefficients    des 

puissances  de  x.  on  obtient  aisément  A.  sous  la  forme     ,     °. — -  x  D,  D  étant 
1  r  r\m\  a'0 

un    déterminant    du    rièmo    ordre,   que    l'auteur   appelle   multinomial,    et   dont 

l'étude  le  conduit  à  plusieurs  propriétés  intéressantes. 

Cunningham.  —   Sur  le  cercle  des  neuf  points  et  Taxe  orlho- 
ceutral  d'un  quadrilatère.  (188-191). 

Segar.  —  Note  sur  une  remarquable  suite  de  nombres.  (  1  q  1  ). 

Tome  XXII;  [892-1893. 

Kleiber  («/•)•  —  Sur  une  classe  de  fonctions  qui  se  déduisent  des 
intégrales  elliptiques  complètes,  ou  qui  sontliées  aux  fonctions 
de  Legendre.  (t-44)- 
Considérons  l'équation  différentielle  linéaire 

1  t   supposons  la  mise  sous  la  forme 

dx\X  dyj 

ii  toute  solution  y  de   l'équation    (o    on    peu!    associer  une  fonction  r,  par  la 
relation 

dy 

dx 
qui  entraînera  la  relation 

dt\ 

dx 

ii   satisfera  aussi  à  \\w-  équation  différentielle  du    second  ordre;  y  esl 
à  t)  comme  t\  à  1  . 

Les  deux   fonctions  hypergéométriques   F(a,  ji,  y,   c),   !  -""' 

associées  -1  l'on  .1  y.  -+-  2,  =  o,  ji  -+-  'i,  —  0,  •;  H-  ",  =  r. 
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Les  foDCtioDS   (de  k)   K   et  <;  —  K  — /./.'-  sont  .1 :iées.  De   même,  dans  les 

J_  __L 

Dotations  de  \A  eierstrass,  les  fonctions  u  A  -.  t  a    iJ  considérées  comme  fonctions 
de  l'invariant  .1  [voir  Halphen,  Traité  des  fondions  elliptiques,  t.  I,  p.  3i4  )- 
L'auteur  multiplie  les  exemples  et  donne  quelques  interprétations  géomé- 
triques i  ntéreàs;i  11 1  <•-. 

Cayley.  —  Noie  sur  les  courbes  orthogonales  à  un   système  de 
courbes  planes.  (45-46). 

Segar.  —  Sur  une  inégalité.  ( 4 7~5 1  ) . 

Généralisation   d'inégalités  signalées  dan-  le  Tome  précédent;  par  exemple, 

en  supposant 

a  >  b  >  c  >. . .  >  /,        m>  n 

et  toutes  les  quantités  positives,  on  a 

amb"+  0" c"  — .  ..+  /™an>  anbm-h  bncm  +  . .  .-+-  l"a'". 

Osborn.  —   Note   sur  le  numérateur  (rime  progression   harmo- 
nique. (5  1  -02). 

11  1  i-  •   1 1  •> 

Si  n  est  premier  le  numérateur  de ...—  est  divisible  par  /»-. 

1  v  i  .     2  p  —  1 

Bich.  —  Un  théorème  sur  les  facteurs  numériques.  (52-55   . 

En  supposant  que  l'on  ait  un  nombre  entier  x2  =  Ny  +  i,  l'auteur  donne  un 
facteur  de  N  sous  forme  d'un  continuant. 

Mansion.  —  Sur  la  loi  des  grands  nombres  de  Poisson.  (56). 

Segar.  — ■  Déduction  de  certains  déterminants  d'autres  détermi- 
nants de  forme  indéterminée.  (07-67 

Parmi  les  conséquences  qui  résultent  des  identités  analytiques  que  développe 
l'auteur  se  rencontre  cette  proposition  :  Le  produit  des  différences  mutuelles 
de  n  nombres  entiers  est   divisible  par  le  produit  des  différences  des  nombres 

o,  1,  2 /;  —  1. 

Mathews.   —   Polygones  de   périmètre  minimum   circonscrits  à 
l'ellipse.  (68-69). 

Démonstration    géométrique  élégante   d'un    théorème   de   Steiner    (  Werke, 

t.  IL  p.  618  I. 

Cayley-  —  Sur  deux  équations  cubiques.  (69-71). 

Propriétés  d'équations  qui  se  rapportent   a   la  division  du  cercle  en  7  el  en 

.,  pari  ie-  égales. 
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Glaisher.  —  Noie  sur  les  fondions  k,  el  <1,  de  M.  KJeiber.     -\- 

82  1. 

Rectification  de  quelques-uns  des  résultats  obtenus  par  M.  Kleibcr. 

Bouse  Bail.  —  _\ote  sur  un  problème  de  la  Théorie  clos  nombres. 
(82-83); 

Application  du  théorème  de  M.  Birch  à  un  nombre  de  Mersenne. 

Burnside.  —  iNote  sur  une  intégrale  pseudo-elliptique.  (83-89). 
Détermination  des  intégrales  du  type 


r     (x-a) 


'.)  dx 
(  x  —  b  )  v/K(d?) 


où  I!  (  -c  )  est  un  polynôme  du  quatrième  degré,  qui  se  réduisent  à  un  logaril  lime. 

Burnside.  —   Sur  la   division   par  g  des  périodes  des  fondions 
elliptiques.  (89-96). 

Glaisher.  —  Sur  certaines  séries  et  intégrales  définies.  (97-108  \. 
La  râleur  de  la  série 


''(^M^-)[ 


M-"-1-».»-1-)*. 


M;)'G)[* 


(g-4-,)(q+3)(P  +  l)(^  +  3) 
4! 

4.  »('  +  3)^tf^-H   3) 

3  ' 
a(q  +  2)(a^-4)  ?  (  ?  +   ! 
6! 


■■] 


peut  être  représentée  par  l'une  ou  l'autre  des  intégrales 
\   /       /      e—  "'— "*— *xltvu%sftdu  dv 

Ju        .     1, 

r.r.     (  sin     8  )   (  cos    8  ) 

_  Y 1  g+p  +  3  \  r  _\ 2 

\      ■'■       ■  '..  .  ,  !  « 


rf8 


(H-  JT  sillO 


i-2  ' 


rf8 


^        '       U°     (,_*si,eV 

1  x  •+   p   ■-  ■■       /  •  '  K  -h  w(  1       en  //  1    ■  1       en  ' 

2  /  t/0  f  ,||,,/  |«+?+l 

^  el  [',  -"ni  supposés  plus  grands  que        1  impris  enlre       1  el     -  1;  h, 
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lu  carre  du  module  pour  les  fonctions  elliptiques  de  la  dernière  in 

■      »      !  —  X       ,  I         r  l 

égal    a    •    Les  cas    a  =  i .    a  =  —  i ;    a  =  ;  :    y.  =  i.    S  =  2,  sont 

2  !  ' 

successivement  étudiés  par  Fauteur. 
Signalons  ru  particulier  les  égalités 

r\     ~)     rK/sn"\"w 

=  -w-y0  (d^-j rf" 

/  I  1 .  1  ■) .  I 


4      /  L  2-4  J •  1  • 

2    /  l  2  2.4.6  2 . 1 ...  1  o 


où  //  >i  et  où  /.  =  /.- —  /.  :.  égalités  dont  il  tire  grand  parti  dans  l'article  sui- 
vant, pour  l'élude  de  l'intégrale 


"      Jo     \dnu) 


■      ■    ;  ■      1  1    .'        (/l 

qui  vérifie  la  relation 


dh 

Glaisher.  —  Développements  suivant  les  puissances  de  /.-—  L'1. 
(io9-i58). 

Outre   les   résultats    que    nous    venons  de    mentionner,   l'étude  particulière 

des  premières  valeurs  de  n  et  d'autres  résultats  analogues  concernant  des  inté- 

1        •   r  ..       ,    sn« 

g ra les  ou  ligure  cou  au  heu  de  -= — ■>  signalons  enc  »re  ceux  qui  concernent  des 

intégrales  portant  sur  îles  fonctions  elliptiques  dont   le   module  a  des  valeurs 
numériques  déterminées;  par  exemple,  la  formule 

'-        ï±?  ri  l±lWê-±^ 

P-w  (1- -ri]«)2(i  +  cna)i  _  2    2         \     0     /     \     G     / 
./  ~<x  +  p-n  ~~T~  /q  +  p  +  2\       ' 

(dnu)       »  V       6        / 

relative  au  module        ;  puis  de  curieuses  expressions  pouï  i"  (  -  )-  l"1  (  -  );  enûn 
la  relation 

r*  /-»(«-ca«,)-g(«  +  cn«)p-i 

V'i/      Va/  I  a>     ,        a(a  I     .  "I 

,,.  .=,1  -.«■         J 

I   3 
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dans  le  premier  membre  de  laquelle  le  carré  du  module  esl      —     a 

I  2 

d'où  M.  Glaisher  lire  un  grand  nombre  d'identités  intéressantes. 

Glaisher.  —  Valeurs  «I  intégrales  en  fonction  <l<'  /.-.  i  i  (6-208). 

La  plupart  des  résultats  contenus  dan-  ce  nouvel  article  résultent  de  la  rela- 
tion 


!        su"  il  en"  il  d  u''  // 


du 


n'"      '  m""  | 


+  (M+')(m  +  3 ) '  /'     !  !  P  — 3) /i.«_      I 

?..\  (  //;       n  -;-  2  )  |  //?        n 

Sylvester.       Note  sur  un  problème  de  neuf  écolières.  1  109-260  . 

Segar.  —  Sur  une  suite  de  points  donnés  par  îles  suites  récur- 
rentes. 

Knight. —   Limites  de  l  expression  •  (160-171). 

Pourvu  que  a;,  y  soienl  positifs,/?  et  q  réels,  cette  expression  esl  comprise 

P  P  .  •  .... 

entre  —  xi'-i  et  —  y/'  -1  :  démonstration  élémentaire. 
?  '/' 

Sega/\  —  Sur  les  racines  de  certains  continuants.  <  1  7  1  - 1  S  1  1. 

On  sait  que  les  mathématiciens  anglais  appellent  continuant  nu  déterminant 
|  bit  |  dont  les  éléments  sont  nuls  lorsque  la  différence  en  ire  i  ety  est  plus  grande 
que  1;  l'auteur  examine  le-,  équations  en  "/.  obtenues  en  égalant  à  0  les  conti- 
nuants dont  les  éléments  non  nuls  sont  île  la  forme 

h  i      'i.'i    —  aj,        li   |       'i.'i   . 
ou 

bu=    -X).  Il  ,  "  |,  /'  A" 

la  première  équation  a  toujours  ses  racines  réelles;  la  seconde  .1  ses  rai  ines 
réelles  el  positives  -i  a,  .,  el  a  _,  .  sonl  de  même  signe  quel  que  soit  i;  ^e^ 
racines  réelles  et  négatives  si  n:  .  ,  ci  a t  ,  sonl  de  signes  contraires.  On  peu! 
en  tirer  des  conclu-ions  lorsque  l'ordre  du  continuant  devient  infini  :  c'est  ce 
que  l'aii  l'auteur,  en  particulier  pour  la  fonction  J<n (x)  de  Bessel,qui  a  toutes 
ses  racines  réelles. 

Segar.  —  Note  sur  la  théorie  des  fonctions.  (181-182   . 

Vpplicalion    aux    résultats   précédents    relatifs   a   Jm(x)  d'un    théorème  de 
Lag uerre  (Compta  rendus,  t.  \('.\.  p.  828   , 

Bull,  (/«'s  Sciences  niathém.,   ■'  série,  1 .  \  \  1 1 1      Mai   18g 
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Cayley.  —  Sur  un  cas  de  l'involulion  A.F  -h  BG  —  (M  =  o3  où 
A,  B,  C,  F,  G,  H  sont  des  formes  quadratiques  ternaires.  (182- 

186). 

Les  seize  points  d'intersection  des  courbes  A.F  =  o,  BG  =  o  sont  sur  la  courbe 
Cil  =  o;  supposons  qu'il  y  en  ait  liuit  sur  C  et  huit  sur  11  que  l'on  désignera 
par  1,  2,  3,  4>  5,  6,  7,  8.  L'auteur  étudie  la  forme  de  l'identité  précédente  en 
supposant  que  les  coniques  A.  F,  B,  G  passent  respectivement  par  les  points 
1234,  5678,   i256,  3478. 

//; 

Cayley.  —  Sur  le  développement  de  f  1  —  /i-.r)".  (186-190). 

Eu  supposant  irréductible  la  fraction  — >  ce  développement  a  ses  coefficients 

entiers  :  la  démonstration  est  fondée  sur  ce  théorème  de  M.  Segar  (Messenger, 

1 
p.  59;  1892)  :  «  Si  2,  p,  y,  ...  sont  /•  nombres  entiers  positifs,  Ç2(a,  jî,  y,  ...) 

1 
est   divisible    par  Ç2(o,  1,2,  ...,/•  —  1).    [M.  Cayley  désigne   par    le    symbole 
i 
Ç2(a,  j$,  y,  ...)  le  produit  des  différences  des  nombres  a,  p,  y,  ...].  Il  donne 

d'ailleurs  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  M.   Segar. 

Burnside.  —  Note  sur  les  substitutions  linéaires.  |  190-192). 


Tome  XXIII;  1893-1894. 

Allan   C unningham .   —   Nombre  des  niemes   ternaires  propres. 

(1-8). 

II  s'agit  de  déterminer  le  nombre  des  formes  ternaires  du  n'ia"  ordre  incom- 
plètes (c'est-à-dire  dans  lesquelles  il  manque  des  ternies)  qui  sont  propres. 
c'est-à-dire  indécomposables. 

Allan  Cunningham.  —  Nombre  des  niemes  quaternaires  propres. 

(8-18). 

Burnside.  —  Sur  le  déplacement  fini  d'un  corps  solide.  (19- 
Composition  de  deux  déplacements  donné-. 

Juhnston.  —  Note  sur  un  ellipsoïde  liquide  tournant.  (22). 

Cayley.  —  Sur  le  cercle  des  neuf  points.  (23-25). 

Etant  donné  un  triangle  ABC,  si  l'on  considère  deux  points  o.  o'  et  les  points 
■j .  '1..  y,  x',  V.  y'  où  les  droites  qui  joignent  les  sommets  aux  points  0.  o'  ren- 
contrent les  cùtés  opposés,  l'auteur  cherche  la  condition  pour  que  les  sj\  points 
a.  p,  y,  2'.  y.  •;'  soient  sur  un  cercle. 
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Cayley.  —  Sur  le  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  plan.  (  >  j- 

27). 

Rogers.  —  Note  sur  une  transformation  des  séries  de  Heine.  (  >.(S- 
3i) 

En  posant  (Heine,  Kugel-Functionen,  t.  I.  Chap.  II) 

Ç  (  a.  l>,  c,q,œ)  =  y^'~«)('-^)-r('-^)('--ft)(---*g).V('-  *£     )  ,., 

jU       (i-r/)(1  —  q?)...(,  —  y-)(l-C)(i-i-cr/)...(l-cr/-->) 

1=0 

le  ternir  qui  correspond  à  /•  =  o  étant  i.  la  quantité 
-^-c<?(j£,9,cq,q,x), 

peut  se  mettre  sous  Ih  forme 

i— cg  V  C'Y/' 2  (■r~cg)('r  —  cg2)---(^-cgr)(i  —  g)(i  —  çr)..  .(■-<?■) 

(.-c)(r-x)       Z-      y      (i-c)(i-cgr)...(i-c^)(ï-*)(«-*g)...(i-ar?r)    *         *        '' 
;-  =  0 

Cette  identité  contient,  comme  cas  particuliers,  un  assez  grand  nombre  d  iden- 
tités de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Segar.  —  Preuve  d'un  théorème  de  la  théorie  des  nombres.  (3i). 

Démonstration   directe   du   théorème  d'Arithmétique  signalé    t.  XXII,  p.  5g. 
Voir  plus  haut. 

Cayley.  —  Valeur  numérique  de  T(i  -f-  i).  (36-3g  i. 

Hurnside.  —   Note   sur   la    théorie  des   fond  ions   d'une   variable 
réelle.  (40-42). 

La  fonction 

f(x)  =    y  —. ;   -  1  a  >  1) 

jLmt    n\     1  -t-  «-"(  ./'  —  lang/ia  )- 

qui  est  continue  pour  toute  valeur  de  a  .  qui  admet  des  dérivées  de  toul  ordre, 

ne  peut  pas  être  développée  en  une  série  entière  en  x  —  x0. 

Cayley-     -   Sur  l'intégrale  de   Richelol   de  l'équation    différen- 
tielle 'L'\  -f-  -i  —  o.  (42-47)- 

y/.\  \/\  J 

<  omme  cas  particulier  dans  son  Mémoire  |  Einige neue Inlegralgleichungen 
tics  Jacobïschen  Système  Differentialgleichungen  1  Crelle.   1     îG  1  |,  Richelol 
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donne  comme  intégrale  de  l'équalion  précédente,  où 

\       a  -r-  bx  —  cx':  —  dxz  —  ex'. 
la  formule 

[^(6-^-^(6-*)^      A(e_ 

où   V  6.  sont  des  constantes  arbitraires,  et  où  8  =  a  ■+■  68  -f-  c8l+  dfl  -r  e(M 
M.  Cayley  montre  comment  ces  deux  constantes  se  réduisent  à  une. 

Segar.  — ■  Limites  de  l'expression  — - — £—•  i  \~-\c)). 

Les  résultats   démontrés  par   M.    Knight  (Messenger,  t.  XXII,   p.   165-17») 

sont  contenus  dans  ceux  que  l'auteur  a  donné>  t.  XXII,  p.  \~.  On  obtient  une 
proposition  plus  générale  en  partant  de  la  règle  relative  au  signe  du  déter- 
minant 

'  a"    b''    c'' 

a-     b-     c- 
\  a",      b".     et 

(.Messenger,  t.  XXII,  p.  b-j,  voir  plus  haut),  où  a.  b,  c  sont  positifs;  on  en 
déduit,  en  supposant  c  non  compris  entre  a  et  b,  que  le  déterminant 

aèa    b''     c'1- 

Vj-     b>     <■< 
■■//:     b".     c". 

a  le  signe  de  (y  —  £  ) (a  —  y) ( £  —  a). 

Burnside.  —  Noie  sur  la  théorie  des  groupes.  1  5o-56  . 

Exemple  de  la  méthode  exposée  par  M.  Dyck  (Math.  Ann..  t.  XX).  Si  P,  O 
sont  deux  symboles  non  commutatifs,  tels  que  l'on  ait  P3=  1,  Q3=  1,  (  PQ  )*  =  i, 
le  groupe  de  symboles  qu'on  déduit  de  P,  O  par  multiplication  est  en  général 
d'ordre  infini.  L'auteur  détermine  les  conditions  que  doivent  vérifier  P.  O  pour 
que  Tordre  du  groupe  soit  fini. 

Ferrers.  —  Deux  théorèmes  sur  les  nombres  premiers.  1  56-58). 

Cayley.  —  Illustrations  des  théorèmes  de  Sylow  sur  les  groupes. 

r5r)-G2). 

Exemple  pour  les  théorèmes  1,  2  du  Mémoire  de  M.  Sylow  :  Théorèmes  sur 

les  groupes  de  substitutions  (  Math.  Ann.,  t.  Y;. 

Tsuruta.  —  Podaires  de  développées.  (62-I 
Curjel.  —  Théorème  de  Géométrie.  <  o'4)- 
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Rouse  Bail.  —  Carrés  magiques  pairs.  (65-69). 

Taylor.  —  Hyperbole équilatère  lire  à  un  triangle.  (69-70). 

Elle  passe  en  particulier  par  les  quatre  centres  des  cercles  tangeni-, 

îrving  Stringham.    —  La  résolvante  cubique   de  Cayley  et  la 
cubique  réduite.  (  ~\-~  \  -. 

Relation  home-graphique  entre  les  racines  de  la  résolvante  (Cayle 

0  ■ — m  (  e  —  1  ) 

el  de  l'équation  î  -.      g2\      g „--".  relatives  à  une  équation  du  quatrième  degré. 

Michel I.  —  Une  carte  pour  la  fonction  Z;  un  problème  de  con- 
densa leur- .   (72-78  1. 

Représentation  conforme  z  =  Z(tv  +  iK')j  où  Z   e?t  la  fonction   de  Jacobi; 
application  à  la  théorie  des  condensateurs. 

Cayley.  —  Sur  la   surface  d'ordre  n  qui  passe  par  une  cubique 
donnée.,!  79-80  1. 

La  cubique  est  supposée  donnée  sous   la  forme 

x'.y\z\w  =  1:8: 62:  83; 

l'équation  de  la  surface  d'ordre  /;  qui  la  contienl  esl 

\     B     C 

x    y    z 

y    s    w 

où   \,  I!,  < '.  soni   les  fonctions  générales  d'ordren 

Gàllop.  —  Sur  le  point  cardinal  d'un  instrument  d'optique.  (81- 
88). 

Exposition  élémentaire  des  propriétés  fondamentales  <lu  point  cardinal  dans 
un  instrument  d'optique  ayant  un  axe  de  symétrie. 

Dlxon.  —  Noie  sur  le  problème  de  fvirkman.  (98-99 

Burnside.  —  Sur  la  courbe  d'intersection  <lc  deux  quadriques. 
(89-91). 

Invariant   absolu   des   fonctions  elliptiques  qui    servent   à    n 
intersection,  pour  deux  quadriques  générales. 
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Elliotl.  —  Sur  le  fait  que  les  semi-invariants  d'un  quantic  binaire 
sont  des   invariants  de  ce  quantic  et  de  ses  dérivées.  ( 91-94 )- 

Démonstration  de  ce  fait,  établi  par  M.  Kempe  au  moyen  de  considérations 
graphiques  (Proc.  Loncl.  Math.  Soc,  189.3  ). 

Dixon.  —  Sur  la  relation  entre  une  cubique  et  la  transformation 
du  troisième  degré  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  1  rj4- 
96). 

Sur  les  cordes  de  la  cubique 

x  \y  \z  :  t  —  1:  sn2«:  sn  w.sn  u 

i[iii   rencontrent  une  droite. 

Glaisher.  —  Note  sur  la  loi  de  fréquence  des  nombres  premiers. 

(9;-,o7)- 

Par  des  raisonnements  élémentaires  très  curieux,  mais  dont  il  est  le  premier 
à  signaler  le  défaut  de  rigueur,  M.  Glaisher  arrive  à  la  conclusion  suivante  : 
si  ~(x)  désigne  le  nombre  de  nombres  premiers  inférieurs  à  x  (ou  plutôt 
une  expression  asymptotique  de  ce  nombre)  et  si  l'on    pose 


y(x, 


dx 


y(x)  doit  vérifier  l'équation  fonctionnelle 

X(<r3)  =  3X2y_(x)/'(x-). 

qui  est  effectivement    vérifiée  pour  y ;( x)  =  log x.  Dans  ces  raisonnements  in- 
tervient l'expression 

1246           /•  —  1 
V  (  x  )  =  -   -  3  -    . .  .    

2   3  0   7  /• 

de  la   probabilité  pour   qu'un    grand    nombre  ./  soit  premier;  /•  est  le   nombre 
premier  immédiatement  inférieur  à  \fx> 

Brill.  —  Note  sur  une  extension  de  la  théorie  des  fondions  d'une 
variable  complexe.  (108-1  1  1  ). 

...  ....  <>:U  ■  !    Il 

Substitution  .1   I  équation   -  ode  I  <  <r  n.it  i<  >ti 

-/./•-       dyk 

d"  u  <r  u  ,r  u 

oa  <>ï'-  '  ay  dy 


nu 


// „.  /',.  ...,  pn  sont  les  coefficients  d'une  équation  du  degré  /'• 
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Burnside.  —  Sur  une  propriété  de  certains  déterminants.  (1 12- 

1,4). 

Si  dans  un  déterminant  du  iv""-  ordre  les  lignes  successives  forment  les 
permutations  d'un  groupe  abélien  d'ordre  n.  ce  déterminant  csl  le  produit  de  « 
facteurs  linéaires. 

Hobson.  —  Sur  un  théorème  du  Calcul  différentiel.  (110-119). 

Sur  l'opération  symbolique 

/'„(^->  4~>  ••'  aM  *"[*(*!•* »*,)L 

'  0xl     àx2  dx  J  ' 

où  /„  est  une  fonction  homogène  entière  de  degré  n  par  rapport  aux  différents 

opérateurs. 

Hill.  —  Sur  le  lieu  des  points  d'inflexion  d'un  système  de  courbes 
planes  dont  l'équation  est  une  fonction  entière  des  coordonnées 
el  d'un  paramètre  arbitraire.  (120-129). 

Si  E  — 0  est  le  résultat  de  l'élimination  du  paramètre  a  entre  f{ x,  y,  a)  =  0 

et  le  hessien  H  =  o  de/,  on  a 

E=  FY  C  : 

\       0  représente   le   lieu   des  points  doubles,  C  —  0   le  lieu  des  points  de   re 
broussement. 

Campbell.  —  Sur  la  ligne  brisée  la  plus  courte  allant  d'un  point 
à  un  autre  sur  une  quadrique  réglée.  (i3o-i36). 

Cette  étude  est  faite  sur  l'hyperboloïde 

r  b    1        1  eK 

x  —-  a  \\  su  u  sn  v ,  y  =  —  du  u  dn  v,  z  =  — —  en  u  en  v. 

J        K  k 

Le  chemin  est  supposé  forint''  de  n  segments. 

Burnside.  —  Sur  une  application  de  la  théorie  des  groupes  au 
problème  de  Kirkman.  <  1  .':>-- 14-> )• 

Campbell.  — ■  Sur  le  mouvement  d'un  corps  solide  qui  n'est  sou- 
mis à  aucune  force  extérieure.  (1 44)- 

Glaisher.  Sur  certains  produits  numériques  dans  lesquels  les 
exposants  dépendent  des  facteurs,  i  1  j5-i^5). 

Expression  asymptotique  de 

-■  1 1  '  ' . . .  (  3  n  -+-  • 
i'^io1".  ..(dn  -M):,"+r 
el  problèmes  analogues. 
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Glaisher.  —  Sur  des  séries  contenant  les  inverses  de  puissances 
paires  de  nombres  sous-pairs  ou  sur-pairs.  (1-6-18/j). 

La  plupart  des  résultats  obtenus  par  l'auteur  se  déduisent  de  lidentité 

^[(^5)(ï^)-(-:-ï=)]-8-+ï«.-+^— ■• 

et  de  celles  qu'un  en  déduil  par  diftërentiation,  en  donnant  à  x  des  valeurs  par- 
ticulières. 

Brill.  —  Seconde  Note  sur  une  extension  de  la  tliéorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  complexe.  (i!Sj-k)4). 

Noir  plus  haut.   Cas  où  l'équation  dont  ou  pari  e>t  du  second  degré.  Inter- 
prétation géométrique. 

Tome  XXIV:  [894-1895. 

Glaisher.  —    Sur  la   constante  qui    entre   dans   l'expression  de 
i'  .22.3"J.  .  .  .  n".  (1-16). 

Dans  une  Note  antérieure,  l'auteur  a  établi  la  formule  approchée 

1   „      1        j_  _i   a 
i1  . 2-.S3.  ...«"=  A/*2         2        i-e     4      , 

et  a  donné  la   valeur  numérique  de  A  =  1,282427180. ..;  le  logarithme  de  A  est 

lié  à  la  constante  d'Euler  y  et  aux  sommes  S,  des  séries  H -+-  =-  +  . .  -,  Par 

la  relation 

,       ,        3        y  S,  S,  S. 

log  V 


8         G         3.4.0         5.6.7         7-S-O 

Dans  la  présente  Note,  M.  (ilaisher  consi<lère  diverses  séries  où  figure  A:  elles 
proviennent  de  la  relation 

\osr>    .    ,  log3    .  los4 

■  si  11 .1  'y-  -f-  — —  si  11  0  'J.~  —  — ; —  si  n  our+... 

1!  ''  3  | 

_  -|  -L  C    —         '   lo---     -   "  —    '   lo"  •    —  ^  •    •--   ^  •  ■'--   —  U 

I    ■'■  2  2°  3  ')  7  J 

[°<  :x  =  !   • 

Hammond.  —   Luc  simple  remarque  sur  les  nombres.   (17-19). 

Si  M,  u.  sont   le  plus  petil  commun  multiple  el  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  nombres  entiers  m,  u,  on  vérifie  les  équations  fonctionnelles 

?(m)<?(n)  =  ?(M)?(p.)J 
*(m)  --  *(n)  =  <|>(  M  )•     * 
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en  posant 

<?(m)  =  Uf(p,a),         ?(n)=n/(jp,p), 

*(m)  =  SFQp,  a),        4»(n)  =  2F(jp,  p); 

«m  suppose  les  nombres  m,  />  mis  sous  la  forme 

m  =  O/?",         /i  =  11/?°, 

où  />  représente  un  nombre  entier  et  où  a,  [3  peuvent  être  nuls.  La  fonction 
/(/>,  a)  est  arbitraire,  sauf  la  condition  qu'elle  se  réduise  à  i  pour  a  =  o;  de 
même  la  fonction  b'(j>,  a),  sauf  la  condition  qu'elle  se  réduise  à  o  pour  a  =  o. 
Cas  où  m  et  n  sont  premiers. 

Tsuruta.  —  Construction  du  eylindroïde.  (20). 

Bryan.  —  Note  sur  un  théorème  de  Dynamique  (2i-a3). 

Soient  7,,  q ,  qn  les  coordonnées   générales   d'un  système   dynamique, 

/?,,/?2>  . . . ,  pn  les  vitesses  correspondantes  ;  soient  6,,  b2,  . . . ,  bn  ;  o„  a3,  . . . ,  a„ 
les  quantités  analogues  dans  un  autre  système  de  coordonnées,  pour  la  même 
valeur  de  t;  le  déterminant  fonctionnel 

d(bx,  bz,  . . . ,  bn.  a,,  «:.  . . .,  an) 

d(ql,q2,...,qn,p1,p2,...,pj 

esl  égal  a   1. 

Cayley.  —  Note  sur  les  équations  de  Pliicker.  (23). 

Glaisher.  — Note  sur  une  relation  entre  des  constantes  analogues 
à  la  constante  d'Euler.  (24-2.7). 

Si  l'on  pose 

1  1  1  xl~ I*  T 

vu.  =  lim     H — -  s-  5-,  -(-... H ■     (  o  <  ix  <  i ), 

.r='ooL  2'  °  J^'1  '  —  P-J 

on  aura 

2  I"  1  p  ,1  cos  -  ;j~ 


V;J.  (2-7û)i- 

(Cf.  Schlômilcu,  Zeitschrift fur  Math.  u.  Phys.,  t.  XXIII,  p.  i35). 

Glaisher.  —  Expressions  de  voleurs  de  la  ronchon  V   au  moyen 
d'intégrales  elliptiques  complètes.  (27-47). 

La  l'onction  V(x),  pour  les  valeurs  de  x 

1     2        1     .">       1     5        i     3     5     7         1       .")       -      1 1 
3     3       1     \       6     6'     8    8     8     8       12     12     12     12 

s!exprime  au  moyen  d'intégrales  elliptiques  complètes,  | r  les  modules 

/■T  7  II 

—  »    — 77-'    — —  '    s/2  —  1;    -'-(\  • -'-'-■ 
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rh 

M.  Glaisher   revient,    en    outre,   sur  les  séries  représentanl   /       su"  udu,    clr. 
qu'il  a  considérées  clans  le  Tome  XXII  du  Messenger. 

Cayley.  —  Identité  trigonométrique.  (4ç)-5i). 

Burnside.  —  Sur  un  système  de  congrueaces  linéaires.  ( 5 1 -58). 
Sur  les  rj  congruences  cycliques 


mod.  />, 


«,^,  +  a,x,-l-...4-    a,/ 


/v,  gelant   premiers  :  degré  d'indétermination  du  système,  forme  de  la   solu- 
tion; relations  qui  doivent  exister  entre  les  a  pour  qu'il  y  ait  une  solution. 

Mannheim.  —  Propriété  nouvelle  de  l'indicatrice.  (5q-6o). 

Les  rayons  de  courbure  en  un  point  O  de  la  surface  (S)  des  courbes  de  con- 
tour apparent  de  (S)  obtenues  sur  des  plans  menés  par  la  normale  en  O,  au 
moyen  de  projetantes  respectivement  perpendiculaires  à  ces  plans,  sont  propor- 
tionnels aux  carrés  des  distances  de  O  aux  tangentes  de  l'indicatrice  de  S  i  p 
ce  point,  tangentes  qui  sont  parallèles  à  ces  projetantes. 

Ferre/ s.  —  Preuve  du  théorème  de  Miquel.  (60-66). 

Workmann.  —  Note  sur  les  facteurs  de  certains  nombres.  (67). 

Rawson.  —  Le  théorème  de  M.  Ferrers  sur  les  nombres  premiers. 
(68-69). 

Mac-Mahon.    —    Permutations  conjuguées  d'elles-mêmes.    (69- 

76)- 

Généralisation  d'une  notion  duc  à  H.-A.  Rothe  (Lucas,  Théorie  des  nombres, 
p.  m.")).  Application  d'un  résultat  obtenu  par  l'auteui  dans  son  Mémoire  inti- 
tulé A  certain  class  0/  générât ing  /mictions  in  tlie  Theory  0/  numbers 
{Phil.  Trans.  11.  S.  of  I.ondon,  t.  CLXXXV,  i8o4). 

Ferrers.  — -  Sur  le>  tangentes  d'inflexion   à   une   cubique  et  les 

coniques  <|m  leur  sont  tangentes.  (77-82). 

Équations  de  douze  coniques  dont  chacune  louche  six  tangentes  d'inflexion. 

Burnside.  — Sur  certains  groupes  composés.  (82-86 

Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  dans  la  remarque  suivante  :  si  1 .  S.  T.  . .      I 
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sont  les  symboles  des  n  opérations  d'un  groupe  abélien,  les/?-  quantités 

a  -f-  6  S  -4-cT  +...-+-  d\J, 

où  les  entiers  a,  6,  ...,  rf  sont  réduits  suivant  le  module  premier  p,  forment 
un  système  fini  qui  se  reproduit  par  addition,  soustraction,  multiplication. 
Toutefois,  le  produit  de  deux  facteurs  peut  être  nul  sans  que  l'un  d'eux  le 
-oit. 

Il  examine  en  détail  le  cas  où  le  groupe  abélien  se  réduit  à  deux  opérations 
i,  S,  telles  que  S2  =  i,  et  en  conclut  la  formation  d'un  groupe  d'ordre 

N=  \p2(p2-i)2 

4 

avec  un  sous-groupe  d'ordre  -p(p: — 0-  La  considération  du  cas  où  les  opéra- 
tions du  groupe  abélien  sont  de  la  forme  i,  S,  ...,  S7-1  (S7=i),  où  q  est 
un  nombre  premier,  exige  la  solution  du  problème  d'Arithmétique  étudié  plus 
haut  dans  le  présent  Volume  du  Messenger. 

Mathews.  —  Noie  relative  au  dernier  théorème  de  Fermât.  (97- 

99)- 
Laurence.  — Décomposition  des  nombres  en  facteurs.  (100-109). 
L'auteur  montre  comment  on  peut  se  servir  d'une  Table  de  quarts  de  carrés 

pour  trouver  deux  facteurs  d'un   nombre  N   dont  le  rapport  soit  voisin  de  — > 

/  et  m  étant  des  nombres  donnés. 

Burnside.   —  Note  sur  une  substitution  ternaire  de  déterminant 
un  à  coefficients  entiers.  (109-1 12). 

Une  telle  substitution  peut  être  engendrée  parla  répétition  et  la  composition 

do  substitutions 

«37    —  OC  ~r~    r  y  OC    — -  OC > 

y'  =  y,  y' '  =  z, 


Ilrill.  —  Sur  une  certaine  transformation  ponctuelle  dans  le  plan. 

(l  10-123). 

La  transformation  ponctuelle  étudiée  par  l'auteur,  qui   contienl   c me  cas 

particulier  nue  transformation  qu'il  a  considérée  dans  le  Tome  précédent,  esl 
définie  par  deux  fonctions  X,  Y  de  x,  y  qui  vérifienl  des  équations  de  la 
forme 

,  dX        ,  ,\\       d\ 

b    -  -t-  cl- 

dx  ùy       dx 

dX  dX        àï 

,1  C     : 

dx         ,i  1         dx 
où  "■  6,  c  sonl  des  constantes,  en  sorte  que  les  coefficients  angulaires  di 
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génies  aux  deux  courbes  X  =  const.,  Y  =  const.  qui  passent  par  un  point  x,  y 
soient  liés  par  une  relation  de  la  forme 

om,m; —  te,  —  cm2-i-  cl  =  o. 

Glaisher.  —  Sommation  de  séries  dans  lesquelles  le  rieme  terme 
est  l'inverse  du  produit  des  termes  du  rieme  système  de  n  termes 
consécutifs  dune  progression  arithmétique.  (124-170). 

En  posant 

1  /  T  f.r  1  r  1  1 

r  (x )  x        x  —  1  x  —  ;x 

en  déi  il   en  éléments  simples  la  fraction  qui   figure    dans   le   premier 

membre  sous  le  signe    >     on  trouve  aisément  la  relation 


»!I 


(  x  -t-  rn  )  (x  +  rn  +  i)  ...  {x  -+■  rn  —  n  —  1  ) 

\  n      )  \     n         j  \     n  ) 

■   1       \n  1  (x-^-n  —  x 


où  1,  A.,,  Aj,  ....  A„_2,  1  sont  les  coefficients  du  développement  de  (  1—  x)"~{: 
en  supposant  que  ;j.  augmente  indéfiniment,  et  en  posant  x  =  —  >  on  obtient  la 

relation 

/■     ^ 

>    „   V 

/; .  c"     » 


I  n  -r-  rnc  s  (  a  -+-  rnc  —  c  )  ...  (  a  -+-  rnc  -r-  ne  —  c  ) 
r  —  0 

=-♦1  ^(^)-A=K0-^-e)+- 

D'autre  part,    on    sait  que  les  valeurs  île  y  (  —  )  s'obtiennent  sous  forme  finie, 

quand  m,  n  sont  entiers.  Telle  est  l'origine  de  la  plupart  des  résultats  développés 
par  M.  Glaisher.  Des  résultats  analogues  concernent  les  séries  pareilles  à  celles 
qu'un  vient  d'écrire,  mais  où  le  /■  ■•"■■  terme  est  multiplié  par  (—  n'. 
D'autres  résultats  se  rapportent  à  des  relations  telles  que  la  suivante 


(n-t-i)(«-f-2)...   m        (2«-t-i)(2/H-2)...3/i 


1  1       r'(a-x)"-'    , 

llii'lson.  —  A  ire  'I  un  polj  gone.  (  \  7  1  -  1  s;"  :. 
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Lloyd  Tanner.  —  Notes  sur  les  substitutions  automorphes  des 
formes  quadratiques  binaires.  (180-189). 

L'auteur  traite  deux  points  de  cette  théorie  :  d'abord  la  définition  des  sub- 
stitutions automorphes  propres  et  impropres.  Ces  dernières  étant  caractérisées 
par  ce  fait  qu'une  puissance  de  la  matrice  correspondante  est  égale  à  un  :  cette 
définition,  qui  équivant  d'ailleurs  à  celle  de  Dirichlet,  conduit  à  une  interpré- 
tation  géométrique  simple.  En  second  lieu,  M.  Tanner  montre  l'identité  essen- 
tielle de  la  théorie  des  substitutions  automorphes  avec  celle  des  unités  dans  la 
théorie  des  nombres  généralisés.  Le  rôle  de  l'équation  de  l'ell  apparaît  ainsi 
nettement. 

Mannheim.  —  Sur  le  cercle  de  courbure  de  l'ellipse.  (190). 

Burnside.  —  Correction  à  un  Mémoire  antérieur.  (191). 

Tome  XXV;  1895-1896. 
Bickmore.  —  Sur  les  facteurs  numériques  de  a" —  1.  (i-44)- 

L'auteur  a  réuni  dans  ce  travail  d'ensemble  les  diverses  propositions  d'Algèbre 
et  d'Arithmétique  qui  ont  servi  à  déterminer  ces  facteurs  :  il  a  mis  à  la  fin 
une  Table  qui  donne  les  facteurs  premiers  de  a" — 1  de  //  1  jusqu'à  n  =  5o 
pour  a  =  2,  3,  .5,  6,  7,  10,  11,  12.  Cette  Table  comporte  naturellement  quelques 
lacunes. 

Osborn.  —  Quelques  propriétés  des  restes  quadratiques  des 
nombres.  (45-47). 

Mansion.  —  Sur  une  formule  de  Newton.  (48). 

Sur  la  formule  approchée 

1  '1  -1-  cos  x 
x  =  sina? - 

M  h  ctiSX 

Brill.  —  Note  sur  l'application  de  I  analyse  el  de  la  Géométrie. 
(49-59)- 

Sur  les  propriétés  de  la  représentation  par  un  poinl  .r,  y  de  la  quantité 
complexe  y  4-  ix,  où  a  est  une  racine  d'une  équation  du  ra"1""  degré.  Cas  d'une 
équation  du  second  et  du  troisième  degré. 

Morgan  Jenkins.  —  Sur  une  règle  simple  pour  déterminer  le 
signe  d'un  terme  donné  d'un  déterminant  et  sur  quelques  pro- 
blèmes où  intervient  cette  règle.  (60-68). 

Sur   la  décomposition  d'une  substitution   en  cycles. 
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Osborn.  —  Une  propriété  des  nombres  premiers.  (68-69  ' 

Mathews.  —  Sur  la  représentation   des  entiers  comme  sommes 
de  puissances.  (69-71). 
Pour  n  très  grand  le  nombre  de  solution-  entières  de  l'équation 
xP  -+•  xP -h. .  .-+■  xP  —  n 

r—d 
est  asymptotiquement  proportionnel  à  n   i>   . 

Lloyd  Tonner.  —  Note  sur  le  théorème  de  Vandermonde.  (71- 
73). 

Burnside.  —  Sur  deux   théorèmes   de  Cinématique  élémentaire. 

(74-76)- 

Walker.  —  Quelques  formules  pour  Je  changement  de  I  origine 
dans  les  fonctions  de  Bessel.  (76-80). 

Forsyth.  —  Géodésiques  sur  un  spliéroïde  aplati.  (81-124)- 

Étude  de  la  trigonométrie  sur  un  sphéroïde  aplati.  Les  formules  exactes, 
contenant  des  fonctions  elliptiques,  coïncident  au  fond  avec  celles  qu'a  don- 
nées Jacobi  dans  un  Mémoire  posthume.  L'auteur  en  déduit  des  formules 
approchées,  applicables  aux  problèmes  de  Géodésie,  où  il  conserve  la  seconde 
puissance  de  l'aplatissement.  Signalons,  par  exemple,  l'expression 


5s  =* 


—  v3+  s|  7  cos2cc0(sin2i>2—  sin  2i>,) (v2—  vt)  cos:a0 


.    ,       sm  (p.  sin  a: 
cos- a,,  sin1'*,, 


si  11  .!  ©„ 


-H  -  sinr>a0  cos2a0  (sin  29!,  —  sin  2  ©',  ) 

o 

3  •   ,         • 

—  y  cos  a0  sin-a0(sin  2 1\, —  sin  2  r,  ) 


7  cos*  a„  (  sin  '1  i>j—  sin 4  v,  ) 


de  la  distance  géodésique  de  deux  points  dont  les  latitude.-  géographique: ni 

/,,  L  et  dont  les  longitudes  diffèrent  de  2o0. 
L'angle  x,  est  donné  par  la  relation 

1 

sin  »„—  \     -  tang  -„. 
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OÙ   A  =  {/)  S  '■(:-  s>0  -+-  I  )  (  p'  séc2  ip0  —  I  ) 

sin- -(/.,+ /,  )  cos2  -  (/,-i-  /, 


cos/,  cos/,  cos  /,  cos  / 

et  où  c,  et  c.  tpi,  ç>£  sont  donnés  par  les  relations 

sin/.  sin/. 

C0SV>.= >  cosf,  = 

cosa0  cos»,, 

cos<p'|  =  tang ■  a„  tang  2,,        coss>£  =  tan  g  a„  tang/,. 
RI.  Forsyth  donne  une  application  numérique. 

Baker.  —  Noie  sur  la  fonction  T.  (125-127). 

Démonstration  simple  des  propriétés  fondamentales. 

A  (///son.  —  Conditions  pour  le  maximum  ou  le  minimum  d'une 
fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables  non  indépen- 
dantes pour  un  point  slationnaire.  (i2g-i36). 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes,  dans  le  cas  d'une  fonction  de  va- 
riables indépendantes  ont  été  données  en  1872  par  RI.  Williamson,  en  suppo- 
sant que  le  hessien  n'est  pas  nul  au  point  slationnaire.  L'auteur  résout  le 
même  problème  dans  le  cas  où  les  variables  -oui  liées  par  des  équations  don- 
nées. 

Nanson.  —  Hessien  d'une  fonction  implicite.  (i3--i38). 

Nanson.  —  Changement  des  variables  indépendantes  dans  le 
hessien  d'une  fonction  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 
(189-14:)  i. 

Townsend.  —  Un  problème  de  Géométrie.  (i45-i 57). 

Détermination  des  -rî  points  où  la  ligne  double  de  la  développable  lieu  des 
tangentes  à  l'intersection  de  deux  quadriques  rencontre  cette  intersection. 

Burnside.  —  Sur  les  groupes  doublement  transitifs  de  degré  n 
et  d'ordre  /?(/?  —  1).  (1  ij-i 53). 

L'auteur  montre  que  l'on  doit  avoir  n  =  pm,  />  étant  un  nombre  premier,  el 
que  les  substitutions  qui  déplacent  toutes  les  lettres  forment  un  groupe  abélien, 
d'ordre  p"\  dont  toutes  les  substitutions  sont  d'ordre  p.  Après  avoir  étudié  ce 
groupe  en  général,  l'auteur  considère  particulièrement  le  cas  où  l'on  a  m  —  2 
ou  3. 

/////.  —  Démonstration  condensée  et  généralisation  du  théorème 


de  Vandermondc.  (1 54-1 56). 
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Il  s'agit  du  développement  d'une  factorielle  par  une  formule  analogue  à  celle 
du  binôme.  L'auteur  donne  la  généralisation  correspondant  au  développement 
d'un  polynôme. 

Osborn.  —  Addition  à  la  Note  sur  les  restes  quadratiques  des 
nombres  premiers.  (i5-). 

L'auteur  indique  une  démonstration  élémentaire  très  simple  pour  le  nombre 
de  classes  de   formes    de  déterminant  —  V   pour   les   nombres  premiers  de  la 

forme  Sm  —  1  ou  ^»i  —  .">. 

JVanson.  —  Sur  les  conditions  pour  qu'une  forme  quadratique 
soil  définie,  quand  les  variables  sonl  liées  par  des  relations 
linéaires  données.  (  i5--i6o). 

L'aulcur  déduit  ces  conditions  île  celles  qu'a  d ées  M.  Williamson  dans  le 

cas  des  variables  indépendantes;  elles  résultent  aussi  de  la  formule  générale 
de  décomposition  en  carrés  qu'a  donnée  M.  Darboux  dans  le  Tome  \l\  <lu  .foui- 
nai de  Liouville,   ■    série. 

Nanson.  —  Transformation  de  séries.  |  160  . 

Forsyth.  —  Points  conjugués  sur  les  géodésiques  d  un  sphéroïde 
aplati.  (  iG i - 169). 

Le  conjugué  d'un  poinl  d'une  ligne  géodésique  esl  l'intersection  de  cette 
géodésique  avec  la  géodésique  infiniment  voisine  passant  par  ce  point.  Il  ter- 
mine la  portion  de  la  géodésique  comme  ligne  minimum.  M.  Forsyth  montre, 
en  partant  des  formules  établies  dans  un  article  précédent,  comment  on  peut 
déterminer  ce  point  exactement,  et  en  négligeant  la  seconde  puissance  de 
l'aplatissement. 

Ellîott.  —  Sur  les  facteurs  linéaires  d'une  forme  du  quatrième 

degré,  (i  ^jo-1^3). 

Démonstration  de  ce  théorème  de  Caylej    : 

«   Si 


II  = 


ax--\- îbx -^r  c    b.r--'  <cx  +  d 
bx-~icx  —  d     ex'1—  jdx-h  e 


est  le  hessien  de  la  forme  u  =  ax*-+- ^bx3+6cx: —  \dx-\-e;  si  g  .  r  sont 
les  invariants  de  la  forme  et  si  e,,  e2.  e3  sont  les  racines  de  l'équation 
(\x% — glx  —  ^3=0,  l'expression,  rationnelle  en  a?, 

\Je2 —  <?,  ije,  u  —  Il  h-  \je3 —  e,  \  e  u       Il       \  •        •    \  ■    u  —  Il 

esl  le  carré  d'un  facteur  linéaire  de  //■ 


»è  /WYui 
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Elliolt.  —  Note  sur  une  classe  d'expressions  qui  -ont  des  dérivées 
exactes.  (l 'j 3- 1  -6). 

Si  y,  yu  y^  ...    forment  une  série  indéfinie  de  lettres,  si  l'on  considère  les 
opérateurs 

<>                  à         „        à 
Si  =  v  j (-  2y, f-  3  y, 1-. . . 

ày,  dy3        J  ■ '>y 

d  à  d 

si  b  est  une  fonction  entière  et  homogène  de  degré  i  de  quelques-unes  des 
lettres  y,  yn  y2,  Xv  •■■>  l'expression 

/         i  _.  n        i  Sr2  il-        i    2r*  Q3  \ 

\         i  r     1.2         i3   1.2.3  / 

est  nulle,  ou  bien  est  un  semi-invariant  en  y,  y{,  r2,  ....  Si  l'on  regarde  y 
comme  une  fonction  arbitraire  de  x  et  yt,  y2,  ...  comme  les  dérivées  pre- 
mière, seconde,  ...  de  cette  fonction,  l'expression  précédente  doit  être  nulle 
pour  que  G  soit  une  dérivée  exacte.  Celte  condition  est  nécessaire  et  suffisante. 
Celle  Note  fait  suite  à  un  article  de  l'auteur  inséré  dans  le  Tome  XXVI  des 
Proc.  of  the  London  Math    Soc. 

Brill.   —  Sur   un   système  de  fonctions  qui   se  déduisent  de   la 
(onction  exponentielle.  (1-6-180). 

Généralisation  des  sinus  et  cosinus  hyperboliques. 

Scott  [Miss).  —  Note  sur  les  cubiques  équiharnioniques.  (181- 
,85). 

Outre  quelques  observations  générales  sur  les  transformations  biratioi Iles, 

cette  Note  contient  la  remarque  suivante,  dont  l'auteur  tire  des  conséquences 
géométriques  intéressantes  :  En  parlant  de  la  courbe 

/  =  x3  -f-  y3  -+-  z3  =  o 
et  en  faisant  la  transformai  ion 

\:\  :;  =  x-:y-  :  a  . 
on  obtient  la  transformée  dans  lc>  plans  des  i,  rt,  ç 

y  =  £6-|-7i«-+-  Ç«_  rr,];j-  ï?V—  ■'■.   ', 
à  laquelle  correspond,  dans  le  plan  des  x,  y,  z,  la  courbe 

(x'+73+:3)  (—  x3-hy3+z3)  {x3  —  y3-hz3)  (x3  +  y3 -  s3)  =  o. 

Glaisher.  —  Correction  d'une  erreur  contenue  dans  le  Mémoire 
sur  des  produits  numériques  dans  le  Tome  XXIII.  (  1 86). 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  ■   série,  t.  XXIII.  (Juin  \i  l;   , 
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Hurnside.  —  Sur  les  groupes  doublement  transitifs  de  degré  im 
et  d'ordre  im(im — i).  (187-189). 

Les  opéralions  A  et  S  satisfaisant  aux  relations 

A.2  =  1 ,        S'  =  1,        AS-'  AS  =  S"'  A.S" 
engendrent  un  groupe  dont  l'ordre  divi-e  2"/. 

Roberls.  —  Sur  les  centres  de  similitudes  de  certains  couples  de 
cercles.  (190-192). 

Si  l'on  considère  six  tangentes  à  une  conique,  deux  triangles  formés  par 
trois  de  ces  droites  et  les  trois  autres,  les  cercles  d'un  couple  sont  inscrits 
dans  ces  triangles. 

Tome  XXVI;  1896- 1897. 

Bickmore.  —  Sur  les  facteurs  entiers  de  a" —  1.  (  1  -38). 

Compléments  et  corrections  au  Mémoire  du  Volume  précédent. 

Gallop.   —  Les  images  électrique  et  magnétique  d'un  point  mul- 
tiple dans  une  sphère.  ("Sg-b-j.). 

Un  potentiel  harmonique  de  degré  négatif  peut  être  regardé  comme  dû  à  un 
poinl  multiple  formé  par  l'assemblage  de  pôles  infiniment  voisins.  Si  une  sphère 
au  potentiel  zéro  est  placée  dans  un  champ  donné  de  force,  le  potentiel  de 
l'électricité  induite  en  un  point  extérieur  peut  être  regardé  comme  dû  à  un 
certain  nombre  de  points  multiples  au  centre  de  la  sphère.  Si  deux  ou  plu- 
sieurs sphères  se  trouvent  dans  le  champ,  il  est  nécessaire  d'avoir  les  images 
successives  de  ces  points  multiples  pour  déterminer  complètement  la  distribu- 
tion du  potentiel.  Tel  est  le  problème  que  traite  l'auteur. 

Dixon.  —  Démonstration  projective  de  la   propriété  du  rapport 
anharmonique  des  tangentes  à  une  cubique  plane.  (53-54). 

Dixon.  —  Sur  un  poinl  du  calcul  des  variations.  (54-56). 

\'oir  le  Mémoire  de  M.  Bertrand,  Journal  de  Liouville,  t.  VII,  p.  55-5.8. 
L'auteur  propose  une  démonstration  plus  simple. 

Nanson.  —  Conditions  pour  qu'une  forme  quadratique  conserve 

son  signe.  (  5--5((  I. 

Kn  supposant  que  la  forme  soit   j    aaiT;'-  (a>  P  =  ')    ' ")  el  I11'"  'es 

./■  soienl  liés  par  1rs  relations 

<X  —  n 

»    burxa      o,        r  =  1,  2 ///         1  //       m), 

a     1 
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ces  conditions  peuvent  s'exprimer  en  disant  que  l'équation 
«,,—  >>     •••         «...         b b, 


a     b 


a  toutes  ses  racines  de  même  signe. 
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Nanson.  —  L'équation  aux  périodes  d'un  système  oscillant  au- 
tour d'une  position  d'équilibre.  (09-62). 

Si  la  forme  quadratique  N    arjir,,x,  est  définie  positive  (a,  |3  =  1,  2,  . . .,  n), 

l'équation  en  )> 


aul  -f-  bx 
a„,\  -f-  b„ 


a  ses  racines  réelles.  Conditions  pour  que  les  racines  soient  négatives.  Les 
résultats  subsistent,  si  la  forme  \aa0.ra.rp  est  assujettie  seulement  à  être  posi- 
tive pour  les  valeurs  des  x  qui  vérifient  les  conditions 


c„,x„  =  o.         /•  =  1,  2, 


m  <  /?. 


Nanson.  —  Le  contenu  du  «-gone  conjugué  de  lui-même  com- 
mun à  deux  quadriques  naires.  (62-64). 

Pour  n  =4>  'l  s'agirait   du  volume  du   tétraèdre  conjugué  commun   à   deux 
quadriques  ordinaires. 

Dixon.  —  La  réduction  de  la  seconde  variation  d'une  intégrale. 
(65-78). 

L'auteur  reprend  d'une  façon  nouvelle  le  problème  traité  par  Clebsch  (  Crelle, 
t.  55  et  56). 

lleawood.    —    Sur   certaines  différences  entre  les    théories   des 
fractions  convergentes  et  des  produits  convergents.  (79-88). 

Remarques   sur  l'emploi  des  fractions  continues  pour  trouver  des  multiples 
approchés  de  deux  nombres. 
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Hargreaves.  —  Dé\eloppement  d'intégrales  elliptiques  en  har- 
moniques zonales;  quelques  intégrales  et  séries  déduites  de  ces 
développements.  (89-98). 

Ces  développements  se  déduisent  de  l'expression 

n  =  « 

4  2      -^   2  «  —  «    (  2  n  —  1  )  (  2  n  -h  1  )     -"    r 

ll-l 

1 .3 ...  211  —  1  ...  .  ,  —  - 

où  a   =  ; -j  et  de  l'expression  analogue  pour  (1  —  u.-)    2    en  y  fai- 

"  3 .\  . .  •  2  n  J 

saut  u.  =  sinO  sin-f   et  en    intégrant   par  rapport   à    es.  L'auteur   en    déduit    di- 

verses  intégrales  définies  et  sommes  de  séries,  par  exemple  : 


E( k)k'2"ak'  =  -.  -r.-'a  a    it 
4 


r 

rl 

I      K(/.)/>  ■' ct/c  =  -.  ~-a<y 

Smith.  —  Tables  pour  les  fonctions  de  Bessel  Y0  et  Y,.  (98-101  ). 
Ilill.   —   Sur  le    critérium  de   condensation   de   Cauchj   pour  la 
convergence  des  séries.  (io?.-io5). 

Démonstration    de    ce    théorème  :  <«  Les    séries    à    termes   positifs  /  /(  n  ). 

\  anf(a"),  où  a  est  un  entier  positif  plus  grand  que  1,  convergent  ou  diver- 
gent en  même  temps,  en  supposant  que  la  fonction  f{n)  soit  continue  et  tende 
vei-s  o;  en  diminuant  toujours,  quand  n  augmente  indéfiniment.  » 

Elliott.  —  Démonstration  de  ce  que  les  systèmes  de  quatre  et 
cinq  invariants  irréductibles  d'un  quintic  binaire  et  d'un 
sextic  binaire  sont  complets.  (io5-i3a). 

La  démonstration  est  fondée  sur  la  considération  des  termes  indépendants 
des  premiers  coefficients  et  sur  ce  que,  en  général,  dans  une  fonction  homo- 
gène, isobare,  de  poids  w,  des  coefficients  a0,  «,,  ...,  a  d'un  pic  l'ensemble 
des  ternies  indépendants  de  at,  at >ik  admettent  l'annulateur 

à  <> 

(A'  +  1)  ak  -r h..  .  +  />o    ,  — -  • 

Nanson.  —  Sur  certaines  intégrales  définies  simples  el  multiples. 
(1 19-1.33). 

Voici  une  des  propositions  de  M.  Nanson. 

Soirnt   c,   v'   des  formes  quadratiques  des   cosinus  directeurs   /; /„   du 
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rayon  qui  aboutit  à  un  élément  c/w  de  la  surface  de  l'hyperspbère  unité  dans 
l'espace  à  n  dimensions;  on  a 

les  intégrales  sont  étendues  à  toute  la  surface  de  l'hypersphère,  la  forme  v  est 
supposée  définie  et  positive,  A  est  son  discriminant;  a  est  une  racine  du  discri- 
minant de  \v' —  v. 

Brill.  —  Note  sur  le  principe  de  dualité.  (i34-i4o). 

Whittaker.  —  Sur  les  parenthèses  de  Lagrange  dans  la  théorie 
des  planètes.  (i4i-i44)- 

Soient  a,  e,  i,  s,  m,  £l  la  moyenne  distance,  l'excentricité,  l'inclinaison  de 
l'orbite,  la  longitude  moyenne  à  l'époque,  la  longitude  du  périhélie,  la  longi- 
tude du  nœud  ascendant  pour  une  planète,  et  />,  q  deux  quelconques  de  ces 
éléments,  on  a 

—  m     — 


\     n     '    ici  )        d(T3—Sl,h)        ô(9.,  h  cosr 
[P'qi~  d(p,q)       "+       à(p,q)       "'         ô(p,q 

où,  en  désignant  par  u  la  masse  du  Soleil,  on  a 


h  —  sja  (  i  —  e"-  ) . 

Routh.   —  Quelques  hyperboloïdes  liés  au   tétraèdre.  (i45-i5o). 

Mannheim.    —   Démonstration   relative   à  l'inverseur   de    Hart. 
(,5.). 

Glaisher.  —  Sur  les  intégrales  définies  liées  à  la  fonction  de  Ber- 
noulli.  (i52-i8a). 

(  Voir  plus  lias.) 

Brill.  —  Sur  un  certain  système  exact  d'équations  pfaffiennes 
d'un  type  spécial.  (183-192). 

Discussion   d'un    système    d'équations   pfaffiennes    entre    n    variables  ,1. 
dantes  m,,  u2,  . . .,  un  et  n  —  1  variables  indépendantes  ?,,  ya '■?„.  ,  du  type 

/  =  n  —  1       k  —  n 

dUi=      X       [(ZT^"l)'/r|  ('  =  ,'a "^ 

/  =  !  A  =  I 

■  m  les  y  sont  des  constantes.  On  suppose,  en   nuire,  que  lis  équations  forment 
un  système  exact. 

'fables  du  Messenger  of  Mathematics  pour  les  Volumes  I  à  XX\  :   1871 
|  ixxvi). 

Tables  par  noms  d'Auteurs. 
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Tome  XXVII;  1897-1898. 

Sylvester.  —  Sur  le  nombre  de  fractions  irréductibles  propre- 
ment dites  qui  peuvent  être  formées  avec  des  entiers  non  supé- 
rieurs à  un  nombre  donné  n.  (i-fî  1. 

Ce  nombre,  en  admettant  la  fraction  -  parmi  celles  que  l'on  considère,  est  la 

somme  des  totients  des  nombres  1,  2,  ...,  n.  (Le  totient  t  (n)  du  nombre  n 
est  le  nombre  de  nombres  premiers  à  n  et  non  supérieurs  à  n).  En  désignant 
par  E(y  )  la  partie  entière  de  j  et  par  J (  n)  la  somme  des  totients  des  nombres 
1.  2,  . . . ,  n,  on  a 

2;j[i(0]-i[«c/>r+i[«u>i. 

3/2  

et,    approximativement,    J(y)  =  — -«- •  L  auteur   est    arrive    primitivement   a    ce 

dernier  résultat  par  de  curieuses  considérations  de  probabilités. 

Gallop.  —  Un  exemple  destiné  à  illustrer  la  théorie  moléculaire 
du  magnétisme.  (6-11). 

Etude  des  positions  d'équilibre  d'un  système  de  deux  molécules  magnétiques 
sous  l'influence  d'une  force  magnétique  agissant  sur  les  molécules  perpendicu- 
lairement à  la  ligne  qui  joint  leurs  centres. 

Elliott.  — Quelques  théorèmes  sur  la  divisibilité.  (i2-i5). 

Le  théorème  de  M.  Segar  {Messenger,  XXII)  d'après  lequel  le  produit  des 
différences  de  n  nombres  entiers  différents  a,,  a;,  ...,  an  est  divisible  par  le 
produit  des  différences  des  nombres  o,  1,  2,  . ..,  n  — 1  résulte  aisément  de  ce 
que  le  premier  produit  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  déterminant  du  nita" 
ordre  dont  la  /•'ème  ligne  est  formée  des  éléments 

1,     ar,     ar(ar — 1),     ar(ar — i)(ar — 2),     ...,     cr(ar— 1) . . .  (ar — n  ■+■  2  ), 
et  ce  mode  de  raisonnement  conduit  à  d'autres  théorèmes  analogues. 

Burness.  —  Une  nouvelle  preuve  du  théorème  de  Picard.  (16-17  I. 

Sur  les  équations  différent  ielles  linéaires  à  coefficients  doublement  périodiques 
uniformes. 

Mannheim.  —  Sur  les  constructions  géométriques.  (i8-i<)  1. 

Glaisher.  —  Sur  les  intégrales  définies  liées  à  la  fonction  de  Ber- 
noulli.  (20-9S  1. 
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C'est  la  seconde  Partie  d'un  Mémoire  dont  la  première  Partie  a  paru  dans  le 
Tome  précédent  du  Messenger.  Ce  Mémoire  est  d'ailleurs  en  relation  étroite 
avec  un  travail  de  l'auteur  inséré  dans  le  Tome  XXIX  du  Quarterly  Journal 
(  On  the  Bernoullian  function). 

L'auteur  part  des  polynômes  \n(x),  \'n(x)  définis  par  les  égalités 


ne"' 


Lu  (  n  —  i  )  ! 


qui    interviennent  manifestement    aussi    dans    les    développements    suivant    les 
puissances  de  a  des  fonctions 


>"(■*-  \a) 


cos  [  x  —  -a 


>in  [x a]  cos  \x a 


et  qui  peuvent  aussi  s'exprimer  par  les  formule^ 

(-,)-!   *'"        a'     farl       _    y  cos^+Ozx 

r- 


(ara  — i)!     -nK  —  a-" 

M.  Glaisher  exprime  ces  polynômes  sous  forme  d'intégrales  définies,   à  savon- 

(_I)BAU^L(£)=   f_Ç!**t_d 

2sinira7  t/0      cha-rcl — cos2Tt.r 

<-,).A"<*>        =     f"         <i-'gh»<  rff, 

2  COS  ~  J7  ^         (Il  2  ïrf  —  COS  2  7T.T 

(-0»+'A:"^        f. l- dt. 

Sin27TX  J(l  '\\  .'~.t  —  C0S2TZX 

(-«)'-'  *,„(*)       -     /"'(cosa^-e-^) 
,/0       cha-£  —cos  ■  - a 


2  7T£  —  cos  :>.-x 
{oSxii). 
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La  comparaison  de  ces  divers  résultats  permet  d'obtenir  les  formules 

i        chza 


-  o  ch  -  cost; 


rx              chr.t  i 

/        — cosatat  =  7 

J0         Cll2T.t  -h  C«^  -'T.:  -i 


h-l  i         sh.za 

suxaldt  = 


:£  +  cos  ■  ~; 


ch  —  sin-n^ 


X 


dt                                     i          sh~a 
cosatdt  —  -   


ch  i~t  -f-  cos  2  -; 

sh  -  5H127; 


f        cos-i-z  +  e~-"(     .  ,         i 

/        — sinatdt  =  - 

A,       c1i2t:£  -f-  cos  '  -; 

(-ï<-<ï) 


i         i    ch  ^  a 


sb 


qui  peuvent  se  déduire  aussi  d'expressions  dues  à  Poisson.  De  ces  formules, 
l'auteur  déduit  un  grand  nombre  d'intégrales  définies  où  figurent  des  fonctions 
circulaires  et  hyperboliques.  Signalons,  par  exemple,  la  formule 


f 


(i  —  ch  -/  )  sin  icitdt  —  — ; — 

ia        sha 


qui,  en  développant  suivant  les  puissances  de  a.  fournit  l'expression 

4"       Jo      e-'-i 

des  nombres  de  Bernoulli;  M.  Glaisher  obtient  d'une  façon  analogue  l'expres- 
sion 

En=2.+1    /-_£_, 


dt 


des  nombres  d'Euler  qui  figurent   dans  le  développement 

cha  2!  4' 

et  celle  de  coefficients  numériques  du  même  genre. 

Dans   la   seconde    Partie    du    Mémoire,  nous   signalerons    les   expressions  de 

/       \'n{.r)dx,    I      \n(x)dx,  pour  x  =  i,  ->  -,  le     /      A'n  (x)  k'„,  (x)  dx , 

^'0  «-'0  «-'0 

1  - 

C'i  \(x)dx  ,..,,..       .        /'?    x"     ,  rx  shp*       . 

/      -^ — J >•••>  "étude  des  intégrales   / dx.  ...    I       —r^—f'dt 

J0        sin-j-  J       sina;  J0      shgt 

des  relations  telles  que 

enfin  la  connexion  des   recherches  de   Glaisher  avec  relies  de  Kaahe  contenues 
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dans  un  Mémoire  du  Journal  de  Crelle  (42)  intitulé  :  ZuriïckJ uhrung  éiniger 
Summen  und  bestimmten  Intégrale  au/  die  Jacob.  Bernoullischen  Func- 
tionen. 

Forsyth.  —  Solutions  nouvelles  de  quelques  équations  aux  dé- 
rivées partielles  de  la  Physique  mathématique.  (99-118). 

Il  s'agit  des  équations  de   la  forme 

d2v        <Pv  f)2v 

ox\        <Jx:,  OXn 

relativement  à  la  première,  M.  Forsyth  établit  la  proposition  suivante,  dont  il 
tire  plusieurs  conséquences  intéressantes  : 

Soient  y;,,  /?.,,  ...,  pn,  n  fonctions  arbitraires  de  la  variable  u  satisfaisant  à 
la  relation 

p\  +  p\+--  -+Pn=  o, 

il  supposons  u  déterminé  comme  fonction  des  n  variables  indépendantes  xn 
x3,  ...,xn  par  l'équation 

au  =  xlpl-h  x2p2-h. . .+  xnpn. 
où  a  est  une,  constante,  v  satisfait  à  l'équation 


ainsi  qu'à  l'équation 


d2V         d-v  rFv  _ 

ÔX\  (JX'l  Ox'a 


£y+(*y +...+  (£ 

axj  \ox,l  \w, 


Une    autre    solution    de    l'équation    de    Laplace    est    donnée    par    la    formule 

7  ou  p\,  />'„,   ....  p  n  sont  les  dérivées  de  />,, 


a  —  xxp\  —  x2pi  — . . . —  xnp n 
P ,.  ...,  pn  par  rapport  à  u. 

Miller.  —  Sur  un  important  théorème  relatif  aux  groupes  d'opé- 
rations d'ordre/?,/?  étant  un  nombre  premier.  (119-121). 

Un  groupe   d'ordre  pa  contient  un  sous-groupe   d'ordre  p  2       ,  tel  que 

chaque  opérateur  de  ce  sous-groupe  soit  commutatif  à  chaque  opérateur  d'un 
sous-groupe  d'ordre  /??  contenu  dans  le  sous-groupe  donné. 

ffeawood.  —  Tables  d'interpolation.  (1 21-128). 

Forsyth.   —   Note  sur  les  surfaces   dont  les  rayons  de  courbure 
sonl  égaux  et  de  même  signe.  (120-1  .'">-). 

Intégration    de    l'équation    de   ces  surfaces  par  un  procédé   autre    que  celui 
de  Monge. 
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Burnside.   —  Sur  les  surfaces  équipotentielles  planes.  <  i  38- 1 4^>^- 

L'auleur  montre  le  lieu  du  problème  consistant  à  déterminer  ces  surfaces 
avec  les  solutions  de  l'équation  de  Laplace  données  par  .M.  Forsyth.  Quelques 
remarques  finales  concernent  le  potentiel  dans  un  espace  non-euclidien. 

Brlll.  —  Note  sur  le  mouvement  d'un  fluide  visqueux  incompres- 
sible, (i  4y-i  52). 

Hargreaves.  —  Sur  les  erreurs  que  comportent  les  réduites  prin- 
cipales ou  subsidiaires  dans  une   fraction  continue.  (i52-i58   , 

Sedgwick.  —  Sur  les  oscillations  d'une  sphère  liquide  compres- 
sible hétérogène  et  la  genèse  de  la  Lune.  Sur  la  figure  de  la 
Lune.  (1^9-1  -3). 

La  première  partie  du  travail  de  l'auteur  se  rapporte  à  la  recherche  de  la 
période  ou  des  périodes  d'oscillation  d'une  sphère  liquide  hétérogène  sans  mou- 
vement de  rotation.  Cette  étude  est  provoquée  par  des  recherches  antérieures 
de  M.  Darwin  [On  the  precession  of  a  viscous  spheroid  and  on  the  remote 
his tory  of  the  Earth  (Phil.  Trans.,  1879);  The  secular  changes  in  the 
éléments  of  the  orbit  of  a  satellit  (Phil.  Trans.,  1880);  On  the  oscillations 
of  a  rotating  liquid  spheroid  and  the  genesis  of  the  Moon  (Phil.  Mag., 
1890),  etc.]  et  se  rapporte  à  l'hypothèse  émise  par  ce  savant  sur  la  formation 
de  la  Lune.  La  seconde  partie  se  rapporte  à  la  différence  entre  les  valeurs 
des  moments  principaux  d'inertie  de  la  Lune  d'après  la  théorie  de  Laplace  et 
d'après  l'observation. 

Jeans.  —  L'inverse  du  théorème  de  Laplace  (17  \  ). 

Gallop.  —  Sur  une  formule  du  Calcul  différentiel.  (176-176). 
Sur  une  formule  donnée  par  M.  Holson  pour  la  dérivation  de 

■■i  (  x\  -+-  x\  -t-  . . .  -+-  x'n  ) 
par  rapport  aux  variables  indépendantes  xn  x2.  ...,  xn. 

Reynolds.  —  Sur  la  fréquence  de  répétition  des  chiffres  dans  les 
périodes  des  fractions  décimales.  (177-187). 

Miller.  —  Sur  la  fonction  supposée  cinq  fois  transitive  de  24  élé- 

IQ1 

menls  et  de  —■  valeurs.  (  1 87-190  ). 

Une  telle  fonction  n'existe  pas,  contrairement  à  ce  qu'avait  pense  Mathieu 
(Liouville,  1861,  p.  274). 
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BULLETIN"  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  de  Belgique.  61e  année,  3e  série.  Bruxelles,  F.  Hayez,  i8<ji  I  '  l. 

Tome  XXI. 

UOcagne  (!/•)•  —  Détermination  du  rayon  de  courbure  en 
coordonnées  parallèles  ponctuelles.  (220-22-). 

Catalan  (E.).  —  Rapport.  (118-iig   , 

Deux  droite»  parallèles  AP,  BQ,  sur  lesquelles  sont  marqués  deux  points 
fixes  A,  B,  sont  coupées  en  B,,  A,  par  les  droites  MB,  MA.  Posons/?  =  (1  :  AB,), 
q  —  (1  :  BA,),  p  et  q  sont  les  coordonnées  parallèles  de  M.  Le  rayon  de  cour- 
bure  d'une  courbe  plane  en  un  point  M  est  donné  par  la  formule 

^  =  S^:BH3, 

K  aqi 

S  étant  la  distance  de  AP,  BQ,  H  le  point  d'intersection  de  AM  avec  BH,  paral- 
lèle menée  par  B  à  la  tangente  en  M.  Cette  formule  permet  d'établir  aisément 
une  formule  équivalente  au  théorème  de  Reiss  sur  la  courbure  d'une  courbe 
algébrique  aux  points  où  elle  est  rencontrée  par  une  droite. 

Caligny  (A.  de).  —  Recherches  hydrauliques.  (1  i3-i  1 7  ;  n  1- 
3 1 3 ;  396-399;  5i5-5i 7). 

Continuation  des  recherches  antérieures  sur  l'utilisation  de  la  force  des 
marées. 

Catalan  (E.)  et  Mansion  (P.).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  de 
M.  A.Demoulin  intitulé  :  Sur  diverses  conséquences  du  théo- 
rème de  Newton.  (3i5-32i). 

\n.ilyse  de  ce  Mémoire  qui   a   été  publié  dans   les  Mémoires  in-8°  de  l'Aca 
demie,  t.  XLV  :  1891 . 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  une  particularité  curieuse 
des  cours  d'eau  et  sur  l'une  des  causes  des  crues  subites.  (3>-- 
336). 

La  tension  superficielle  rétractile  de  l'eau,  suivant  qu'elle  esi  favorisée  ou 
détruite  par  l'étalement  ou  la  suppression  des  surfaces  libres,  retarde  ou  accé 
1ère  la  rapidité  de  la  partie  superficielle  des  cours  d'eau.  <>u  peut,  au  moyen 
de  l'huile,  diminuer  les  crues  subites 


|  '  1  Von   Bulletin,  t.  Wlll..  p. 
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Servais  (CL).  —  Sur  la  courbure  des  polaires  en  un  point  d'une 
courbe  d'ordre  n.  (302-36^). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (324). 

Conséquences  nombreuses  du  théorème  suivant  démontré  simplement  par 
l'auteur  :  En  un  point  multiple  d'ordre  p  d'une  courbe  d'ordre  n,  le  rapport 
de  deux  rayons  de  courbure  correspondants  de  la  courbe  et  de  la  (  n  — p  —  i )»*■•• 
polaire  du  point  multiple  est  constant.  Ainsi,  par  exemple,  on  en  tire  ce 
corollaire  :  En  un  point  d'une  courbe  quelconque,  les  courbures  des  polaires 
forment  une  progression  arithmétique. 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  la  propriété  caractéristique 
de  la  surface  commune  à  deux  liquides  soumis  à  leur  affinité 
mutuelle.  (420-435). 

Nouveaux  faits  à  l'appui  de  l'existence  d'une  force  d'extension  existant  à  la 
surface  commune  des  liquides  considérés. 

Deruyts  («/•)•  —  Sur  le  nombre  des  fonctions  invariantes.  (43^- 

45.). 

Solution  complète  de  la  question  du  nombre  des  invariants  linéairement  in- 
dépendants de  formes  données.  L'auteur  ramène  la  question  à  la  détermination 
de  ce  qu'il  a  appelé  les  covariants  primaires  linéairement  indépendants;  il 
fait  dépendre  la  recherche  de  ceux-ci  de  certains  semi-invariants  des  formes 
primitives. 

Thiry  (CL).  —  Distances  des  points  remarquables  du  triangle. 
(471-482).  Voir  aussi  Mathesis,  (2),  I,  supplément. 

Catalan  (E.)  et  Le  Paige  (C).  —  Rapports.  (  \  1  1-416). 

L'auteur  trouve  une  formule  générale  donnant  la  distance  d'un  point  quel- 
conque au  point  d'intersection  des  droites  issues  des  sommets  d'un  triangle  et 
partageant  les  côtés  opposés  dans  le  rapport  des  puissances  n'*m"  des  cotés 
adjacents,  et  en  déduit  une  foule  de  résultats  relatifs  à  la  géométrie  récente 
du  triangle. 

Deruyts  (./.).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  de  M.  Beaupain  intitulé  : 
Sur  quelques  formules  de  Calcul  intégral.  (417-419)' 

Analyse  de  ce  Mémoire  qui  paraîtra  dans  l'un  des  Recueils  in-4°  de  l'Aca- 
démie. 

Servais  (C.)  —  Sur  la  courbure  des  courbes  algébriques.  (087- 
5p4). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (52Ô-52t), 
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Généralisation  d'une  formule  de  Mannheim  relative  à  la  courbure  de  deux 
courbes  polaires  réciproques  par  rapporta  un  cercle.  Conséquences  nombreuses 
de  celte  formule  combinée  avec  divers  théorèmes  de  Duhamel,  Liouville,  etc. 
(  Voir  aussi  t.  XXII,  p.  9,   11). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  A..  Demoulin, 
intitulé  :  Sur  une  transformation  géométrique  applicable  à  la 
théorie  des  roulettes.  (793-795). 

Ce  Mémoire  est  publié  dans  le  Tome  XLY.  1891,  des  Mémoires  in-8°  de  l'Aca- 
démie. 

Tome  XXII. 

Deruyts  («/•)•  —  Sur  une  extension  de  la  loi  de  réciprocité  de 
M.  Hermite.  (1 i-23). 

Une  loi  semblable  à  celle  que  M.  Hermite  a  établie  pour  les  formes  binaires 
existe  pour  les  formes  à  plusieurs  variables,  mais  seulement  si  elles  sont  dé- 
composables  en  facteurs  linéaires. 

Deruyts  (Pr.).  —  Sur  un  procédé  de  génération  de  la  surface 
cubique..  (35-55  ). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (4-5). 

L'auteur  établit  d'abord  le  théorème  suivant  :  Si  un  triangle  se  déforme  de 
manière  que  deux  de  ses  côtés  s'appuient  sur  deux  couples  de  droites  fixes, 
tandis  que  le  troisième  côté  décrit  un  cône  de  sommet  fixe,  le  sommet  opposé 
décrit  une  surface  cubique  multiple;  l'ordre  de  multiplicité  est  égal  à  l'ordre 
du  cône.  Si  le  cône  est  un  plan,  la  surface  cubique  est  unique. 

Les  conséquences  de  ce  théorème  pour  l'étude  des  vingt-sept  droites  de  la 
surface,  des  courbes  tracées  sur  la  surface,  sont  ensuite  examinées. 

Servais  (CL).  —  Sur  les  sections  circulaires  dans  les  surfaces  du 
second  degré.  (ii5-i2o). 

Le  Paige  (C)  —Rapport.  (88-89). 

L'auteur  retrouve  géométriquement  les  propriétés  des  sections  circulaires  des 
quadriques,  en  combinant  les  propriétés  des  coniques  focales  à  celles  du  com- 
plexe des  droites  conjuguées  rectangulaires. 

Demoulin  |  / .)  —  Sur  la  courbure  des  lignes  d'ordre  p  possédai]  1 
un  point  multiple  d'ordre  (p —  1).  (120-128). 

Extension  de  la  méthode  exposée  dans  les  Mémoires  in  N  de  l'Académie  de 
Belgique,  t.  XLIV,  au  cas  d'un  point  multiple. 

Cesàro  (G.).  —  Conditions  nécessaires  el  suffisantes  pour  qu  un 
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polyèdre    soit  superposable   à   son   image   vue   dans   un   miroir 
plan,  etc.  (226-247)- 

De  Tilly.  —  Rapport.  (195-197  ). 

L'auteur  résout  complètement  la  question.  Outre  les  polyèdres  ayant  un  plan 
de  symétrie  ou  un  centre  de  symétrie,  il  trouve  une  troisième  solution  :  ce 
sont  les  polyèdres  qui  ont  un  axe  de  symétrie  d'ordre  pair,  perpendiculaire- 
ment auquel  les  sections  sont  deux  à  deux  égales  et  tournées  l'une  par  rapport 
à  l'autre  d'un  sous-multiple  pair  de  deux  droits. 

Catalan   |  E.).    —    Quelques   théorèmes  sur  les  intégrales  eulé- 
riennes.  (459-460). 
Extrait  d'un  Mémoire  étendu  qui  sera  publié  ultérieurement. 

Cesàro  (  G.).  —  Sur  certains  plans  réfringents  qui,  dans  les  cris- 
taux biaxes,  peuvent,  pour  une  onde  plane  incidente,  donner, 
outre  une  cône  creux  de  rayons,  un  rayon  lumineux  distinct. 
(5o3-5 1 2). 

Lagrange  (C).  —  Rapport.  (43 1  -434)- 

Cas  singulier  de  la  réfraction  conique. 

Catalan  (-E.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Servais. 

Servais  (CL).  —  Sur  la  courbure  des  lignes  algébriques.  (5i2- 
5,    ). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  (434-435  ). 

Le  théorème  de  Liouville  sur  la  somme  des  courbures  relatives  aux  points  de 
contact  des  tangentes  à  une  courbe  algébrique,  parallèles  à  une  direction 
donnée,  ne  s'applique  pas  aux  courbes  douées  de  singularités.  On  peut  déduire 
d'un  théorème  de  Jacobi,  dont  celui  de  Liouville  est  un  ras  particulier,  les 
théorèmes  suivants  : 

Si  l'on  mène  à  une  courbe  algébrique  des  tangentes  parallèles  à  une  même 
direction,  la  somme  des  inverses  des  produits  des  segments  déterminés  par  la 
courbe  sur  chaque  tangente  est  égale  à  zéro.  Si,  par  les  points  de  contact  de 
ces  tangentes,  on  mène  des  sécantes  parallèles  entre  elles,  la  somme  des  in- 
verses des  produits  déterminés  par  la  courbe  sur  chaque  sécante  est  égale  à 
zéro. 

Le  Paige  (C).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  J.  Deruyts  in- 
titulé :  Sur  le  développement  de  certaines  fonctions  algébriques. 

(44'-44a). 

Le  Mémoire  a  été  publié  flans  un  des  Recueil*  de   l'Académie. 
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MÉMOIRES  couronnés  et  autres  Mémoires  publiés  par  l'Académie  royale  des 
Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique.  Collection  in-8°, 
t.  XLIV.  Bruxelles,  F.  Hayez,  janvier  1891  (>). 

Neuberg  (/•)•  —  Sur  les  projections  et  contreprojections  d'un 
triangle  fixe  et  sur  le  système  de  trois  figures  directement  sem- 
blables. (xvi-87  p.). 

Le  .Mémoire  de   M.    ISeuberg  est  précédé   d'une  analyse  détaillée  qui  en  fait 
connaître   les  principaux  résultats  qui  y  sont  contenus. 

Catalan  {E .).  —  Quelques  formules  relatives  aux  triangles  rec- 
tilignes.  (  28  p.). 

Contributions  métriques  à  la  géométrie  récente;  distances  des  points  remar- 
quables; relations  entre  ces  distances;  angles  et  points  de  Brocard,  etc. 

Demôulin  (A.).  —  Sur  la  courbure  des  lignes  planes.  (48  p.). 

Ce  Mémoire  a  été  analysé  par  les  rapporteurs  chargés  de  l'examiner,  MM.  Man- 
sion,  Catalan,  Le  Paige  (B.  B.,  1898,  t.  XX,  p.  20-27).  En  voici  les  idées  fonda- 
mentales :  Soient  A  et  B  deux  points  (ixes,  A  une  droite  fixe  rencontrant  AB 
en  O.  La  position  de  tout  point  M  du  plan  (AB,  A)  est  déterminée  par  les 
distances  positives  ou  négatives  ni  =  O.V,  n  =  OB'  des  points  A',  B'  d'inter- 
section de  A  avec  AM.  BM.  Dans  le  système  de  coordonnées  (m,  n),  une 
droite  a  une  équation  de  la  forme  am  -+-  bn  -+-  cmn  =  o.  L'auteur  cherche  la 
tangente  et  le  rayon  de  courbure  d'une  courbe  quelconque  dans  ce  nouveau 
système  de  coordonnées  et  fait  de  très  belles  applications  aux  coniques  et  sur 
tout  aux  cubique-. 

Tome  LV;  juillet  1891 . 

Demôulin  (A.).  —  Sur  diverses  conséquences  du  théorème  de 
Newton.  (  18  p.). 

Le  théorème  de  Newton  peut  s'énoncer  ainsi  :  Le  rapport 


des  distances  des  points  d'intersection  d'une  courbe  d'ordre  m  avec  deux  sé- 
cantes au  point  d'intersection  de  ces  sécantes,  reste  invariable,  quand  ces  deux 
sécantes  se  déplacenl  parallèlement  à  elles-mêmes.  M.  Demôulin  en  déduit  la 
relation 

■.>  '-,  -1 11  ;    =  K 


\  oir  Bulletin,  t.  XIV,,  p.    170-271. 
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dans  le  cas  où  l'une  «les  suçantes  devient  tangente,  cp  étant  l'angle  des  a  av&| 
les  y,  o  le  rayon  de  cotirbure.  Cette  formule  est  transformée  ingénieusement 
dans  le  cas  où  le  point  de  contact  est  un  point  multiple.  Ensuite  l'auteur  fait 
de  nombreuses  applications  des  formules  obtenues,  lorsque  l'on  fait  tourna 
l'une  des  sécaotes,  ou  quand  on  rend  mobile  leur  point  d'intersection  de  di- 
verses manières. 

Demoulin  (A.).  —   Sur  une   transformation  géométrique  appli- 
cable à  la  théorie  des  roulettes.  (35  p.). 

La  transformation  dont  il  est  question  dans  ce  .Mémoire  est  la  suivante  : 
Soit  u  l'angle  du  rayon  vecteur  d'une  courbe,  rapportée  à  des  coordonnées  po- 
laires, avec  la  tangente  à  la  courbe  au  point  considéré.  La  courbe  telle  que 
f(r,u)=o  a  pour  transformée,  en  coordonnées  rectangulaires,  /(y,  w),  w 
étant  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  y.  Il  résulte  immédiatement  de  là 
que 

y  =  r,      u  =  u,      dy  =  dr,      dx  =  rdb,      ds  =  ds',      - ydx  =  -  r"-dh,  ... 

6  étant  l'angle  polaire.  La  courbe  (y,  w)  a  même  longueur,  mais  une  aire 
double  de  celle  de  la  transformée,  etc.  L'auteur  établit  d'autres  propriétés  de 
la  transformation;  il  applique  ensuite  les  résultats  obtenus  à  la  ebaînette,  aux 
roulettes  en  général,  aux  courbes  de  Delaunay,  à  la  courbe  élastique  et  à  di- 
verses questions  de  calcul  des  variations. 


ANNALES  de  la  Société   scientifique   de  Bruxelles.    Quinzième  année, 

1890-1891.  Bruxelles,  Société  belge  de  librairie;  Paris.  Gauthier-Yillars, 
1891  (A,  première  Partie;  B,  seconde  Partie)  (*). 

Mansion  (P.).  —  Sur  la  méthode  de  Lagrange  pour  l'intégration 
des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles.  (A.,  3-6). 

La  métbode  exposée  par  Lagrange,  en   i7s">.  pour  intégrer  les  équations  de  la 
forme 

F(x,y,z)-^  -i-f(x,y,z)~  =  <p(x,   , 


permet  de  trouver  les  solutions   singulières  données  par  le   facteur  de  Gilbert 
égalé  à  zéro, 

SA   SB        SA   SB 

s—  •= 5—  5—  )  :  9  (x,  y,  z)  =  o, 

Sy  ix        cr  ByJ 


(S 


quand  l'intégrale  générale  est  Ç(  \,  B)  =  o;  de    plus,  elle  permet  d'établir  le 
théorème  fondamental  de  la  théorie  des  déterminants  fonctionnel-. 


|  '  \  Bulletin,  1.  XIX  .  p.  5-g. 
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Mansion  (P.).  —  Hclalion  entre  les  distances  de  cinq  points  en 
Géométrie  non  euclidienne.  (A  ,  <S-i  1). 

i  Les  raisonnements  de  Legendre,  dans  la  deuxième  Note  de  ses  Éléments 
de  Géométrie,  conduisent  à  la  Géométrie  euclidienne  et  à  la  Géométrie  non 
euclidienne,  quand  on  les  rend  rigoureux. 

2°  La  relation  euclidienne  entre  les  distances  de  cinq  points  et  la  relation 
non  euclidienne  analogue  (due  à  Schering),  étant  mises  sous  la  forme  symbolique 
(n345)  =  o,  jouissent  de  la  propriété  suivante  :  Si  l'on  a 

(i2345)  =  o,  (12346)  =  0,  (ia356)  =  0, 
mi  peut  en  déduire 

(  234-511  )  =  o,  (i3456)  =o,  (12456)  =  0. 

Démonstration  de  ce  théorème,  dit  théorème  des  six  points. 

Gilbert  (Ph.).  —  Sur  le  potentiel  d'une  couche  superficielle  sans 
épaisseur.  (A.,  1  1-1 2  ). 

Cas  d'indétermination  apparente. 

Mansion  (P.).  —  Note  bibliographique  sur  les  intégrales  géné- 
rales et  les  solutions  singulières  des  équations  différentielles  et 
aux  dérivées  partielles.  (A.,  32-3^  et  60). 

Historique  des  travaux  relatifs  à  cette  question  jusqifen  1890.  L'auteur  a 
oublié  de  signaler  la  belle  dissertation  inaugurale  de  Poincaré  :  Sur  les  pro- 
priétés des  fonctions  définies  par  les  équations  aux  dérivées  partielles  (Paris, 
Gaulhier-Villars,  1879;  79  p.  in-4")- 

Gilbert  (P/i.).  —  Sur  un  cas  singulier  du  problème  des  courbes 
enveloppes.  (A.,  37-39). 

L'enveloppe  des  courbes  ayant  pour  équations  F (x,  y,  c),/(x,y.  c)  —  >> 
comprend  les  points  d'intersection  des  courbes  F(x,y,  c)  =  o,  f(x,y,  c)  =  o. 

Vallée-Poussin  (Cit.  de  la).  —  Sur  une  démonstration  des  for- 
mules de  Fourier  généralisée.  (A.,  3(j-4i). 

Généralisation  du  mode  d'exposition  de  Jordan  (Cours   d'Analyse,  1™  édi 
lion,  t.  II,  p.  216-226). 

Mansion  (P.).  —   Sur  la  formule  de  quadrature   <!<■  Gauss.  (jj 
59)- 

Extension  de  la  formule  au  cas  où  les  valeurs  de  la  fonction  correspondent  à 
(/i-t-i)  valeurs  quelconques  de  la  variable:  calcul  du  teste  au  moyen  du  plus 
grand  module  delà  fonction  dans  une  certaine  aire. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXIII.  (Juillet  R.10 
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Gilbert  (Ph.).    —    Sur  une  règle  de  convergence  des  séries  à 
termes  positifs.  (A..,  69-7  1). 

Soient  y  ;/„.  7  v„  deux  séries  à  termes  positifs,  tels  que  limu„=o, 
\ïmvn--    o;  A  une  constante  positive.  Si  l'un  a,  à  partir  d'une  valeur  de  n, 

Vn —   *\,  +  l  >  A   >   O, 

"n 

la  série  2_,  ltn  sera  convergente;  si  l'on  a.  au  contraire, 

b.   , 

*',, —  l'„  +  i  <  " 

(i  m  la  série  \    —  est  divergente,   la  série  N    un  est  divergente. 

Mansion(P.).  —  Le  R.  P.  Delsaux.  (A.,  86-91). 

Delsaux,  né  à  Bruxelles,  le  27  mai  1828,  mort  à  Namur,  le  26  février  1891 ,  a 
publié  un  grand  nombre  de  Mémoires  de  Physique  mathématique  dont  la  liste 
est.  ici  donnée  :  trois  résumés  de  Physique  mathématique  (Capillarité,  i8o5: 
Optique  géométrique,  1866;  Optique  physique,  1868),  et  une  étude  critique 
intitulée   :    Les   derniers  écrits  philosophiques  de   Tyndall   (Paris,  Baltenweck, 

«877). 

Sparre  (de).  —  Le  mouvement  des  projectiles  dans  l'air.  (B.,  55- 

200). 

De  Tilly.  —  Rapport.  (A.,  60-66). 

Dans  la  première  Partie  de  ce  Mémoire,  l'auteur  cherche  une  forme  de  la 
loi  de  la  résistance  de  l'air  qui  convienne  à  toutes  les  vitesses  et  permette,  en 
outre,  d'achever  les  quadratures  auxquelles  conduit  l'hypothèse  simplificative 
de  Didion,  en  termes  finis  et  en  fonctions  élémentaires.  Il  utilise  habilement, 
dans  ce  but,  la  propriété  des  expressions  de  la  forme  9 ( x,  y ) dx,  où 
y-  =  (x  —  a)2-f-6-  de  s'intégrer  exactement,  et  il  détermine  la  fonction  z  et 
les  constantes  de  manière  à  faire  concorder  la  loi  analytique  avec  celle  de 
l'expérience  pour  toutes  les  vitesses.  Il  développe  les  calculs,  construit  la  Table 
qui  doit  les  remplacer  dans  la  pratique  et  en  fait  l'application  au  mouvemenl 
de  la  projection  du  centre  de  gravité  sur  le  plan  de  tir,  dans  un  cas  déterminé 
(projectiles  ogivaux  semblables  à  ceux  qui  ont  servi  dans  les  expériences  qui 
ont  servi  de  base  aux  calculs  du  colonel  Hojel). 

La  seconde  Partie  est  intitulée  :  Mouvement  du  projectile  autour  du  centre 
de  gravité;  dérivation;  durée  du  trajet.  L'auteur  distingue  soigneusement, 
dans  la  résistance  de  l'air,  la  pression  dynamique,  proportionnelle  au  carré  de 
la  vitesse,  mais  dépendant  de  la  forme  du  projectile  à  l'avant:  une  pression 
statique  à  l'avant,  qui  croit  avec  la  vitesse  ou  est  constante;  une  pression  sta- 
tique négative  à  l'arrière,  qui  diminue  quand  la  vitesse  augmente.  Dan-  le 
paragraphe  I.  l'auteur  étudie  l'action  de  l'air  sur  un  élément  de  paroi  du  pro- 
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jectilc.  d'après  les  formules  relatives  à  l'écoulement  des  fluides.  Dans  le  para- 
graphe  II,  il  applique  les  formules  trouvées  ■>  la  recherche  de  l'action  de  l'an 
sur  un  projectile  de  forme  ogivale.  Dans  les  paragraphes  III,  IV,  Y.  il  établi! 
les  formulas  du  mouvement  des  projectiles  autour  du  centre  'le  gravité,  -•  >i t  en 
employant,  soit  en  évitant  les  fonctions  elliptiques.  Le  paragraphe  VI  est  con- 
sacré à  la  dérivation,  étudiée  seulement  dans  l'hypothèse  d'une  résistance  pro- 
portionnelle à  la  quatrième  puissance  de  la  vitesse,  c'est-à-dire  en  évitant  les 
fonctions  elliptiques.  Dans  le  paragraphe  VII  l'auteur  montre  que  le  mouvement 
du  projectile  sur  le  centre  de  gravité  n'a  pas  d'influence  sérieuse  sur  la  portée, 
Enfin,  dans  les  paragraphes  VIII  et  IX,  le  calcul  de  la  durée  du  trajet  est  faite 
en  partant  de  la  formule  exacte  de  la  résistance  (qui  conduit  à  l'emploi  des 
fonctions  elliptiques)  et  puis  au  moyen  de  l'hypothèse  plus  simple  d'une  résis 
tance  proportionnelle  à  la  quatrième  puissance  de  la  vitesse,  ce  qui  conduit 
pratiquement  à  des  résultats  équivalents. 

Salvert  (de).  —  Mémoire  sur  la  recherche  la  plus  générale  d'un 
système  orthogonal  triplement  isotherme.  (B.,  20i-3()4 '). 

Suite  du  Mémoire  dont  il  a  été  question  dans  le  Bulletin  antérieurement. 
Dans  le  Chapitre  V  (p.  201-266),  M.  de  Salvert  achève  la  solution  du 
problème  qu'il  s'était  proposé  :  savoir  la  détermination,  dans  les  cas  non  excep- 
tionnels (ceux-ci  ont  été  traités  antérieurement),  des  coordonnées  rectilignes, 
en  fonction  des  coordonnées  curvilignes,  par  la  condition  de  satisfaire  simul- 
tanément à  six  équations  aux  dérivées  partielles  non  linéaires.  Il  fait  d'abord 
connaître  deux  méthodes  pour  ainsi  dire  inverses  l'une  de  l'autre  qui  peuvent 
le  conduire  au  résultat  cherché;  puis  il  esquisse,  avec  plus  de  détails,  la  pre- 
mière de  ces  deux  méthodes,  en  indiquant,  avec  le  plus  grand  soin,  comment 
toutes  les  parties  s'en  enchaînent  logiquement.  Il  établit  ensuite  :  i°  le  sys- 
tème des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre,  auxquelles  satis- 
font isolément,  dans  le  cas  le  plus  général  du  système  orthogonal,  chacune 
dis  trois  coordonnées  curvilignes;  2°  les  équations  simultanées  aux  différen 
tiellcs  totales,  pour  le  cas  le  plus  général  du  système  orthogonal,  entre  les 
trois  dérivées  premières  d'une  même  coordonnée  recliligne.  Il  intègre  alors 
celle-ci,  détermine  les  constantes  arbitraires  surabondante-  par  la  vérification 
a  posteriori  des  équations  du  premier  ordre  proposées  et  forme,  enfin,  la  solu- 
tion définitive  et  donne  la  définition  géométrique  des  surfaces  qui  composent 
le  système  orthogonal.  L'ensemble  de  ces  recherches  démontre  que  Lame 
n'a  pas  prouvé  réellement  qu'il  a  résolu  complètement  la  question;  le 
procédé,  divinatoire  pour  ainsi  dire,  qui  l'a  conduit  à  la  solution  complète, 
est  insuffisant  au  point  de  vue  de  la  logique  rigoureuse. 

Dans  l'Appendice    l  p.  267-094),  qui  suit    son  Chapitre  V.   M.  de  Salvert  le 
complète  dan-  trois  Notes  assez  étendues.  Dans  la  première,  il  retrouverai 
matiquement  le  système  orthogonal  le  plu-  général,  eu  supposant  qu'il  com- 
prenne, parmi  -e-  Lrois  familles,  le  type  le  plu-  général  des  familles  isothermes 

du  second  ordre.    En  e binant  les  résultats  de  cette  Note  avec  une  partie  de 

ceux  du  chapitre  V,    il    parvient   encore   une  fois  a  résoudre  complètement  le 
problème  qu'il  s'est  posé. 

La  Note  -un e  contient  le  second  mode  de  détermination  de-  familles  qui 

composent  le  système  dan-  le  cas  le  plu-  général.  Mutin,  la  dernière  Note  con- 
tient  l'application  successive  et   la  comparaison  des  deux   méthodes  exposées 
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(Note  précédente  el  Chapitre  Y)  au  ras  particulier  correspondant  au  système 
sphérique. 

L'exposition,  parfois  un  peu  longue  de  M.  de  Salvert,  est  en  revanche  tou- 
jours très  claire  et  les  calculs  sont  conduits  avec  la  plus  grande  élégance. 


REVUE  DES  QUESTIONS  SCIENTIFIQUES,  publiée  par  la  Société  scienti- 
fique de  Bruxelles,  1 891 . 

Tome  XXIX. 

Lucas  (J.-D.).  —  L'Astronomie  à  Babylone.  ( 5 1 3-r>4 1  )- 

Suite  de  l'analyse  des  recherches  des  PP.  Epping  et  Strassmaier. 

Mansion  (P.).  —  Le  R.  P.  Delsaux.  (585-588). 

Extrait  des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  XV,  A, 
p.  8G-91. 

Gilbert  (Ph.).  —  La  dernière  lutte  à  Rome  autour  du  système  de 
Copernic.  (089-594). 

En  1820,  malgré  l'avis  contraire  du  Pape  et  du  Saint-Oftice,  le  P.  Anfossi 
ne  voulait  pas  permettre  l'impression  d'une  Astronomie  du  chanoine  Seltele, 
parce  que  le  système  de  Copernic  y  était  enseigné. 

Tome  XXN. 

Gilbert  (Ph.).  —  Études  récentes  sur  la  lumière  et  ses  applica- 
tions. (225-247;  558-58 1). 

Analyse  des  éludes  de  Langley  sur  les  insectes  phosphorescents;  de  celles  de 
divers  auteurs  sur  le  mouvement  des  étoiles  déduit  de  l'examen  de  leur 
spectre;  des  expériences  de  Wiener  permettant  peut-être  de  conclure  quelle 
est  la  direction  des  vibrations  lumineuses;  enfin  des  recherches  de  Lœvvy  et 
P.  Puiseux  sur  la  constante  de  l'aberration. 

Mansion  {P.).  —  Analyses  critiques  de  :  i°  Niavengluivski, 
Algèbre  ('>.83-289);  20  Carvallo,  Extension  de  la  méthode  de 
Gràfe  (290-292);  3°  d 'Ocagne,  Nomographie  (6'o5-6o9). 

(')  Voir  Bulletin,  t.  XVIII,,,  p.  239-240. 
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MATIIESIS,    RECUEIL    MATHÉMATIQUE   A    L'USAGE  DES  ÉCOLKS  SPÉCIALES    ET   DES 

établissements  d' INSTRUCTION  movenne,  public  par  MM.  Mcmsion  et  Neu- 
berg.  Deuxième  série,  Tomel,  i8gi.  Gand,  Uoste;  Paris, Gauthier- Villars  l  '  i. 

Lucas  [Éd.).  —  Sur  les  théorèmes  énoncés  par  Fermât,  Eulcr, 
Wilson,  v.  Staudt  et  Glausen.  (5-i2). 

Démonstration  partiellement  nouvelle  de  ces  divers  théorèmes  en  les  ratta- 
chant à  un  même  ordre  d'idées. 

Ocagne  {M.  d').  —  Le  terme  complémentaire  de  la  série  do 
Tav'lor.  (19-20). 

On  a,  8  étant  compris  entre  o  et  1, 

Neuberg  («/•)•  —  Sur  les  quadrangles  complets.  (33-35;  67-70; 
81-82;  i89-i95). 

Démonstration  d'un  grand  nombre  de  propriétés  relatives  à  la  Géométrie 
récente  du  triangle,  du  cercle  et  des  coniques,  dans  leurs  rapports  avec  les 
quadrangles  complets. 

Cesàro(E '.).  —  Étude  intrinsèque  des  coniques  et  des  cassiuoïdes. 
(5i-62). 

Étude  de  ces  courbes  et  de  quelques  courbes  voisines  au  moyen  de  la  rela- 
tion qui  existe  entre  l'arc  et  le  rayon  de  courbure. 

Mans  ion  (JJ-)-  —  Limite  de  la  somme  du  produit  ou  du  quotient 
d'un  nombre  fini  de  variables.  (35-39;  63-66;  1 1 3- 1 1 5  ;  109- 14  1  : 
246-25i). 

Exposé  élémentaire,  même  dans  le  cas  où  les  variables  sont  incommensu- 
rables. 

Servais  (CL).  —  Sur  la  courbure  de  la  podaire  et  de  la  polaire 
réciproque  d'une  courbe  donnée.  (84-88). 

Démonstration  synthétique  de  formules  nouvelles  ou  anciennes  par  un  pro- 
cédé très  simple. 


(')  Voir  Bulletin,  1.  \IV,  p.  9-14. 
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Jamet  (V.).  —  Sur  le  théorème  de  Joachimslhal.  (io5-io8). 

Démonstration  de  ce  théorème  et  de  divers  théorèmes  voisins,  par  exemple, 
de  celui-ci  :  «  Le  cercle  qui  pusse  par  les  pieds  de  trois  normales,  menées  d'un 
même  point  à  une  conique,  passe  aussi  par  la  projection  du  centre  sur  la  tan- 
gente, au  point  diamétralement  opposé  au  pied  de  la  quatrième  normale.  » 

Schoute  [P. -II.).  —  Sur  les  foyers  des  coniques.  (129-1.32). 

L'auteur  obtient  les  foyers  des  coniques  au  moyen  de  la  condition  que  deux 
droites  rectangulaires  menées  par  un  foyer  soient  conjuguées  l'une  à  l'autre. 
Il  déduit  aisément  des  résultats  obtenus  l'équation  de  la  cubique  lieu  des 
foyers  d'un  faisceau  tangentiel  de  coniques. 

Longchamps  (G.  de).  —  Sur  la  résolution  des  problèmes  déter- 
minés parla  méthode  des  lieux  géométriques.  (i32-i36). 

On  peut  souvent  introduire  de  grandes  simplifications  dans  cette  méthode, 
en  y  remplaçant  des  coordonnées  X,  Y,  par  des  fonctions  convenablement 
choisies  de  nouvelles  variables  x,  y,  que  l'on  regarde  aussi  comme  des  coor- 
données. 

Brocard  (//.)•   —  Sur  une  classe  particulière  de  triangles.  (i53- 

.56). 

Étude  d'une  certaine  strophoïde  conduisant  à  une  interprétation  géométrique 

des  fonctions  sn,  en,  dn,  quand  le  module  est  l'unité. 

Gelin  (E.).  —  Formules  relatives  aux  polygones  régulier-      t6o- 

164). 

Aire  des  polygones  de  3,  l\,  5,  6,  8,  10,  12  côté-  ;  aire  et  vol  n  me  engendrés 
par  la  révolution  de  ces  polygones  autour  d'un  axe  de  symétrie,  d'un  côté,  etc. 

Sollertinsky.  —  Propriétés  des  coniques.  (1  77-182). 

Si  l'on  porte  sur  la  normale  en  un  point  D  d'une  ellipse,  dans  les  deux  si  as, 
une  longueur  égale  à  la  moyenne  géométrique  des  distances  de  ce  point  aux 
deux  foyers,  ces  foyers  et  les  extrémités  des  longueurs  portées  sont  les  som- 
mets d'un  quadrilatère  harmonique,  c'est-à-dire  inscriptible  et  tel  que  le  produit 
de  deux  côtés  opposés  est  égal  au  produit  des  deux  autres.  Cette  proposition 
et  la  proposition  analogue  pour  l'hyperbole  comportent  de  nombreuses  consé- 
quences. 

Poulain  (A.).  —  Sur  la  distance  de  deux  points.  (184-186). 

Démonstration  d'une  formule  remarquable  de  Lagrangc  donnant  la  distance 
de  deux  points  en  fonction  des  distances  de  l'un  d'eux  à  11  points  donnés,  et 
des  poids  qu'il  faut  supposer  en  ces  points  pour  que  l'autre  point  en  soil  le 
centre  de  gravité.  Cette  formule  de  La  grange  donne  aisément  la  pluparl  des 
distances  considérées  en  Géométrie  récente. 


KEVUE    DES   PUBLICATIONS.  [3g 

Mansion  (P-)-  —  Théorème  de  Choquet.  <  218-221). 

Si  u  —  fx  est  une  fonction  entière  de  degré  n  e(  si  x  est  compris  entre  x0 
et  x„-h  A,  on  a 

u  =  m„h-  X,  lu.,  —  -  X,  A,«„H — .  a,  S.u.,  — . . .+  (—  i)"-1  - —  X„A„m0, 

u  il  g      .      .  io      ''      ''      "  5/1 

X,,  X2,   ...,  X„   étant  des  fonctions   positives.   Ce  théorème  permet  souvent  de 
voir  si  u  change  de  signe  de  «0  à  ul=  f(x-\-  h). 

Neuberg  (J.).  —  Sur  les  moments  d'inertie.  (22Ô-233). 

Exposé  condensé  de  recherches  de  Reye,  Hesse,  Darboux  sur  les  rapports  de 
la  théorie  des  moments  d'inertie  avec  celle  des  surfaces  du  second  degré. 

Balitrand.  —  Sur  les  courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  trois 
points  doubles  d'inflexion  et  en  particulier  sur  la  kreuzeurve. 

(241-245). 

Étude  des  courbes  ayant  pour  équation  trilinéairc  lyiz1-\-  mx-z-  +  nx-y-  =  o. 

Questions  proposées,    questions    résolues,    questions    d'examen;    biographie, 
bibliographie;  articles  divers  (passim). 

Suppléments. 

I.  Mansion  (P.)  —  Note  sur  la  Géométrie  euclidienne  et  sur  la 
Géométrie  non  euclidienne.  (32  p.). 

Extrait  des  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  1889,  t.  Mil. 
ir"  partie,  p.  57-61;  1890,  t.  XIV,  2e  partie,  p.  35-5g;  1891,  t.  XV,  1"  partie,  p.  8-11. 

II.  Le  Paige  (C.)  —  Un  astronome  belge  du  xvue  siècle  :  Gode- 
froid  Wendelin.  (19  p.). 

Extrait  des  Bulletins   de   V Académie  royale  de  Belgique,  oe  série  t.  XX, 
p.  709-727;  1890. 

III.  Thiry    (CL).  —    Distances    des    points     remarquables    du 
triangle.  (8  p.). 

Extrait  des  Bulletins  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  3    série,  t.  XXI, 
p.  5.7  r  -48 1  ;  1S91. 
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ANNUAIItE  DE  L'ACADÉMIE  ROYALE  DES  SCIENCES,  des  Lettres  et  des 

Beaux-Arts  de  Belgique.  1899,.  58' année.  Bruxelles,  Hayez,  MDCCCXIIC). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Notice  sur  Charles-Marie-Va- 
lentin  Montigny.  (280-322). 

Ch.-M.-V.  Montigny,  né  à  \amur  le  8  janvier  1819,  est  mort  à  Schaerbeek- 
lez-Bruxelles,  le  16  mars  1890.  On  lui  doit  une  nouvelle  théorie  de  la  scintil- 
lation des  étoiles  et  un  appareil  nouveau,  le  scintillomètre,  outre  d'autres 
recherches  de  Physique  et  de  Météorologie. 

Brialmont   (A.).    —   Notice   sur   Jean-Baptiste-Joseph    Liagre. 
(323-3:6). 

J.-B.-J.  Liagre,  né  à  Tournay  le  18  février  i8i5,  est  mort  à  Bruxelles  le 
i3  janvier  1891.  Il  était  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  depuis  le  5  mai 
1874.  H  a  publié  en  1862  un  Ouvrage  intitulé  :  Calcul  des  probabilités  et 
théorie  des  erreurs  avec  des  applications  aux  Sciences  d'observations  en 
général  et  à  la  Géodésie,  en  particulier,  dont  une  seconde  édition  a  paru  en 
1879;  divers  Mémoires  d'Astronomie  et  de  Géodésie;  des  recherches  sur  l'orga- 
nisation des  caisses  de  veuves,  sur  les  pensions  militaires  et  sur  les  institutions 
de  prévoyance;  puis  quelques  Ouvrages  de  vulgarisation  (Géométrie,  Topo- 
graphie, Astronomie  stellaire). 


MÀTHESIS.  —  Recueil  de  mathématiques  a  l'usage  des  Écoles  spéciales, 
publié  par  M.  M. -P.  Mansion  et  J.  Neuberg.  Gand,  Hoste;  Paris,  2e  série. 

Tome  II,  année  1892. 

Cesàro  {!?■)■  —  Remarques  sur  un  continuant.   (0-12). 

Cet  article  renferme  l'étude  d'un  déterminant  essentiellement  positif,  consi- 
déré d'abord  par  M.  Novarese,  et  qui,  d'après  M.  Cesàro,  est  le  discriminant  de 
la  forme  quadratique 

atix}  -\-  a^x]  ->r  x\  —  2 )«, x{  x2 )  -+-  a2 ( x\  -+-  x]  —  2~K2x,x3)  -h. . .-+-  an xj, . 

A  la  fin  de  son  travail,  l'auteur  signale  plusieurs  généralisations  de  ce  déter- 
minant. 

Peano  (G.).  —  Sur  la  définition  de  la  dérivée.  (  1  2 - 1 4 ) • 

Dans  cette  Note,  l'auteur  compare  les  deux  définitions  suivantes  de  la 
dérivée  : 


(')  Voir  fiul/eti».  WI1I  .  p.    •>; 
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f(x_^/l)  f!  x  ) 

A.  La   dérivé*  def(x)  est  la  limite  de j — — »  lorsque,  x  étant 

lixe,  k  tend  vers  o. 

f(x,)  —  f(x.)     , 

B.  La   dérivée   de  f(x)  est   limite   du  rapport  J  _  '   lorsque  x, 

et  ar2  tendent  vers  la  même  valeur  x. 

En  partant  de  la  définition  A,  on  comprend  les  cas  où  la  dérivée  est  discon- 
tinue; en  adoptant  la  définition  13,  on  les  exclut.  M.  Pcano  émet  l'opinion  que 
dans  l'enseignement  élémentaire  il  est  peut-être  préférable  d'exclure  ces  cas  de 
discontinuité  en  adoptant  la  définition  B. 

Lorsque  la  dérivée  d'une  fonction  n'existe  pas,  suivant  la  définition  B,  il 
existe  toujours  deux  fonctions  qui  en  jouent  le  rôle,  et  dont  l'auteur  signale 
quelques  propriétés. 

Mansion   (P-)-   —   Formules   pour  le  jaugeage    des    tonneaux. 
('4-i7>- 

Dans  cette  Note,  l'auteur  compare,  au  point  de  vue  de  l'approximation,  diffé- 
rentes formules  proposées  pour  le  jaugeage  des  tonneaux. 

Mansion  (P.)   et   Neuberg  (J.).  —  Léopold   Kronecker.    (19, 
1 36-i37). 

Les  auteurs  signalent  surtout  l'importance  des  méthodes  arithmétiques  de 
Kronecker. 

Molenbroeck  (Ph.).   —  Sur  le  produit  des  axes  principaux  des 
coniques  touchant  trois  ou  quatre  droites  données.  (33-39). 

Considérant  toutes  les  coniques  inscrites  à  un  triangle  et  ayant  même  pro- 
duit des  axes,  l'auteur  démontre  que  le  lieu  des  pôles  d'une  droite  i'wo.  par 
rapport  à  ces  coniques  est  une  courbe  du  troisième  ordre  et  que  l'enveloppe  de 
la  polaire  d'un  point  fixe  par  rapport  aux  mêmes  coniques  est  une  courbe  de 
la  sixième  classe;  puis,  comme  application  des  formules  générales  qu'il  a  ob- 
tenues, il  cherche  l'ellipse  maximum  inscrite  à  un  quadrilatère  supposé  con- 
vexe. 

Mansion   (P.).    —    Limite   de    la    racine    mième   d'une    variable. 
(39-42). 

Mansion  (P.)  et  Neuberg  («/.).  —  Louis-Philippe  Gilbert.  (37)- 

Le  moine  (E .).  —   Élude   sur  une  nouvelle  transformation  dite 
transformation  continue.  (58-64,  81-92). 

Soient  a,  b,  c  les  trois  côtés  et  A,  B,  C  les  trois  angles  d'un  triangle.  Sup 
posons  qu'il  existe  entre  ces  quantités  la  relation  /( o,  f\  c,  \,  B,  C)  =  0.  On 
peut  déduire  de  cette  relation  la  suivante 

fia.  —b,-  C,  -  A.  -  -  B.  ïT—  C>=  n, 
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et  deux  autres  analogues.  C'est  ce  que  M.  Lemoine  établit  par  des  considéra- 
tion-, fort  simples,  en  faisant  tourner  !<■  côté  l!V  autour  du  point  B  dans  un 
sens  convenable.  L'auteur  applique  ensuite  ce  résultat  général  à  la  démonstra- 
tion d'un  grand  nombre  de  formules  relatives  a  la  géométrie  du  triangle. 

Gelin  {E.).  —  Caractères  de  divisibilité.  |  6'>-~  i-  |H-f>y)- 

Ocagne  (d').  —  Sur  les  courbes  algébriques.  (ioo-io3). 

Dans  cette  Note  l'auteur  établit  deux  propriétés  générales  des  courbes  ^lu- 
briques et  déduit  de  la  seconde  de  ces  propriétés  une  construction  du  centre 
de  courbure  en  un  point  d'une  conique,  due  à  M.  Mannheim. 

Wasteels  (C).  —  Aire  d'une  figure  tracée  sur  une  sphère  et  for- 
mée d'arcs  de  petits  cercles.  (io5-i  i3). 

Servais  (CL).  —  Sur  l'aberration  de  courbure.  (i2g-i3o). 

Cette  ÎSote  renferme  une  démonstration  géométrique  de  la  formule  de  Tr an- 
son,  relative  à  l'aberration  de  courbure  en  un  point  d'une  courbe.  L'auteur 
applique  cette  formule  à  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Soit  F  le  foyer  de  la  parabole  inscrite  au  triangle  formé  par  la  tangente,  la 
normale  et  la  directrice  de  la  parabole  osculatrice  en  un  point  d'une  courbe. 
Le  point  de  contact  sur  la  normale  est  le  centre  de  courbure  C  de  la  courbe, 
et  du  point  F,  on  voit  le  rayon  de  courbure  de  la  développée  CC,  sous  un 
angle  droit. 

Bertrand  (E .).  —  Notes  sur   quelques   propriétés   du   triangle. 

(i3o-i34). 

Soient  AHa,  BHfc(  CH,.  les  trois  hauteurs  d'un  triangle  ABC,  supposé  acutangle, 
et  soit  P  leur  point  de  concours.  Soient  aussi  AH^,  BHj,  CH^.  les  hauteurs 
des  triangles  AHbHc,  AHeHa,  AH0H6  et  Po,  Ph,  Pc  les  orthocentres  de  ces 
triangles.  L'auteur  démontre  l'existence  et  étudie  les  propriétés  de  trois  ellipses 
a,  p,  y  définies  comme  il  suit  :  l'ellipse  a  touche  les  cotés  AB  et  AC  en  He  et 
H,,,  et  admet,  comme  foyers,  les  points  Hn  et  IL,.  Les  ellipses  ?  et  y  sont  sus- 
ceptibles de  définitions  analogues. 

(jil/et.    —   Théorie    des    plans    hjpercycliques  des    surfaces   du 
secondordre.  (i53-i5^,  180-191,  223-225). 

L'auteur  cherche  les  plans  hypercy  cliques,  pour  l<s  quadriques  à  section 
hyperbolique;  il  appelle  ainsi  tout  plan  qui  coupe  une  quadrique  suivant  une 
h\  perbole  équilatère. 

Servais  (CL).  —  Relations  métriques  dons  les  courbes  du  second 
degré.  (177-180). 

Les  relations  métriques,  dont  il  esl  question  dans  le  litre  de  cette  Note,  sonl 
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obtenues  en  prenant  pour  axes  la   tangente  el    la  normale  en  un  poinj  d'une 
conique. 

Retali.  —  Sur  quelques  problèmes  concernant  le  double  contact 
et  le  contact  du  troisième  ordre  des  coniques.  (178-180,   219- 

29.3). 

Dix-neuf  questions  du  genre  des  suivantes  :  (  n°  4  )  Décrire  une  conique  qui 
ait  un  contact  du  troisième  ordre  avec  une  conique  donnée  et  dont  un  point 
donné  soit  un  foyer;  (n°  14)  Décrire  une  conique  ayant  un  double  contact  avec 
une  hyperbole  donnée  et  qui  louche  l'une  des  directrices  et  un  diamètre  donné, 
celui-ci  au  centre  de  l'hyperbole. 

Prime  (L\).  —  Sur  les  points  de  Brocard.  (194-195). 

Neuberg  («/•)•  —  Sur  les  triangles  inscrits  et  égaux  à  un  triangle 
donné.  (190-  196). 

Cette  Note  renferme  une  démonstration  géométrique  d'un  théorème  dû  à 
M.  Tuckcr. 

Verniory.  —  Sur  quelques  suites  finies.  (217-219). 

Verniory.  —  Sommation  de  quelques  séries  convergentes.  (266- 

270). 

Le  terme  général  de  ces  séries  est  uu=  i"(  i  -f-i)  (i  +  2  )  ...  (  i  -h  A  —  1),  ou 
l'inverse,  ou  des  expressions  voisines. 

Lampe  {E .).  —  La  formule  de  Snell  ou  d'Ozanam  appartient  à 
Nicolas  deCusa.  (23o-23i). 

..,.,..  ,  3  sin  to 

Il  s  agit  de  la  formule  approximative  ©  =  '■ 

■i  -h  cosep 

Neuberg  (</.)•  —  Sur  l'hyperbole  de  Kiepcrt.  (a4i-2/{<>). 

Cet  article  renferme  une  exposition  des  principales  propriétés  de  l'hyperbole 
de  Kicpert  (circonscrite  au  triangle  et  passimi  par  l'orthocentre  et  le  centre  de 
gravité  de  ce  triangle). 

Mangeot  (S.).  —  Sur  la  construction  des  quadriques  qui  ont  un 
contact  de  deuxième  ordre  avec  une  surface.  ( :>.  fo-25o). 

Colette,  Catalan,  Lemoine  {JE.).  —  Sur  la  construction  de  la 
moyenne  proportionnelle.  (192-193,  25o-25i,   ''7'»-  '"' 

Comparaison  de  la  méthode  de  Gouzj  avec  d'autres,  au  point  de  vue  de  la 
simplicité 
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.  trlicles  divers,  questions  résolues,  questions  d'examen,  ques- 
tions proposées,  bibliographie  (passim).  Table  des  matières. 
(28:4-288). 

Supplément. 

Mansion  (P.).  — ■  Analyse  critique  du  Traité  de  Géométrie 
(6e  édition,  1891)  de  Piouché  et  de  Comberousse  (12  pages). 

Extrait  de  la  Bévue  des  Questions  scientifiques,  janvier  1892,  2e  série,  t.  I, 

p.   25o-25l. 

Brocard  {II.).  —  Le  Trifolium  (58  pages). 

Extrait  du  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  (1891).  Voir  dans  Ma- 
thesis  (1892),  p,  ^5,  une  Note  complémentaire. 

Mansion  (P.).  —  Analyse  critique  de  la  Synopsis  der  hôheren 
Mathematik,  von  J.  Hagen,  S.  J.  (t.  I,  1 891  )  (8  pages). 

Extrait  de  la  Revue  des  Questions  scientifiques,  octobre  1892,  2e  série,  t.  II, 
p.  5g4-6oi. 


ANNALES  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  Seizième  année. 
1891-1892.  Bruxelles.  Schepcns;  Paris,  Gauthier-Villars,  1892  (A,  Ire  Partie; 
B.  2e  Partie). 


Gilbert  (Ph.).  —  Sur  la  formule  de  Stokes  généralisée.  (A,  2-4). 
Transformation  de  l'intégrale 


/ 


(UdL-i-VrfM-f-WdN), 


où  U,  V.  W,  L,  .M,  N,  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z,  le  long  d'une  ligne  fermée 
tracée  sur  une  surface  z  =  f(x,  y),  en  une  intégrale  relative  à  l'aire  c  com- 
prise dans  cette  surface.  On  trouve  la  somme  de  trois  intégrales  analogues  à 
la  suivante 

X       Y       Z 


/ 


A  (h,  où  A  = 


cHJ  OU  OU 

Ox  ôy  dz 

dL  ,)L  t)L 

àx  <)y  <tz 


X,  Y,  Z  étant  le.-  cosinus  directeurs  de  la  normale  ;i  la  surface  s  =  f. 
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Vallée-Poussin  (Ch.  de  la).  —  Noies  sur  des  intégrales  définies 
à  limites  infinies  d'une  forme  particulière.  (A,  6"-8). 

Deux  exemples  anciens  et  deux  nouveaux  d'intégrales  de  ce  genre  qui  sont 
finies,  bien  que  la  fonction  sous  le  signe  devienne  infinie  un  nombre  infini  de 
fois.  Voici  la  plus  simple  d£  ces  intégrales 


f 


/(cos2aa?; 


Vallée-Poussin  (Ch.  de  la).  —  Note  sur  certaines  inégalités  et 
leur  application  au  Calcul  intégral.  (A,  8-1  i). 


Soient  ap  ...,an,  bn  ...,  bn  des  quantités  positives,  p  un   nombre  compris 

entre  o  et  i.  On  a 

/   1  IV  (      1  t    y-p 

a,  6,  +.  ..+  «..&.=  \  a'!  -4-.  . .  4-  a"„  )   Uî_P+-  ■ .+  b)rP 


aib[  +  . .  .■+-  a„6„ 


/'  +  ' 
P  P    \    P 

p  H-  1  P  ■+■  ' 

1 


ft{'+"-+< 


Applications  au  Calcul  intégral. 


Mansion  (P-)-  —  Sur  les  recherches  de  Schering  en  Mélagéomé- 
trie.  (A,  5i-53). 

Contributions  à  l'histoire  de  la  Métagéométrie  : 

i°  C'est  Schering  qui,  le  premier,  en  1870  et  187.3,  a  caractérisé  un  espace 
non  euclidien  par  la  relation  qui  existe  entre  les  distances  de  («  +  2)  points, 
n  étant  le  nombre  des  dimensions  de  l'espace  considéré; 

20  Jusqu'à  présent,  rien  ne  prouve  que  Gauss  ait  devancé  Lobatchefsky  dans 
la  connaissance  de  la  partie  métrique  de  la  Géométrie  non  euclidienne.  En 
revanche,  par  l'intermédiaire  de  Bartcls  et  de  W.  Bolyai,  il  a  probablement 
influé  sur  Lobatchefsky  et  J.  Bolyai.  [On  sait  maintenant  que  Gauss  a  devancé 
Lobatchefsky  et  Bolyai,  mais  n'a  eu  aucune  influence  sur  eux.] 

Mansion  (P.).  —  Sur  la   théorie  des  racines  égales.  (A,  54-56). 

Esquisse  de  cette  théorie,  exposée  sans  recourir  au  principe  que  toute  équa- 
tion de  degré  m  a  ni  racines. 

Vallée-Poussin  (Ch.   de  la).   —    Sur   la    série   de   Weierslrass 
représentant  une  fonction  continue  sans  dérivée.  (A,  57-62). 
Il  s'agit  de  la  fonction 

I-'(.r)  y.  bncosa"Ttx, 
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oùo<i<i,o  iln  entier  impair  plus  grand  que  i,  tel  que  «6  >  n-  -  -.  L'au- 
teur étudie  cette  fonction  par  un  procédé  qui  s'applique  même  au  cas  où  a  est 
pair,  et  abaisse  la  limite  de  ab  quand  a  est  impair  et  surpasse  3. 

Goedseels  (E.).  —   Sur  la  définition   de   la  longueur  des   lignes 
courbeset  l'aire  des  surfaces  courbes.  (A,  79-80). 

Soient  L  une  ligne,  A  un  de  ses  points,  \r  une  normale  à  L  de  longueur  /•, 
vr  le  volume  de  l'anneau  plein  qui  est  le  lieu  de  toutes  les  normales,  hr  la 
hauteur  du  cylindre  de  volume  vr,  de  base  r.r-.  Par  définition,  la  longueur 
de  L  est  la  limite  de  hr  quand  r  tend  vers  zéro.  On  peut  donner  une  définition 
analogue  pour  Paire  d'une  surface  et  étendre  ces  notions  même  au  cas  où  les 
courbes  n'ont  pas  de  tangentes  ni  les  surfaces  de  plan  tangent. 

Mansion  (P.)-  —  Sur  les  principes  de  la  Mécanique  rationnelle. 
(A,  8i-85). 

Selon  l'auteur,  les  principes  de  la  .Mécanique  rationnelle  sont  une  suite 
logique  de  la  définition  des  mots  :  force,  force  agissant  simultanément  sur  un 
point,  systèmes  soumis  aux  mêmes  forces  extérieures.  Cette  Note  est  suivie  de 
remarques  où  i\l.  de  Tilly  expose  sa  manière  de  voir  sur  le  même  sujet. 

Mansion  {P.)-  —  Sur  le  théorème  de  Jacques  Bernoulli.  1  A.  85- 
87). 

Esquisse  d'une  démonstration  rigoureuse  de  ce  théorème. 

Mansion  (P.).  —  Notice  sur  Ph.  Gilbert.  (A,  102-1  10). 

Cette  Notice  a  été  reproduite  dans  un  écrit  publié  à  part,  qui  a  paru  en  i8q3 
et  sera  analysé  plus  tard.  Gilbert  est  né  le  7  février  i832  à  Bauraing;  il  est 
mort  à  Louvain,  le  \  février  1892.  On  lui  doit  un  grand  nombre  de  travaux 
entre  lesquels  il  faut  citer  ses  recherches  sur  la  diffraction,  sur  la  rotation  des 
corps  et  ses  écrits  historiques  sur  Galilée. 

Le  Paige  (C).  —  Sur  l'origine  des  signes  d'opération.  (A.  56- 
07,  B,  70-83). 

L'auteur  démontre  d'une  manière  péremploire,  croyons-nous,  que  le  signe  4- 
esl  une  transformation  du  mot  latin  et.  Il  émet  en  même  temps  sut 
l'origine  des  signes  —  et  x,  la  conjecture  suivante  :  ces  deux  signes  pro- 
viennent ]>i- m t-ètre  des  barres  de  direction  croisée  souvent  usitées  dans  lc> 
traités  d'Arithmétique  du  moyen  âge. 

Vallée- Poussin  (Ch.  de  la).  —  Étude  des  intégrales  à  limites 
infinies  pour  lesquelles  la  fonction  sous  le  signe  est  continue. 
(B,  i5o-i8o). 
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Jordan  (C).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  |  \.   i  !  j-i  2g  1. 

L'auteur  a  déduit  de  son  analyse  un  ensemble  de  conditions  précises,  sous 
lesquelles  on  peut  encore  appliquer  la  règle  de  Leibniz  pour  la  dérivation  des 
intégrales  à  limites  infinies,  mais  il  est  impossible  de  les  résumer.  Les  prin- 
cipes qui  servent  à  établir  ces  règles  paraissent  applicables  au  cas  plus  com- 
plexe où  là  fonction  à  intégrer  passe  par  l'infini. 

Dans  une  Note  publiée  à  la  suite  du  Mémoire,  l'auteur  prouve  qu'une  limite 
de  somme  double  peut  ne  pas  être  égale  à  l'intégrale  double  correspondante, 
celle-ci  étant  regardée  comme  une  intégrale  simple  portant  sur  une  intégrale 
simple. 

Sparre  [de).  —  Sur  le  développement  en  série  des  formules  du 
mouvement  du  pendule  conique  et  sur  quelques  propriétés  de 
ce  mouvement.  (B,  181-202). 

Gilbert  et  Tilly  [de).  —  Rapports  sur  ce  Mémoire.  (A,  1-2. 
77-7»)- 

Solution  nouvelle  par  les  séries  qui  met  en  évidence  la  propriété  établie  par 
Puiseux  relativement  à  l'angle  formé  par  les  azimuts  du  pendule  pour  un 
maximum  et  pour  le  minimum  consécutif  de  l'angle  d'écart.  Elle  permet  aussi 
de  traiter,  plus  complètement  qu'on  ne  l'a  fait  antérieurement,  la  question  des 
points  d'inflexion  que  peut  présenter  la  projection  horizontale  de  la  courbe  décrite 
par  l'extrémité  du  pendule. 

Vari  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  une  manière  très  simple 
d'exposer  la  théorie  des  miroirs  ou  des  lentilles.  (A,  6a-65). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.) .  —  Théorie  élémentaire  des  lentilles 
épaisses  et  des  systèmes  optiques.  (B,  20--221). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Note  sur  la  détermination  des 
éléments  de  la  lentille  équivalente  au  système  optique  de  l'œil. 
(B,  263-272). 

Exposé  élémentaire  des  résultats  connus  pour  les  miroirs  et  les  lentilles. 
L'auteur  les  établit  en  admettant  dès  le  début  les  propriétés  réciproques  des 
foyers  et  des  axes  secondaires.  Voici  les  conclusions  de  la  troisième  Note  :  Le 
système  optique  de  l'œil  normal  estéquivalenl  à  une  lentille  convergente  donl 
les  points  principaux  sont  placés  l'un  à  imm,  l'autre  à  •.>""",  \  en  arrière  de  la 
cornée:  la  distance  focale  extérieure  est  de  1  \'""\  7").  la  distance  focale  intérieure 
19"', S8;  le  premier  point  nodal  est  à  >"",>*  en  arrière  de  la  face  antérieure  du 
cristallin,  le  second  à  omm,32  en  avant  de  la  face  antérieure  du  même  cris- 
tallin. 

Salvert  {de).  —  Mémoire  sur  la  recherche  la  plus  générale  <l  un 
système  orthogonal  triplement    isotherme.   (Note    \  1  Sur  une 
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démonstration  élémentaire  du  théorème  d'Abel  pour  le  cas 
particulier  des  fonctions  hyper-elliptiques,  renfermée  implicite- 
ment dans  les  résultats  de  la  Note  III  précédente.  (B,  273-366). 

L'auteur  fait  connaître  explicitement  la  démonstration  contenue  en  principe 
dans  une  Note  antérieure;  il  fait  diverses  applications  ou  vérifications  des 
résultats  trouvés;  enfin  il  applique  la  même  méthode  à  la  démonstration  du 
théorème  de  l'addition  pour  les  trois  intégrales  elliptiques. 


REVUE  DES  QUESTIONS  SCIENTIFIQUES  publiée  par  la  Société  scien- 
tifique de  Bruxelles.  Bruxelles,  Société  belge  de  librairie.  Deuxième 
série. 

Tome  I,  iNçp. 

Lucas  (J.-D.).  --  Éphémérides  planétaires  des  Ghaldéens.  (5o- 

:;.'■ 

Aperçu  de  l'Astronomie  planétaire  chaldéenne  d'après  les  travaux  des 
PP.  Strassmaier  et  Epping.  A  la  fin  de  l'article  se  trouve  un  résumé  de  tous 
les  résultats  exposés  dans  le  présent  article  et  dans  deux  antérieurs,  dans  la 
même  revue,  en  octobre  1890  et  en  mars  1891.  Eu  somme,  les  Chaldéens  con- 
naissaient bien  le  mouvement  de  la  Lune,  du  Soleil  et  des  planètes. 

Du  hem  (P.)-  —  Quelques  réflexions  au   sujet  des  théories  phy- 
siques. (139-147)' 

Duheni  (P.)-  — ■  Notation  atomique  et  théorie  atomistique.  (3cji- 
455). 

L'auteur  expose  en  détail  la  thèse  suivante  :  Les  théories  physiques  ont  pour 
but  du  relier  entre  elles,  de  classer  entre  elles  les  connaissances  acquises  par 
la  méthode  expérimentale.  Entre  deux  théories  physiques  qui  relient  un  même 
ensemble  de  lois  expérimentales,  on  doit  préférer  celles  qui  invoque  le  moins 
d'hypothèses  ou  des  hypothèses  plus  accessibles  à  l'expérience.  Dans  le  second 
article,  M.  Diibem  montre  comment  on  peut  appliquer  à  la  Chimie  les  vues 
exposées  dans  le  premier. 

Mansion  (P-)-  —  Louis-Philippe  Gilbert.  (620-627).  L'slc  ('es 
publications  de  L.-P.  Gilbert.  (627-641). 

La  Notice esl  extraite  îles  Annales  de  la  Société scientifique,  t.  XVI,  1"  Partie, 
p.  102-110.  La  liste  a  paru  sous  une  forme  plus  complète  dan-  un  opuscule  de 
l'auteur  publié  en  1893,  et  qui  sera  analysé  [dus  tard. 
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Tome  II,  \Sç)i. 

Ocagne  (d').  —  Le  calcul  sans  opération.  La  Nomographie.  (48- 
82). 

Exposé,  sans  le  secours  de  l'Algèbre,  des  principaux  procédés  de  calcul  gra- 
phique. 

1.  Procédés  opératoires  simplifiés  de  calcul.  "2.  Les  tableaux  de  calculs  tout 
faits.  Barèmes  et  abaques.  3.  Principaux  avantages  des  abaques.  4.  Les  abaques 
à  double  entrée.  5.  Le  principe  de  l'anamorphose.  6.  L'anamorphose  généralisée. 
7.  Les  desiderata  dans  l'établissement  des  abaques.  8.  Les  abaques  hexago- 
naux. 9.  Les  abaques  à  points  isoplèthes.  10.  Conclusion, 
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Troisième  série,  t.  X XIII. 

Le  Paige  (C).  —  Note  bibliographique  sur  l'Ouvrage  intitulé  : 
Galilée  et  la  Belgique,  par  M.  le  Dr  G.  Monchamp.  (7-8). 

analyse  rapide  du  livre.  M.  Le  Paigc  ajoute  aux  noms  des  professeurs  car- 
tésiens, cités  par  M.  Monchamp,  celui  de  François  Laddersons,  qui  professait 
l'hypothèse  cartésienne  des  tourbillons  et,  par  suite,  celle   de  Copernic  (1701). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  intitulé  :  «  Sur  la  cor- 
respondance homographique  entre  les  éléments  de  deux  espaces 
linéaires  quelconques   »,  par  M.  Fr.  Deruvts.  (g-i  1). 

Analyse  du  .Mémoire  de  M.  Fr.  Deruvts.  Celui-ci  généralise  les  transforma- 
tions homographiques  du  plan  et  de  l'espace  en  étudiant  la  relation  linéaire 
f  =  o  entre  deux  séries  de  11  -+- 1  variables.  (Miami  le  discriminant  de  /'  c-:  nul, 
ainsi  que  tous  ses  mineurs  d'ordre  n — k -+-  2,  l'homographie  dite  dégénérescente 
se  ramène  à  une  homographie  non  dégénérescente  entre  deux  systèmes  à  (  n —  /.) 
dimensions.  L'auteur  étudie  où  les  deux  espaces  considérés  sont  coïncidents 
et  où,  de  plus,  les  éléments  correspondants  sont  incidents.  Le  Mémoire  sera 
publié-  dans  les  .Mémoires  in-j"  de  l'Académie. 

Catalan  (E.).  —  Quelques  séries  trigonométriques.    1  {  i-i  (7) 

Le  titre  est  erroné,  il   faut  lire  logarithmique.  L'auteur  démontre   1  1   - 
ralise  la  formule  suivante  de  M.  Baschwitz 

\         .>   .>-/        ,  7   •>         ii    -■•  /      \io  3  170" 

et  quelques  relations  analogues. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2'  série,  t.  Wlll.  (  \uùt  1899.)  M .  1 


]5o  SECONDE  PARTIE. 

Dcruyts  (•/.)•  —  Sur  les  formes  algébriques  à  particularité  essen- 
tielle. (152-167). 

L'auteur  appelle  ainsi  les  formes  entre  les  coefficients  desquelles  existent  un 
certain  nombre  de  relations  homogènes  algébriques  invariantes  quand  on 
effectue  une  transformation  linéaire. 

Un  'certain  nombre  des  formes  invariantes  des  formes  générales  deviennent 
identiquement  nulles  dans  le  cas  où  des  relations  de  ce  genre  sont  supposées 
exister  entre  les  coefficients. 

Comme  application,  l'autour  donne  une  démonstration  nouvelle  de  sa  loi  de 
réciprocité  généralisée. 

Servais  (CL).    —   Sur  la  courbure  dans  les  sections  coniques. 
Le  Paige  (C).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (2i3-234). 

L'auteur  débute   en  démontrant  fort  simplement  un  théorème  de  M.  Mann- 
heim  concernant  les  tangentes  à  une  courbe  algébrique  issues  d'un  point, 
appliqué  aux  coniques,  ce  théorème  se  traduit   par  la  formule 

p:Pl  =T3:T}. 

p  et  p,  désignant  les  ra}rons  de  courbure  en  deux  points  .M  et  M,  d'une  conique, 
et  T  et  Tt  les  longueurs  comptées  sur  les  tangentes  en  ces  points  depuis  les 
points  de  contact  jusqu'au  point  d'intersection  S  des  deux  tangentes.  Si  le 
point  S  se  déplace  infiniment  peu  sur  M,  S,  p(  reste  fixe  tandis  que  p,  T  et  T, 
varient;  en  interprétant  géométriquement  les  différentielles  de  ces  quantités, 
l'auteur  obtient  une  formule  dont  il  tire  uu  grand  nombre  de  conséquences. 

La  fin  de  ce  Mémoire  est  consacrée  à  l'exposition  d'une  méthode  très  féconde 
dans  l'étude  de  la  courbure  dans  les  coniques.  Elle  est  basée  sur  le  théorème 
suivant  : 

Si  des  points  R  de  la  tangente  en  un  point  M  d'une  conique,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  leurs  polaires  lespectives,  l'enveloppe  de  ces  droites 
sera  une  parabole  tangente  à  la  normale  en  M  au  centre  de  courbure  en  ce 
point. 

Catalan  (E.).  —  A  propos  d'une  "Note  de  M.  Servais.  (5o-  ). 

Cette  Note  renferme  une  démonstration  du  théorème  de  Reiss  dans  le  cas 
des  coniques;  une  propriété  des  quadriques  et  une  démonstration  d'un  théo- 
rème de  Ribaucour,  relatif  à  la  courbure  dans  les  sections  coniques. 

Deruyts  (•/•)•  —  Sur  les  relations  qui  existent  enlte  certains  dé- 
terminants. (307-521). 

Toutes  les  relations  qui  existent  entre  les  déterminants  que  l'on  peul  former 
.m  moyen  des  éléments  d'un  tableau  rectangulaire  d'éléments  peuvent  se  rame- 
ner, par  l'intermédiaire  de  la  théorie  des  formes,  à  un  système  de  relations 
q  uadral  iques. 
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Servais  (CL).  —  Sur  les  coniques  osculatrices  dans  les  courbes 
du  troisième  ordre.  (522-527). 

Le  Paige  (6\).  —  Rapport  sur  cette  Note.  I  [56  I. 

Celte  Note  repose  sur  la  remarque  suivante  :  A  étant  un  point  quelconque 
d'une  cubique,  cette  courbe  se  correspond  à  elle-même  dans  la  transformation 
birationnelle  quadratique  de  troisième  espèce  (Voir  Vathesis,  t,  VII,  p.  no), 
qui  a  pour  pôle  le  poinl  A  el  pour  conique  fondamentale  la  conique  polaire  du 
point  A  par  rapport  à  la  cubique. 

Demoulin    (A.).    —    Quelques   propriétés  du    système   de   deux 
courbes  algébriques  planes.  (529-5  \~). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  (  ï">;  ). 

Liouville  a  fait  connaitre  une  relation  entre  les  rayons  de  courbure  de  deux 
lignes  algébriques  aux  points  où  elles  se  coupent  et  les  angles  que  les  tan- 
gentes en  ces  points  font  avec  un  axe  Gxe,  pris  à  volonté.  M.  Demoulin  ap- 
plique à  la  figure  relative  à  ce  théorème  la  transformation  par  polaires  réci- 
proques, et  obtient  ainsi  un  grand  nombre  de  relations  parmi  lesquelles  nous 
citerons  la  suivante,  qui  généralise  un  théorème  de  .M.  .Mannheim  : 

T  étant  la  longueur  d'une  tangente  commune  à  deux  courbes  algébriques, 
et  R  et  IV  les  rayons  de  courbure  de  ces  courbes  aux  points  de  contact, 
on  a 

V  R       I!'  - 

le  signe  sommatoire  s' étendant  <i  /ou/es  les  tangentes  communes. 

T ■  XXIV. 

Mans  ion  (P-).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  intitulé  :  Sut  l'appli- 
cation des  fondions  sphériques  aux  nombres  de  Segner.  par 
M.  F.  Caspary.  (10-20). 

Le  nombre 

x  =  I2-3---2  "      ' 

(i.a..  .n)-    n  -+- 1 

de  manières  dont  on  peu!  décomposer  un  polygone  convexe  de  (ra-f-i)  cotés 
en  triangles,  par  des  diagonales,  jouit  de  propriétés  remarquables  étudiées  par 
Euler,  Lamé,  Rodrigues,  Binet,  Catalan.  Ce  dernier  a  trouvé  do  relations 
entre  les  nombres  T„  et  les  polynômes  Pn(x)  de  Legendrc.  Caspary  a  trouvé 
que  le  premier  et  le  dernier  terme  de  l'^-r)  s'exprime  aisément  au  moyen 
des  nombres  'I  , .  \u  moyen  de  cetti ■  remarque  el  de  la  formule  de  1".  Neumann 


/ 


!•   i  u    du 
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sur  les  fonctions  sphériques  de  seconde  espèce,  il  retrouve  un  grand  nombre 
de  résultats  obtenns  antérieurement  par  les  auteurs  cités  plus  haut;  il  en  trouve 
aussi  de  nouveaux,  en  particulier,  sur  les  coefficients  de  Q„{x).  Voici,  par 
exemple,  une  formule  assez  simple 

2,(4^+0 — çr — =[-  ,.„.,         -J  . 

r  =  0 

entre  les  carrés  des  nombres  de  Segner. 

Baschwitz.  —  Une  identité  remarquable.  (56). 

Dans  cette  Note  l'auteur  fait  connaître  un  certain  mode  de  décomposition  de 
l'expression 


Ileen  (P.  de).  —  Variabilité  de  la  température  critique.  (96-101). 

La  température  critique  dans  le  sens  d'Andrews  est  une  limite  supérieure  de 
température  critique  dans  le  sens  de  Cagniard-Latour,  laquelle  est  variable 
et  non  constante. 

Deruyts  (J.).  —  Sur  certaines  substitutions  linéaires.  (102-1  10). 

Extension  de  la  théorie  des  formes  associées  de  Ilermite  à  la  théorie  des  cova- 
riants  primaires  de  l'auteur. 

Mansion  (P-).  —  Rapport  sur  :  Mémoire  sur  l'intégration  des 
équations  différentielles  par  Ch.-J.  delà  \  allée-Poussin.  (227- 
236). 

L'auteur  prouve,  par  une  méthode  originale,  que  Ton  peut  étendre  la  notion 
d'intégrale  d'une  équation  différentielle,  y'  =  f(x,y),  au  cas  où  f(x,y)  est 
une  fonction  discontinue.  Le  même  théorème  subsiste  dans  le  cas  d'un  système 
d'équations  différentielles  simultanées.  Le  Mémoire  complet  sera  analysé  plus 
tard  d'une  manière  détaillée. 

Ileen  (P.  de).  —  Sur  un  état  de  la  matière  caractérisé  par  l'indé- 
pendance de  la  pression  et  du  volume  spécifique.  (267-285). 

A  une  température  déterminée  correspondent  une  infinité  de  vapeurs  satu- 
rées ayant  des  densités  différentes.  Autres  résultats  singuliers  relatifs  aux 
vapeurs. 

Deruyts  {J.).  —  Sur  la  réduction  la  plus  complète  des  fonctions 
invariantes.  (286-29.3). 

Les  covariants  primaires  sont  les  vrais  éléments  fondamentaux  de  l'invarian- 
tologie. 
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Servais  (CL).  —  Sur  la  courbure  dans  Jes  surfaces  du  second 
degré.  (467-474). 

Le  point  de  départ  de  ce  Mémoire  consiste  dans  l'ingénieuse  remarque  sui- 
vante :  si  l'on  considère  les  normales  en  deux  points  M,  M'  d'une  quadrique,  la 
droite  MM'  et  les  jonctions  des  traces  des  deux  normales  sur  les  plans  princi- 
paux de-  la  quadrique  sont  quatre  génératrices  d'un  paraboloïde  hyperbo- 
lique (P).  En  combinant  cette  remarque  avec  les  propriétés  connues  des 
coniques  focales,  on  arrive  à  définir  le  paraboloïde  (P,),  limite  de  P,  lorsqne  M' 
tend  vers  M,  c'est-à-dire  lorsque  la  sécante  MM'  devient  une  tangente  déter- 
minée de  la  quadrique.  La  considération  de  ce  paraboloïde  permet  à  M.  Ser- 
vais de  démontrer  les  propriétés  fondamentales  relatives  a  la  courbure  dans 
les  quadriques.  L'auteur  signale  encore  une  autre  méthode  conduisant  aux 
mêmes  propriétés,  et  termine  en  montrant  que  l'étude  de  la  courbure  en  un 
point  d'une  surface  quelconque  se  ramené  à  l'étude  de  la  courbure  en  un  point 
d'une  surface  du  second  degré. 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  la  cause  commune  de  la  len- 
sion  superficielle  et  de  l'évaporaiion  des  liquides.  (5  (3-544)- 

La  couche  superficielle  libre  d'un  liquide  est  telle  que,  dans  le  sens  vertical, 
les  particules  sont  à  des  distances  de  plus  en  plus  grandes  à  mesure  qu'on  se 
rapproche  de  la  surface  libre.  C'est  là  la  cause  commune  des  deux  phénomènes 
indiqués. 

Deruyts  (</•)•  —  Sur  la  réduction  des  fonctions  invariantes  dans 
le  svstème  des  variables  géométriques.  (558-071  i. 

Réduction  au  moyen  de  certaines  formes  réduites  qui  se  déduisent  des  cova- 
riants  primaires. 

Deruyts  (Fr.).  —  Construction  d'un  complexe  tic  droites  du 
second  ordre  et  de  la  seconde  classe.  (J7  1-^77  ). 

Le  Paige  (C.)  el  Neuberg  (•/.).  —  Rapports.  (536-53g). 

Considérons  dans  l'espace  deux  plans  2  et  [3,  dont  les  éléments  complémen- 
taires (points  et  droites)  soient  reliés  homographiquement,  de  telle  sorte  qu'à 
un  point  de  l'un  des  plans  il  corresponde  une  droite,  réciproquement  cl  inver- 
sement. Le  complexe  dont  il  s'agit  est  formé  par  les  droites  qui  unissent  les 
points  d'un  plan  aux  points  des  droites  correspondantes  de  l'autre.  L'auteur  se 
réserve  d'étudier  le  degré  de  généralité  el  les  dégénérescences  de  ce  complexe. 
M.  Neuberg,  dans  son  Rapport,  donne,  sous  une  forme  concise,  l'équation  du 
complexe. 

Catalan  (/?.),  Le  Paige  (C),  Mansion  (P-)-  —  Rapporl  sur  le 
Mémoire  intitulé  :  «  Sur  l'intégrale  eulérienne  de  premier 
espèce,  par  M.  .T.  Beaupain.  (606-61  {). 
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Discussion  sur  deux  formules  de  M.  Beaupaia.  Celui-ci  a  rédigé  son  Mémoire, 
qui  sera  analysé  plus  tard,  de  manière  à  éviter  les  critiques  formulées  par  l'un 
des  rapporteur-. 

Ueen   (P.    de).  —   La  constitution  de   la  matière  et  la  Physique 
moderne.  (670-687   . 

Plaidoyer  en  faveur  de  l'hypothèse  cinétique  et  des  hypothèses  apparent  ■ '•>•- 
regardées  ici  comme  donnant  une  explication  objective  des  phénomènes. 
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Arts  de  Belgique,  t.  XLVIII.  Bruxelles,  F.  Hayez :  mai  1892. 

Catalan    (E.).    —    Nouvelles     Notes    d'Algèbre   et    dWnalvse. 

(98  pages). 

Voie    les  titres  des  quatorze  paragraphes  dont  se  compose  ce  Mémoire  : 

I.  Sur  la  formule  du  binôme.  II.  Relations  entre  les  intégrales  définies. 
III.  Sur  les  intégrales  eulériennes.  IV.  Sur  une  formule  de  Poisson.  V.  Sur  la 

fonction    y  = VI.    Généralisation    d'une  formule  de  M.   Genocchi. 

J  X{l—  X)l' 

VII.  Quelques  sommations  de  sinus  et  de  cosinus.  VIII.  Sur  les  produits  indé- 
finis.  IX.   Sur  l'intégrale     /      cosP.r  cosqx  dx.    X.    Comparaison    entre    deux 

•Ai 
fonctions  circulaires.   XI.   Sur  une  question   de  probabilités.  XII.  Sur  l'équai 
tion   xv — i  =  o,   p   étant    un    nombre   premier  de   la  forme  4  ^  —  '«  XIII.  Sur 
l'équation  xm — 1=  o  (m  =  pq,  p  et  q  étant   impairs   et  premiers  entre  eux). 
XIV.  Une  formule  relative  à  des  fonctions  circulaires. 

Voici  quelques  indications  sur  les  sujets  traités  dans  quelques-uns  des 
Chapitres  de  ce  Mémoire,  qui  est  un  complément  de  plusieurs  travaux  anté- 
rieurs, entre  autres  celui  sur  la  constante  '.. 


1.  Posons 


(I  +  #)"-*■+  0^,37(1  +  X)'-i        C        .'       <  1        ~3-h. 


cv 


Conséquences  diverses,  en  particulier  :  «  Si  a  --  [i  =  1  ,p  -4-  q  —  m,  la  somme 
des  (/)  +  i)  premiers  termes  du  développement  de  (1—  ?)"',  multipliée  para 
..,,!■   [a  somme  (  1  premiers  termes  du  développement  de  (a-t-P 
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2.  Cas  particuliers  divers  de  la  formule 

f(i  +  x)=g    I     u'i-1  f( h  -l-  x)  du  -+-    /     a'if'(u  -h  x  )  du. 
A  noter,  parmi  les  formules  obtenues,   celle-ci 

3.  En  remplaçant  dans  celle-ci  lYx  par  lune  de  ses  valeurs  connues,  l'auteur 
trouve  d'autres  intégrales  définies  remarquables.  Il  étudie  aussi  la  série 

B  =  a(i)  —  ra(2)+ra(3)  — ra(4)  +..., 

où  n(x)  est  la  fonction  de  Binet,  et  prouve  que 

C 1 2  —  iex  i  i  i 

G  =    /   — ; xdx  ==  i  —  —  -+-  — r,  -f- 

,/       e*x — i  •)-        j-       -- 

5.  Propriétés  principales  de  la  fonction  y  =  — —  qui  a  des  propriétés 

analogues  aux  fonctions  X„. 

9.  Résultats  de  Serret  obtenus  rigoureusement  pour  tous  les  cas  où  ils 
existent. 

11.  Problème  de  la  ruine  du  joueur.  Exposé  critique  de  trois  solutions  de 
Rouché  et  d'une  solution  de  Delannoy,  identique  à  la  première  solution  de 
Rouché.  Identités  que  l'on  en  déduit. 

12-13.  Compléments  et  simplifications  de  Notes  antérieures. 

14.  Décomposition  de 

sin  pqx  siiu: 

— : — : i 

si n p x  i\\\qx 

en  une  somme  de  cosinus.  Nombreuses  intégrales  qui  se  déduisent  de  la  formule 
trouvée. 


MÉMOIRES   de    la  Société   royale  des  Sciences   dk  Liège.   —    ac  série. 
Tome  XVII.  Bruxelles,  Hayez.  Février  1892 

Deruyts  (/*/.).  —  Sur  la  corrélation  polaire  involutive  dans  un 
espace  linéaire  quelconque.  (1-16   , 

('  )  Noir  Bulletin,  \\  III  .  p.  1  18  el    s3g 
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L'auteur  étudie  les  propriétés  de  la  corrélation  polaire  involulive  définie  par 
une  forme  bilinéaire  symétrique  gauche  à  (  n  -f-i)  variables,  égalée  à  zéro. 

Deruyts  i  Fr.).  —  Sur  une  propriété  des  déterminants  symétriques 

gauches,  (i-'i  |. 

Si  les  mineurs  d'ordre  ik  d'un  déterminant  symétrique  gauebe  sont  nuls,  les 
mineurs  d'ordre  ('-'/.  — i)sont  nuls  également. 

Deruyts  ( Fr.').  —  Mémoire  sur  la   théorie  <le  l'involution   el   de 
l'homographie  unicursale.  (1-20X  1. 

Deruyts  (/■)•  —  Essai   d'une  théorie  générale   «les   formes    algé- 
briques. (1-1 56  . 

Catalan  (E.).  —  Lettres  à  quelques  mathématiciens.  (1-22). 

Les  principales,  adressée^  à  M.  Hermite,  contiennent  des  formules  relatives  an 
polynômes  X„  de  Legendre. 

Studnicka.    —     Sur   de  nouvelles   formules    pour  le    calcul    du 
nombre  n  de  Laisant.  <  1-7)- 

Le  nombre  II  dont  il  s'agit  est  tel  que  SA  —  =  i,ou  II  =  l(i—  y?.).  L'auteur 
le  calcule  en  faisant  x  =  i  +  yâ,  dans  la  formule  connue 

1 1 ( x)  =  / (i  -h  x  )  -h  / (  i  —  x  )  —  $ 


'•    |  .!./■-'  —  1  1  •  .".    (  2  X- —  1  )■' 

puis  par  les  fonctions  conl  inues. 
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Tome  XXVII,  1895  ('). 
Mair  ( D .).  — ■  Sur  la  déformation  continue  des  surfaces.  (i-35  , 

La  première  Partie  de  ce  Mémoire  esl   cous.,,  rée  à   la  démonstration  de  la 
proposition  suivante  : 

«  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pnnr  qu'une  surface  puisse  être,  par 
('  >  Voir  Bulletin,  t.  \IV_.  p.  55. 
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déformation  continue,  amenée  à  coïncider  avec  une  autre  surface  consistent  en 

ce  que  :  i°  les  deux  surfaces  doivent  être  de  même  espèce,  toutes  deux  unifa- 
ciales,  ou  toutes  deux  bifaciales;  elles  doivent  avoir  le  même  degré  de  con- 
nexion; elles  doivent  avoir  le  même  nombre  de  contours  limites. 

La  démonstration  est  obtenue  en  ramenant  une  surface,  par  déformation 
continue,  à  un  type  canonique,  constitue  par  une  sphère  trouée. 

Dans  une  seconde  Partie,  l'auteur  élablil  diverses  propriétés  relatives  en 
particulier  aux  systèmes  de  coupures  qui  ramènent  la  surface  à  avoir  une 
connexion  simple,  et  aux  systèmes  de  circuits  tracés  sur  elle.  M.  Mair  étudie 
enfin  le  nombre  des  déformations  qui  permettent  de  ramener  la  surface  au  type 
canonique. 

Cayley.  —  Sur  le  cercle  des  neuf  points  d'un  triangle  sphérique. 
(35-39). 

Cole  {F.).  —  Liste  des  groupes  transitifs  de  substitutions  pour 
dix  et  onze  lettres.  (3o,-5o). 

Dyson  (F.).  —   Mouvement  d'un   satellite  autour  d'une   planète 
sphéroïdale.  (5o-8i). 

Le  satellite  étant  supposé  sphérique,  l'auteur  donne  les  six  équations  qui 
déterminent  les  éléments  du  mouvement  de  la  planète  autour  de  son  centre,  les 
six  équations  qui  déterminent  les  éléments  de  l'orbite  du  satellite,  développe 
la  fonction  perturbatrice  en  termes  qui  dépendent  du  temps,  en  supposant 
que  les  surfaces  d'égale  densité  forment  des  sphéroïdes  semblables;  il  étudie 
complètement  les  inégalités  séculaires  :  la  moyenne  distance  des  deux  corps 
et  l'inclinaison  de  l'axe  de  la  planète  sur  son  axe  du  moment  résultant 
restent  invariables;  le  mouvement  du  nœud  du  plan  du  moment  résultant  de 
la  planète  et  de  l'orbite  du  satellite  sur  le  plan  invariable  du  système  est  à 
peu  près  uniforme.  Il  étudie  aussi  les  termes  périodiques  qui  figurent  dans 
la  libration  de  la  Lune.  Enfin  la  moyenne  distance  et  l'inclinaison  de  l'axe  de 
la  planète  sur  son  axe  du  moment  résultant  sont  stables  en  gardant  les  termes 
du  second  ordre  de  la  masse  perturbatrice. 

Edwardes  i  D.).  —  Sur  le  problème  de  Chrce  relatif  an  mouve- 
ment de  rotation  d'un  ellipsoïde  élastique.  (81-88). 

Solution  directe  d'un  problème  traité  par  M.  Chree  {Quarterly  Journal. 
t.  XXII,  XXIII)  comme  application  de  sa  méthode  pour  la  solution  générale 
des  équations  de  l'élasticité. 

Love  (A.).  —  Note  sur  les  vortex  elliptico-cylindriques. 

I  11  cylindre  elliptique  peut  former  la  surface  de  séparation  entre  deux  par- 
ties   d'une    masse   liquide   dont    l'une   est  animée  d'un  mouvement  rotati 
l'autre  d'un  mouvement  sans  rotation.  C'esl  ce  qu'a  montré  Kirchhoff;  l'auteur 
^esl  d'ailleurs  occupé  déjà  de  cette  question  (/'roc.  Lourf.  Math.   v 
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Dans  le  présent  travail,  il  montre  qu'il  peut  y  avoir  un  mouvement  stable  d'un 
vortex  elliptique,  dans  des  conditions  autres  que  celles  qu'a  données  Kirch- 
liofT  pour  la  vitesse  angulaire,  quand  la  condition  de  continuité  pour  la  vitesse 
tangcnliclle  à  la  surface  du  vortex  n'est  pas  vérifiée. 

Crawforcl  (L.).  —  Sur  la  solution  de  l'équation  de  Lamé 
-j^  =U[*(in-i)p«  +  B], 

en  termes  finis  quand  in  est  un  entier  impair.  (9.3-98). 
La  solution  est  développée  suivant  les  puissances  de  p  -  — e... 

Miller  (G.).   —   Groupes  inlransitifs  de   substitution   pour    dix 
lettres.  (99-1  18). 

Maillet  {E.).  —  Sur  un  mode  de  formation  de  certains  groupes 
primitifs.  (1  19-132). 

Démonstration  nouvelle  et  extension  du  théorème  suivant,  déjà  établi  par 
l'auteur  dans  sa  Thèse. 

«  De  tout  groupe  simple  d'ordre  g,  non  premier,  on  déduit,  par  la  considé- 
ration de  l'isomorphe  transitif  dont  l'ordre  égale  le  degré  et  de  son  conjoint, 
un  groupe  primitif  d'ordre  g"-  de  degré  g,  de  facteurs  de  composition  g  et  g.  » 

Voici  la  définition  que  M.  Maillet  donne  des  groupes  conjoints;  elle  com- 
prend, comme  cas  particulier,  les  groupes  conjoints  de  M.  Jordan.  Considé- 
rons g  lettres  et  un  carré  formé  des  éléments 

a*:{i  =  \,ï,  ...,g;  a  =1,2,  ...g), 

qui  ne  sont  autres,  dans  chaque  ligne  et  chaque  colonne,  que  les  g  lettres 
données;  le  groupe  G  dérivé  de  toutes  les  substitutions 

'a*,  a*,  ....aa„ 
S  a  =  |  g 

a\,a\ a| 

et  le  groupe  T  dérivé  de  toutes  les  substitutions 

fla,  aâ,  .  ■  ■ ,  a* 
al 

sont  tous  deux  transitifs  :  ce  sont  des  groupes  conjoints;  si  l'un  est  régulier 
(de  degré  égal  à  son  ordre)  il  en  est  de  même  de  L'autre;  ce  sont  alors  des 
groupes  conjoints  au  sens  de  M.  Jordan.  L'auteur  donne  diverses  propriétés 
des  groupes  conjoints;  il  étudie,  en  particulier,  le  groupe  H  =  (G.  I')  dérivé 
de  deux  conjoints. 
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Maillet  (E.).   —   Application  de    la  théorie  des  substitutions  à 
celle  des  carrés  magiques,  (i  32- 1  44)- 

Les  n2  nombres  entiers  o,  i , 2,  . . .,  n2  —  i  étant  rangés  dans  un  carré  A,  cha- 
cun de  ces  nombres  peut  être  mis  sous  la  forme  a  -\--x  n,  i  et  /  indiquant  le 
rang  de  la  ligne  et  de  la  colonne  où  (Mitre  le  nombre  considéré,  et  les  nombres 

a,., a,- étant  pris  parmi  les  nombres  o,  1,2, ,  n  —  1  ;  avec  les  nombres  ai  ,  bi 

on  peut  former  des  carrés  B,  B';  l'auteur  suppose  le  carré  \  tel  que  les  éléments 
qui  figurent  dans  chaque  ligne  ou  dans  chaque  colonne  de  B  et  de  B'  soient 
différents;  ce  sont  les  groupes  dérivés  des  substitutions  qui  permettent  de 
passer  d'une  ligne  (ou  d'une  colonne)  d'un  de  ces  carrés  B,  15'  à  une  autre 
ligne  ou  colonne  que  considère  M.  Maillet. 

Mathews.  —  Note  sur  la  torsion  géométrique.  (1  f5-i  $6). 
Élégante  application  des  méthodes  cinématiques. 

Hancock  (//.).  —  Sur  la  réduction  d'après  Kronecker  des  sys- 
tèmes modulaires.  (  1 4 7 - 1 8 4 ) • 

Le  travail  de  M.  Hancock  contient  d'abord  une  exposition  élégante  des  pro- 
positions élémentaires  concernant  les  systèmes  de  modules  au  sens  de  Kro- 
necker et  spécialement  l'équivalence  de  tels  systèmes. 

Considérant  ensuite  un  système  de  modules  de  seconde  espèce  (  Stufe) 

■[F,(a?),F,(j;) F^x)], 

où  les  F  sont  des  polynômes  entiers  en  x  à  coefficients  entiers,  il  se  propose  de 
le  remplacer  par  un  système  équivalent  plus  simple.  Rappelons  qu'une  équi- 
valence telle  que 

,[Fl{x),F2(x),  ...fF^<ar)]e/>  [*,(*),  *,(*),  ...,*„(*)] 

veut  dire  que  les  polynômes  F  et  M»  sont  liés  par  des  relations  identiques  de 
la  forme 

Fa  =  A««)*,(a;)        \  ;'•!•.  i  x)  +  ...  -.-  V*  <&y(x),  (a  =  1,2 p.), 

•h.       B/  K,(.r)  +  BifJF^ar)  4-  ...  -     B|f  l';i(.r  ),(p=i  ,2 v), 

où  les  v"',  B'P   sont  des  polynômes  entiers  en  x  à  coefficients  entiers. 

La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  permet  de  ramener  le  système 
de  modules  [F,  (x),  F.,(x),  ...,  V^x)]  à  la  forme  [m,  /,  (x  1.  /.< [a  ....,], 
où  m  est  un  entier;  si  m  est  un  nombre  composé,  le  système  de  modules  se 
décompose  lui-même  et  l'on  est  ramené  à  considérer  des  systèmes  de  la  forme 

|  //,//■    '.:,',(.*•), />'■-'  g,(x),  ...,  /r/,(^j,^/,(.r).  ...,  Wt(x),  «F,  (a?) |, 

où  //  esl  un  nombre  premier;  l'auteur  montre  par  induction  qu'un  tel  système 
esl  équivalent  à  un  sj  stème  de  la  forme 

I  />''■/>''    [G(x),p'<     ll(  /  1 pS    v)    1 
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Mathews  (G.).  —  Note  sur  les  nombres  de  Hamillon.  (  i8{-i88). 

Ces  nombres  ont  ('Le  introduits  par  Sylvesler  et  M.  Hammond  {Phil.  Trans., 
A.  1788,  p.  285);  M.  Mathews  indique  une  modification  dans  la  façon  d'écrire 
le  tableau  de  ces  nombres.  (  Voir  Lucas,  Théorie  des  nombres,  p.  49-5  )>  modi- 
fication dont  M.  Glaisher  fera  ressortir  l'utilité  dans  une  Note  ultérieure. 
M.  Mathews  montre,  en  outre,  l'existence  de  relations  de  récurrence  entre  les 
éléments  dune  colonne. 

Culloiin  (T.).  —  Une  démonstration  euclidienne  rigoureuse 
de  la  théorie  des  parallèles  à  introduire  immédiatement  après 
Euclide  I,  26.  (188-191). 

Herman  (/?.).  —  Exemple  de  la  fonction  caractéristique.  (191- 

216). 

Il  s'agit  de  la  fonction  caractéristique  de  Hamilton  pour  un  pinceau  lumi- 
neux étroit  (.Maxwell,  Collée ted  Papers,  t.  I,  p.  38i;  Larmoh,  Proceedings 
of  the  London  Math.  Society,  t.  XX,  p.  181,  t.  XXIII,  p.  i63). 

Forsyth.  —  Evaluation  de  deux  intégrales  définies.  (216-225). 

On  a 

1  _ 

r*  -^"TToo 

/     singée»»  d6  = 


,n(ïm+ïB,")nGm-îBi) 

pourvu  que  la  partie  réelle  de  m  soit  plus  grande  que  —  1  : 

sinm0  cos"0  (■"'>  d'i 

a—*  JJ(m) 


r 


I  (-  m ai n)   I  I  (  -  m  h —  ai-h  -  n) 

pourvu  que  les  parties  réelles  des  quantités  m.  n  soient  plus  grandes  que  —  1. 

Cullovin  (T.).  —  Note  sur  ma  preuve  du  douzième  axiome  d'Eu- 
clide.  (225-227). 

Coivell  (P.).  —  Note  sur  les  petites  oscillations  du  premier  ordre 
du  vorlex  elliptico-cyJindrique  de  Kirchhoff.  (227-229). 

Mathews  (67.).    —   Note  sur  la   théorie  arithmétique  des  formes 
quadratiques  binaires  conjuguées.  <  a3o-236.) 
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Démonstration  élémentaire  d'un  théorème  de  Smith  {Coll.  Papers,  t.  I. 
p.  284)  sur  deux  formes  quadratiques  primitives  (rt,  b,  c),  (a1,  b',  c),  de  dé- 
terminants D,  D'  et  dont  l'invariant  simultané  est  nul;  si  m,  ni'  sont  les  plus 
grands  communs  diviseurs  respectifs  de  a,  ?,b,  cet  de  a',  ib' ,  c',  m-D'  clni-D 
sont  susceptibles  d'une  représentation  primitive  par  les  doubles  respectifs  des 
deux  formes  (a,  b,  c),  {a',b',  c'). 

Cayley.  —  Sur  les  soixante  substitutions  icosaédrales.  (236-2/j  >   . 

Elégante  représentation  de  ces  substitutions  au  moyen  de  60  matrices,  déduite 
de  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Gordan  [Ueber  endliche  Gruppen  linearer 
Transformationen  einer  Veranderlichen  (Math.  Ann.,  t.  XII,  1877)].  La  cor- 
respondance avec  les  substitutions  de  cinq  lettres  est  donnée  explicitement. 
L'illustre  auteur  vérifie  en  outre  que  le  produit  de  deux  matrices  fait  partie 
du  groupe. 

Glaslian  (O.).  —  Sur  la  Table  de  Sjlvester  des  différences  hamil- 
toniennes  et  sur  les  nombres  qui  leur  sont  associés.  (242-247)- 

Cette  Note  se  rapporte  à  une  Note  de  M.  Mathews  signalée  plus  haut. 

Forsyth  (A.).  —  Sur  les  quartiques  gauches  de  seconde  espèce. 

(247-269). 

La  partie  la  plus  importante  du  travail  de  M.  Forsyth  se  rapporte  à  l'étude 
des  quartiques  rationnelles  dont  les  équations  sont  ramenées  à  la  forme 

x  =  a  -+-  t\        y  =  b  -t-  t\        z  =  c  -+-  t-,        u  =  d  -+- 1. 

où  t  est  le  paramètre  variable.  De  la  condition  pour  que  quatre  valeur-  de  / 
correspondent  à  quatre  points  situés  dans  un  même  plan,  l'auteur  déduit  les 
propriétés  les  plus  importantes  de  ces  courbes. 

La  condition  pour  que  la  quartique  soit  de  première  espèce  (intersection  de 
deux  quadriques)  se  réduit  à 

a(c  -;-  d2 )  =  b2 -+-  1  bed  —  c'. 

M.  Forsyth  termine  en  indiquant  comment  se  généralise,  pour  les  courbes  uni- 
cursales  de  degré  quelconque,  la  méthode  de  réduction  à  une  forme  simple 
qu'il  a  employée  pour  les  cubiques  et  les  quartiques  gauches. 

Glaisher(l.).  —  Produits  et  séries  ne  renfermant  que  des  nombres 
premiers.  (270-337). 

Le  point  de  départ  «le  ce  Mémoire  <-st  dans  une  formule  donnée  par  M.  I!n- 
gcl  dans  VEducational  Times  (t.  LY,  p.  G(î  )  et  que  voici 


mai.        r  ]  1 
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où  ;j.  est  un  nombre  réel  compris  entre  o  el  i  :  tir-  cette  formule  pour  ;j.  =  -f 
et  ;j.  —  3>  M.  Rogel  a  déduit  les  résultats  suivants  où  K0el  K,  -mit  les  intégrales 
elliptiques  complètes  pour  les  modules  sin4-î°  el  sin  i5°  : 

ÏM  -ïï**  ■    fe  =  ÏÏ  ".*•• 

où  />  parcourt  lu  suile  ries  nombres  premiers  et  où 

Aip)= '    „_,   »      /.</>)  = 


/'--    '  —  I  +  E  /9 

_I  +  (-l)     »      /, 

e   étant   égal   à  -t-i  ou   à  —  i   suivant  que  p  est  congruent  à  i  ou  2  suivant  le 
module  3. 
Après  avoir  repris   la  démonstration  de  ces  derniers  résultats,  M.   Glaisher 

transforme  la  formule  générale  de  M.  Rogel  au  moyen  de  la  relation  bien 
connue 

„: „:_2_~.  ,.:.,  '  —    ..  . 

--.[x). 

où  [a?]  représente  n  —  x,en  désignant  par  nie  nombre  impair  le  plus  voisin  de  x\ 
[x]  est  supposé  nul  pour  n  entier.  Au  moyen  de  cette  relation,  M.  Glaisher 
met  la  relation  de  M.   Rogel  sous  la  forme 

\  i„    }--    %a]    -    [8o    -   ...         Ifl)4-0(9fl)  +  ...     -[5n]+-    Î5fl    +...+ 

,2  V  8  ,  9  55  2; 

'(H 


>v )«-«r(,-  \/| 


où  a  est  supposé  compris  entre  0  et  -• 

L'cxanicn  détaillé  des  résultats  obtenus  en  donnant  à  la  constante  <i  des 
valeurs  rationnelles  simples  conduit  M.  Glaisher  à  une  foule  de  curieuses 
identité-. 

Chree  (C).  —  Equilibre  d'un  ellipsoïde  élastique  isotrope  sons 
l'action  de  forces  du  second  degré  normales  à  la  surface  el  de 
forces   intérieures  résultant  d'un    potentiel   du   second  d< 

(338-356). 

I.  auteur  étudie  l'équilibre  d'un  ellipsoïde 

i  1 

1     -  ... 
a-         li 

supposé    homogène    el    isotrope,    sous    l'action    de    forces    internes    résultant 
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d'un  potentiel 

V  =  -(Px         <i.i"    1-  \\z-). 

où  I',  Q,  H  sont  des  constantes,  et  de  forces  normales  à  la  surface  s 'exprimant 
par  la  formule 

Sxn-+Ty--h  Uz 

où  S,  T,  U  sont  encore  des  constantes. 

Love  (,].).  — Note  sur  la  démonstration,  d'après  M.  Cullovin,  de 
la  théorie  des  parallèles.  (353-356). 

Brill  (/.).  — ■   Sur  certaines  propriétés  générales  des  transforma- 
tions ponctuelles.  (35G-362). 

Si  l'on  considère  une  transformation  ponctuelle  dans  le  plan:  à  un  faisceau 
de  directions  issues  d'un  point,  formé,  si  l'on  veut,  par  les  tangentes  à  des 
courbes  qui  passent  par  ce  point,  correspond  un  faisceau  homographique  de 
directions,  constitué  par  les  tangentes  aux  courbes  correspondantes  :  ['auteur 
généralise  cette  proposition  pour  l'espace  à  n  dimensions. 

Dixon   {A.).   —  Sur  un  théorème    de  Dynamique   dû  à  Jacobi. 
(362-366). 

C'est  le  théorème  sur  la  réduction  au  mouvement  d'un  corps  solide  ayant  un 
point  fixe  sans  forces  extérieures,  du  mouvement  d'un  corps  solide  pesant  de 
révolution  fixé  par  un  point  de  son  axe;  M.  Dixon  revient  sur  cette  proposi- 
tion à  propos  d'un  article  de  M.  Kouth  inséré  dans  le  tome  XXIII  du  Quarterly 

Journal. 

Dickson  (Z.).  —  Nombres  cycliques.  ('3<>(>-3"  I. 

Un  nombre  (  A,  A2  . . .   Vd— î  Ad)  de  D  chiffres  A,,  \.  In,  écrit  dans  la  base  N, 

a  des  multiplicateurs  cycliques  s'il  y  a  D  entiers  différents  B,  =  i,  B, Un  tels 

que   le    produit  du    nombre    donné   par    chacun  des  nombres  li  reproduise  les 

chiffres    du    nombre    donné  dans  le  même  ordre  circulaire.  Tel  est  le  nombre 

N'>—  i 
i  ï -S)7'  dans  la  base  io.  Les  nombres — >  où  P  est  premier  à  V  est  cyclique 

si  N  appartient  à  l'exposant  1),  modulo  P. 

lludson  |  /. .  i.  —  Sur  un  triangle  sphérique  formé  de  pelits  cercles. 

(3;8-386). 

Tome  XVIII;  1897, 

Glaisher.      -  Produits  et   séries  procédant   suivant    les   nombres 
premiers  (2e  Partie).  (1-17  i  l. 

La  première  Partie  de  ce  Mémoire  .1  paru  dan-  le  Volume  précédent  du 
Quarterly  Journal;  quelques  points  qui  se  rapportent  au  même  sujet  ont  été 
traités  dans  les  n01  du    Messenger  analysés  récemment  dans  le  Bulletin.  Dans 
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la  première  Pari  ie,  l'auteur  introduit  des  fonctions  qu'il  désigne  par  le  symbole 

ilg„a; 

et  qui  jouent  dans  ses  recherches  un  rôle  essentiel. 

Ces  fonctions  se  déduisent  par  des  intégrations  successives  du  logarithme  de 
la  fonction  r,  comme  il  suit 


\\glx  =  Ugx  =  i      lo§r{z)dz, 

"  0 

ilg„a?  =  j      \\%^yzdz. 


n  —  i 


M.  Glaisher  donne  un  très  grand  nombre  de  propriétés  concernant  ces 
fonctions,  pour  les  petites  valeurs  de  l'indice,  et  pour  les  valeurs  simples  de  x. 
Les  constantes  numériques  A„,  qui  interviennent  dans  un  grand  nombre  des 
formules  de  M.  Glaisher,  sont  définies  par  la  relation  approchée  pour  de  grandes 
valeurs  de  x, 

\x"'i-nV  . .  .xx"  —  A„.r''"'-"  ri   ■•"  , 
où  l'on  suppose 

f(  x.  n)  = i —  x" -. nx"~l  —  tï  ,l     x"~3-\-  ■=-:  n  -  x"--  — . . ., 

11  —  \        i  a  !  1  !  6  ! 

( a  -  - i  j  -        2  !     \nj  i  !  \ n 

B,    ...  /  i  i  i  i  i     \    „   . 

6  !         \  «        «  —  i        n  —  i        n  —  à        n  —  4  / 

où  B,,  B2,  B3,  ...  sont  les  nombres  de  Bernoulli,  où  /(  r  est  mis  à  la  place  de 
n  (  n  —  i)(n  —  2  )...(/!.  —  r  +  i),  et  où  l'on  ne  conserve  que  les  termes  con- 
tenant les  puissances  positives  de  x,  en  gardant  pour  f(x,  n),  et  non  pour 
F(x,  n)  les  termes  indépendants  de  x,  s'il  y  en  a.  A0,  comme  on  sait,  est  égal 
à  \f^r.  :  railleur  donne,  en  outre,  les  valeurs  numériques  de  log.\n  pour 
n  =  i,  2,  3,  4-  Les  nombres  log  \„  peuvent  être  regardés  comme  des  générali- 
sations de  la  constante  d'Euler  y. 

Dans  diverses  relations  s'introduit  le  polynôme  de  Bernoulli 

/  N  „  L  n->     ,      n  ( n '  —  1  )  «         n_S 

z(x,  n)  =  x" nxn~  -, -: B, x"~-  — . . ., 

qui,  quand  a?  est  entier,  se  réduit  au  produit  par  n  de  la  somme  des  puissances 
n  —  i  des  x  —  i  premiers  nombres.  Telle  est  la  relation 

log 2    .     ,  log 3    .  log 4    .    0 

—2—  sin4~j;  +  ^-r—, ;  sinoita?-+-  tt^-;  sin8ita; +. . . 

2J,.-rl  '  32IH-1  ^2'.+  l 

=  (—')"  ,.,„,,.  'r(^^  2/1  +  1)  Iog(2-eï) 

I    -  /f    -T-   I  ^ 


(-i)»a*-'ic*"   1  j  ilgtaas  -  ilg2B  (  r  -  x)  +  .,,".,  *-.'-,  (1- 


1  !  { 2  //  —  1  )  ! 

log  \ ..,_., 


!  (  2  «  -  3  ) 
+  (2/i)!l(I     *'  T 
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valable  jiour  x  compris  entre  o  el   t,  el  celles-ci  : 

sin  \  -.r  sin  li  -  x 


i65 


sin  ï-x-t 


22«+l 
=   (-!)« 


3J 

,2rt_!fH  I 


7?(l^|o»  2" 


C052  ica;  + 


(  2  ra  -t-  i  )  ! 

ri.-'|-.r        cos6-.r 

=  (_I)""'li7Îfr[?(|-r|"-'!")^(-I)""'l:"1- 

où  \x\0  désigne  la  mantisse  iln  nombre  positif  a;.  Ces  notations  expliquées,  nous 
pouvons  maintenant  donner  une' proposition  générale  relative  à  un  produil 
infini  où  p  doit  prendre  toutes  les  valeurs  premières  2,  3,  5,  7,  11, .. .,  el  donl 
M.  Glaisher  étudie  un  grand  nombre  de  cas  particuliers  intéressants.  Dans  les 

relations  qui  suivent,  la  fonction  B  (x)  c*t  mise  à  la  place  de  J-^—  ' — -,  el  m 

h 

désigne  le  coefficient  binomial  — ; ~ - -• 

r  ! 
En  posant 

1  f,  (  n    n\-   B»(l/'g|-)     ,     'Ul />'*!»)  ^  KO.jSx'») 

')  yjj,  11  )  — j-  — 1 — -(-. . 

2  P"  P'"  1>" 


^•(P,i-+i)  =  (awtfr)-*B,«.lwAjr[(i-J 


x  A-s«[U  -*,»« 


V 


_  .      1  —.>,-" --;  —  .(■■ 


J^^/'^")  =  (^ev)-^.^A;;-^"-,+-,;"-' 

x  Ai2«-  l,[ll-.v:='—2-t- .(-:»-;.   ^  (2/1-1  ,     1  -  r)»«-!  -   I 

.I2n-l)s[(l— x)»  +  x!    i  I2.i      i      1       r)+j 
x  'v2/i  — 3  A2/t  — 2 

x  e-'-"-')  [asa„-i(*)+il»2«-i(,-ir)l, 

./•  doil  être  compris  entre  o  et  i. 
Signalons  encore  la  relation  particulière 


£1»'' 


2i  — 1 

2i:eT 


cl  enfin   l'introduction   des  fonctions  gan(x)  liées  ;'i  la   fonction  V  el  définies 
par  la  formule 


gan(x)  =  A^J    \,  ' 

(t  +  !  +  !+....,  1)b„  , 


—    /;      v" 


»  —  (n     i      . 


x  e  •  "  x  e" '>>-->•  '  . 

Bull,  des  Sciences  mathém  .   \'  série,  t.  Wlll.  (  Voûl  i 


R.i 
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don!  la  première  esl  identique  avec  !a  fonction  G(x),  considérée  par  M.  Kin- 
kclin  (  Crelle.  LVII)  el  définie  par  l'équation 

logG(ar)  =  /      logT(z)  dz     -  -  x(x  —  i) x  log(2ir), 

•  ,,  2 

qui  jouit  de  la  propi  iété 

1 .  [x  -+- 1 )  —  xri '•  (  x). 

Walker.  —  Sur  la  Loupie.  (175-184). 

Description  et  explication  inexpériences  relative-  à  des  cas  singulier-  du 
mouvemenl  de  la  Loupie. 

Brill  (•/•).  —  Note  sur  la  forme  de  l'intégrale  de  l'énergie  dans  le 
mouvement  d'un  fluide  incompressible.  (185-192). 

Cette  intégrale  est  obtenue  en  partant  de  la  condition  pour  que  l'expression 

F  dx  —  G  dy  -+-  H  dz  -f-  K  dt 

puisse  être  ramenée  à  la  forint-  dj.  -.-  m  c/i.  L'auteur  examine  successivement  le 
cas  d'un   fluide  parfait  et  celui  d'un  fluide  visqueux. 

Mathews  (G.).  —  Un  lieu  géométrique.  (190-192). 

Le  lieu  des  points  de  l'espace  d'où  l'on  voit  deux  segments  donn<  -  Ml.  CD 
sous  des  angles  égaux  ou  supplémentaires  se  1  impose  de  deux  surfaces  cubiques 
distinctes.  La  question  est  traitée  en  coordonnées  projeclives. 

.Miller  (G.).  —  Liste  des  groupes  de  substitutions   transitifs  de 
degré  12.  (iq3-23i). 

Cette  liste  est  précédée  d'explications  théoriques.  L'auteur  étudie  d'abord 
séparément  les  groupes  imprimilifs  suivant  le  nombre  de  lettres  contenues  dans 
chaque  ligne  du  tableau  d'imprimitivité,  pui-  les  quatre  groupes  primitifs. 

Miller    (G.).   —    Les    groupes   réguliers    de   substitutions    dont 
l'ordre  est  moindre  que  48.  (282-284  )• 

La  méthode  suivie  est  une  extension  de  celle  de  Cayley,  c'est-à-dire  que 
l'auteur  énumère  tous  les  groupes  qui  contiennent  un  nombre  donné  d'éléments. 
Les  explication-  théoriques  portenl  surtout  mit  les  groupes  d'ordre  3a,  dont 
l'étude  est  particulièrement  difficile,  et  qui  sont  au  nombre  de  5i.  L'auteur 
donne  une  liste  des  groupes  réguliers  non  cycliques  :  ces  groupes  sont  définis 
par  les  substitutions  génératrices.  Il  étudie  ensuite  les  groupes  d'ordre  parti- 
culier. 

Laurence  (F.).  —  Décomposition  des  nombres  en  facteurs. 
3i  1). 
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Cette  méthode,  que  l'auteur  a  déjà  donnée  dans  le  Messenger  of  Mathemalics 
(  t.  XXIV),  et  qu'il  perfectionne  ici,  consiste  essentiellement  à  limiter  la  somme 
de  deux  facteur-  complémentaires  du  nombre  donné  ou  d'un  multiple  de  ce 
nombre,  en  déterminant  une  congruence  que  doit  vérifier  cette  somme.  Si,  par 
exemple,  le  nombre  est  de  la  forme  3/re-+-2,  il  est  clair  que  la  somme  de  deux 
facteurs  complémentaires  doit  être  divisible  par  3  :  on  n'aura  donc  à  essayer 
pour  cette  somme  que  le  tiers  dès  nombres  entiers  inférieurs  à  sa  limite  supé- 
rieure. La  méthode  est  naturellement  d'autant  plus  pratique  que  le  modulede 
la  congruence  est  plus  grand. 

Maddison  (Miss).  —  Sur  les  solutions  singulières  des  équations 
différentielles  du  premier  ordre  et  les  propriétés  géométriques 
de  certains  invariants  et  covarianls  des  intégrales  complètes. 

(3n-374). 

Le  .Mémoire  de  Mi>-  Maddison  .1  été  analysé  dans  la  première  Partie  du 
Bulletin. 

Dixon.  —  Les  ovales  de  Descartes.  ( 3 j 5 - 3 - (3 ) . 

Scott  (Miss).  —  Note  sur  les  courbes  adjointes.  (877-38  \  1. 

Utilité  d'introduire  la  considération  des  courbes  adjointes  dans  la  géométii.- 
des  courbes  planes  algébriques;  c'est  le  réseau  des  courbes  de  degré  n —  3, 
adjointes  à  une  courbe  donnée  de  degré  n.  qui  permet,  en  général,  de  1  ransformer 
celle-ci  en  une  courbe  de  degré  minimum.  Si  les  adjointes  sont  unicursales, 
elles  fournissent  une  transformation  de  Cremona. 

Tome  XXIX;  1898. 

Glaisher.  —  La  fonction  de  Bernoulli.  (1-168). 

Le  Mémoire  de  M.  Glaisher  contient  un  très  grand  nombre  de  résultats  con- 
cernant la  fonction  de  Bernoulli 

^  ,     ,        xn        1         ,       n  —  1  _         ,       (  n  —  r  )  (  n  —  2  )(  n  —  3  )  _ 
ni  2!  1  ! 

sur  les  nombres  de  Bernoulli  Bu  B2,  ...,  les  nombres  d'Euler  et  d'autres 
nombres  analogues  qui  se  rencontrent  dans  des  développements  de  fonctions 
circulaires  ou  hyperboliques,  etc. 

Au  lieu  de  considérer  la  fonction  Bn(x)  elle-même,  l'auteur  est  amené,  pour 
la  simplification  des  résultats,  à  considérer  deux  polynômes  liés  étroitement  à 
celle-ci  et  que  définissent  les  égalités  qui  suivent  : 

Vn(x)  =  x" nx"-l-h  (n  )    \:  t  <  n  <    \;   1-   <-(-..., 

le   dernier    terme   étant    ( —  i)m+l (2m  +  i)  Bmx   si    />    est    égal  à    im  +  i,  e 
( — 1  )"•"' l!;;i   si   //   est    égal    à   2m,    Le   symbole   (ft),  est    mis  à    la    place   de 

Il  ■    Il    —  M  ...  |  //—/■-+-  1  )  _ 

/■:  ; 

I    J    /■         :-n  V"  (/l),(2  I  ■   h,   /-         -,//,;•  [)B,d 
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le  dernier  terme   étant   (—  i)'"  (  >m  -+- 1)(  2-"'  —  1)  Bmx  ou  ( —  i)m(i2m  —  i/H,,, 
suivant  que&esl  égal  .1  i/n-t-i  ou  à   ■///.  Vn(x)  ne  diffère  que  parle  facteur  n 
du  polygone  B„(.r)  de  Bernoulli  si  //  est  impair;  il  en  diffère,  en  outre,  par  le 
dernier  terme  -i  n  est  pair.  On  suppose  enfin  U„(a;  )  =  "•  \    [x)  =  1. 
1        -    .  \  1  vérifient  la  même  équation  symbolique 

(a)  V„(x)  =  (E-4-a?)»Uc(j»),        V„(ar)  =  (E  -t-  x)"Vt(x), 

où  Iv  est  un  opérateur  défini,  suivant  les  cas,  par  les  équations 

YXJx)  =  lV,(.r),        EV„(a;)  =  Y„^(.r). 

Notons  les  relations  suivantes,  dont  plusieurs  se  rapportent  à  des  propi 
bien  connues  de  la  fonction  de  Bernoulli  : 

V„(i  —  x)  =  (—  i)»V„f»,         l       1  —  a?)  =  (—  ■  ;"-'  UH(x), 
&?.(*)  =  nV.   ,(*), 

d 

-3—  l  „Cr  )  =  // 1  „_,  I  / 

U<,(*).=  V.(af)-a»V.| 

V„     /■  I  —  \'„<»)  =  «  [  1  "  -1  H-  2—«  +  ...-t-  (a;  —  i)"-'J  / 

(—  i)"U„(a7)  -U„(o)  =  n[i"~l-  a—l  +  ...+  (—  i)»(a;  — i)"-'l  i         enl,,C 

V     '  I       \  ,(*  +  0  +  V»(af+ï)+-"  +  V»(:p-hnr1)=  ^iiV-(**)' 

dans  l,i   dernière  relation  A  est  supposé  impair. 

sin4~.r         sintf-.r  a2"-1'^1  , 

c»-irj;        cos6t:j7  ,        .      ,  22n_l  n2"  .,    ,     , 

^—  =  1  -1-  aV, (x)  -+-  ~j  V2 <a?)  -+-  |j  V3(>)  +. . ., 

sin  1  ix  —  i)a                             (2a)3  ....       (2a)5..  .     . 
a ^ —  —  2a\  ,{x) — —  \  Ax)-r-  ■   . ,     \  , ( x )  — 

acos(2*-0*:    .-^V,(*)  +  ^V<(*)-..., 
sina  2  !        ■  1  ! 

-m  3  îi  c        -m  5  -./■  ,    1        -:"-'      ,.        ,     , 

32"+l  2     (  2/1  +  1)! 

-./        cos5Tca;  ,       .    t      --"     , .    ,     , 

COST.X+  -_+...=  (_,)..   __| 

al    (a         ",i  1 


a 


•  osi  \x  —  \)a  '  r[ 


>.a\       ,  1  .      l    u')+  -(V      1 


REVUE  DES   PUBLICATIONS.  r6g 

ces  formules  en  engendrent  un  très  grand  nombre  d'autres;  en  particulier 
l'équation  symbolique  (a)  el  l'introduction  du  symbole  opérateur  E  dans  les 
séries  qui  précèdent,  suivant  les  puissances  de  a,  fournissent  beaucoup  de 
résultats  intéressants,  parmi  lesquels  quelques  uns  ont  été  signalés  par  M.  .). 
Blissard  (Quarterly  journal,  t.  I\  :  1861),  retrouvés  par  E.  Lucas  [Comptes 
rendus,  t.  LXXXIII,  p.  53g;  1876),  el  d'autres  sont  «lu~  à  M.  Cesàro  |  Vouvelle 
correspondance  mathématique,  t.  \Ij.  Les  valeurs  des   polynômes   l 

Vn(x),   pour   des   valeurs   simples   de   la   variable   comme  o,     >  7>  ÇJ  -.  ••• 

i     .1    b 

fournissent  précisément  les  nombres  de  Bernoulli,  d'Euler  et  les  nombres  ana- 
logues auxquels  nous  avons  fait  allusion  plus  haut.  Signalons  enfin  la  somma- 
tion au  moyen  de  ces  nombres  de  séries  analogues  aux  séries  harmoniques,  el 
l'étude  d'autres  séries  du  même  genre,  mais  où  ne  figurent   que  des  nombres 

premiers. 

Dickson.  —    Un   système   triplement  infini  de  groupes  simples. 
(169-178). 

Généralisation  de  résultats  obtenus  par  M.  Jordan  (  Traité  des  substitutions, 
p.  171-179)  sur  la  décomposition  des  groupes  abéliens  étudiés  par  M.  Hermile 
dans  leur  connexion  avec  la   transformation  des  fonctions  abéliennes. 

Roberts.  —  Sur  un  système  doublement  infini   de  figures  dans 
l'espace  à  la  fois  inscrites  et  circonscrites.  (179-  '<p)- 

L'auteur  a  entrepris  dans  diverses  directions  des  recherches  pour  <  i> - 1  ■  •  i ■  >■  ,< 
l'espace  la  belle  théorie  de  Poncelet  sur  les  polygones  inscrits  à  une  conique 
et  circonscrits  à  une  autre.  Il  a  montré,  en  particulier,  l'existence  d'une  double 
infinité  de  polygones  respectivement  tangents  à  deux  quadriques  confocales 
{Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society,  t.  \\  III  ).  Dans  le 
présent  Travail  il  étudie  une  double  infinité  de  polygones  insi  1  il-  à  une  cyclide 
dont  les  côtés  coupent  le  cercle  imaginaire  a  l'infini  <-i  touchent  une  cyclide 
confocale. 

Cfawford  (L.).  —  Sur  les  facteurs  des  solutions  en  termes  finis 
de  l'équation  de  Lamé 

71  r-r  n  pi 

)hr      -    1    [#1(/IH     OpK-r-B]. 

L'auteur  étudie,  en  particulier,  le  cas  de  m  pair  =  im  el  de  m-  - 1  solutions 
du  type 

o„p"  u  +  am  ...  —  a0 

qui  correspondent  aux  m  1  racines  d'une  équation  en  I!.  don!  il  montre  de 
deux  façons  qu'elle  a  ses  racines  réelles  el   inégales. 

Hudson.  —  Démonstration  géométrique  de  formules  de  I  rigono- 
métrie  sphérique  el  application  à  l'Astronomie.  (202-21 
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Blythe.  —  Sur   la  construction    des   modèles  d'une  surface   du 
troisième  degré.  (206-223). 

Miller.  — Sur  les  groupes  transitifs  de  substitutions  du  treizième 

et  du  quatorzième  degré.  (K,ii\-if\<^). 

Pour  les  groupes  du  Ireizième  degré,  notons  les  résultats  suivants  :  si  un 
groupe  transitif  de  degré  i3  ne  contient  pas  le  groupe  alterné  de  ce  même  degré, 
il  est  au  plus  deux  fois  transitif  et  son  ordre  est  de  la  forme  2°.33.i3.  Tout 
groupe  transitif  de  degré  i3  qui  contient  plus  d'un  sous-groupe  d'ordre  i3, 
sans  contenir  le  groupe  alterné  de  ce  degré,  contient  exactement  \\\  sous  • 
groupes  de  cet  ordre.  Chaque  groupe  transitif  simple  de  degré  i3  est  contenu 
dans  le  groupe  métaeyelique  de  ce  degré.  Le  groupe  simple  d'ordre  5oi6  est 
l'objet  d'une  étude  spéciale.  Pour  les  groupes  de  degré  \!\  l'étude  est  divisée  en 
deux  parties  :  groupes  imprimitifs  et  groupes  primitifs.  Les  premiers  sont 
étudiés  successivement  d'après  la  nature  du  système  d'intransitivité.  Il  n'y  a 
I  as  de  groupe  primitif  simplement  transitif.  Outre  les  groupes  symétriques  et 
alterné  il  y  a  deux  groupes  plusieurs  fois  transitifs  dont  les  ordres  sont  1092 
et  2184.  Une  liste  des  différents  groupes  transitifs  de  degré  i3  ou  \\  termine  le 
Mémoire  de  M.  .Miller. 

Maillet.  —  Sur  les  groupes  d'ordre  fini.  (250-269). 

Soient  ),  un  nombre  donné,  et  p,  q  des  nombres  premiers  différents,  G  un 
groupe  de  substitutions  d'ordre  G. 

i°  Si  '■  est  égal  à  /./>'",  G  renferme  un  sous-groupe  invariant  d'ordre />\ 
sauf  peut-être  pour  des  valeurs  de  p  et  m  limitées  en  fonction  de  X. 

2°  Si  G  est  égal  à  -p'q?  (p=i,  i  =  2,  p  <  q),  G  renferme  un  sous-groupe 
invariant  d'ordre  q?,  sauf  peut-être  pour  des  valeurs  de  p,  q  limitées  en 
fonction  de  X. 

Un  groupe  donné  d'ordre  p2q2r-  (p,  q,  r  étant  des  nombres  premiers  diffé- 
rents) est  composé;  par  suite,  il  est  résoluble,  sauf  peut-être  pour  quelques 

petites  valeurs  de  p,  q,  r. 

Fleawood.  —  Sur  la  coloration  d'une  curie  au  moyen  de  quatre 
couleurs.  (2^0-283). 

On  notera  dans  ce  Mémoire,  qui  fait  suite  ù  un  Travail  de  l'auteur  sur  le 
même  sujet  (t.  XXIV,  1890),  la  réduction  du  problème  à  la  solution  de  con- 
gruences  linéaires  suivant  le  module  3,  où  aucune  des  inconnues  ne  doit 
prendre  de  valeurs  nulles. 

Brill  (J.).  —  Sur  certaines  fonctions  analogues  au  rapport  anhar- 
monique.  (286-302). 

Telle  est,  en  considérant  sj\  plans  qui  passent  par  un  point,  et  en  désignant 
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par  S  (  3t^y  )  l'expression 

L 

(1  —  cos2A  —  cos-B  —  cos2C  —  2  cosA  r<>^  B  cosC)1 

relative  au  iriédre  formé  par  les  trois  plans  2,  [3,  7,  < I < » n L  A,  B,  C  sont  les  dièdres, 
la  fonction 

S(i23)  S(  t  î".  1  S  (  256) S (364) 
S(465)S(4i3)  s7632)S(52i) 

qui    reste    invariable    par    une    transformation    linéaire.   L'auteur   ('tend   ses 
recherches  à  l'espace  à  n  dimensions. 

Glaisher.  —  Formules  générales  de  sommation.  (3o.j-.j28). 

Reprenant  les  notations  exposées  dans  l'analyse  du  précédent  Mémoire  de 
Tauleur,  nous  désignerons  par  Y„,  U„  les  valeurs  pour  x  =  o  des  polynômes 
\'n(x),  \JH(x).  La  formule  sommatoire  d'Euler  prend  alors  la  forme  symbo- 
lique très  simple 


Vip(j)=  r<p{x  +  \)dx  +  C, 


où  il  faut  entendre  que  ip(x  +  V)  étant  développé  par  la  formule  de  Taylor, 
suivant  les  puissances  de  V,  on  remplace   V,  \:,  V3,  ...  par  V,,  V2,  Y, I  ne 

autre  formule  (symbolique)  assez  curieuse  est  la  suivante  : 

2  ?{x)  =  C  +  x  <?(V)  +  î|  =  '(  V)  -+-  jj  <p"(V)  +.. .. 
Signalons  les  formules  générales 

\   cp  (  x  )  —  !  5  (  x  —  a  -+-  e  )  dx .  V„  (  rt  )  —  (  '. . 
V  (—  1)*  <p (x)  =  (—  i)*~'  r <p(a?  —  a  +  c)  cte.U„(a) 4-  C, 

où  il  faut  entendre  que  y(x  —  a  +  e)  est  développé  par  la  formule  de  Taylor 
suivant  les  puissances  de  e  et  que  e  doit  être  regardé  comme  un  opérateur  tel 
que  l'on  ait 

e  V„  (  a  )  =  VB+1  (a),        e  U„  (  a)  =  U„+I  (a). 

On  peut  aussi  développer  t?(x  —  a  +  e)  suivant  les  puissances  de  [x  —  a)  et 

remplacer,  par  exemple,  ~  "  (e)  V0(a)  par  -  "  |  V  («  )|,  où  il  est  entendu  que, 

dans  cette  dernière  expression,  Vf(a)  esl  remplacé  par  V(  a).  L'auteur  donne 

1     1     1     1 
des   applications  de  ces  formules  sommatoires  aux  cas  a  ■=  0,  -•     •  ,  ■ 

•  1     '' 

l'on  voil  alors  apparaître  comme  coefficients  les  nombres  de  Bernoulli, 
d'Euler,  etc.   Notons  encore  les  théorèmes  qu'expriment   les  égalités  symbo 
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liqu 

z(et\Jx)  =  z(e  —  a  )\„(x-i-a), 

i    [x)  —  o(e  —  a)\    [x  -+-  a). 

Scott  (Miss).  —  Éludes  sur  la  transformation  des  courbes  algé- 
briques planes.  (3ag-38i). 

Ces  études,  qui  seront   ultérieurement  continuées,  constituent  une  inti 
saute  exposition  de  ia  théorie  de   la  transformation   rationnelle,   théorie  qui, 
comme  l'auteur  le  fait  justement  observer,  est  présentée  d'habitude  avec  une 
trop   grande  généralité.  L'auteur  n'a   pas  voulu   borner  son  Mémoire  à  l"éta— 

Mi>-ement  de  quelques  fait  s  nouveaux,  mai-  bien  donner  une  exposition  d'en- 
semble; la  lecture  de  son  Travail  en  est  d'autant  plus  profitable. 

M1U  Scott,  reprenant  les  choses  au  début,  montre  le  rôle  du  réseau  de  courbes 
qui  servent  à  définir  la  transformation  rationnelle  (x,  i  |,  de  multiplicité  x,  du 
plan  des  x  dans  le  plan  des  x',  définit  le-  point-  fondamentaux  et  les  courbes 
fondamentales,  établit  les  propriétés  essentielles  du  jacobien  J,  de  la  courbe 
correspondante  J'  et  du  compagnon  j  de  la  conrbe  J:  à  un  point  de  .)'  (.n  ré- 
pondent, dans  le  plan  des  x.  deux  points  sur  J  et  /.  —2  points  sur  y.  M 
montre  le  rôle  important  de  cette  courbe/,  dont  les  relations  avec  la  courbe  J 
déterminent  les  singularités  ponctuelles  et  tangentielles  de  la  courbe  J';  elle 
désigne  cette  dernière  courbe  J'  sous  le  nom  de  courbe  synoptique,  parce 
qu'elle  résume  en  quelque  sorte  les  caractères  du  réseau.  Les  courbes  J  et  y, 
quelques  courbes  du  réseau  convenablement  choisies  dans  le  plan  des  x, 
la  courbe  synoptique  et  les  droites  correspondant  aux  courbes  du  réseau  dans 
le  plan  des  x'  permettent  de  diviser  les  deux  plan-  en  régions  :  /.  (au  plus)  régions 
du  plan  des  x  correspondant  à  une  seule  région  du  plan  <le~  x'.  L'auteur 
montre  comment,  ces  régions  une  fois  déterminées,  l'effet  de  la  transformation 
sur  une  courbe  quelconque  devient,  en  quelque  sorte,  intuitif,  lin  terminant. 
M11*  Scott  donne  plusieurs  exemples  -impies,  qui  peuvent  être  traités  en  détail. 

TValker.  —  Un  ihéorème  sur  le  mouvement  vorticellaire.  1 

384). 

Si,  dans  un  lluide,  une  partie  se  meut  avec  rotation  et  l'autre  sans  rotation  : 
si,  sur  la  surface  de  séparation,  les  conditions  de  continuité  pour  la  vitesse  nor- 
male et  la  vitesse  tangentiellc  sont  vérifiées,  l'équation  qui  exprime  la  conti- 
nuité de  la  pression  est  vérifiée  identiquement.  Démonstration  analytique 
directe. 

J.  T. 
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Biilzberger  (F.).  —  Sur  certaines  affinités  particulières.  (1-6). 

Correspondance  homographique  avec  conservation  du  plan  de  l'infini  quand 
les  trois  droites  qui  coïncident  avec  leurs  correspondantes  forment  un  trièdre 
trirectangle. 

Mehmke  (/?•)•  —  Recherches  sur  les  propriétés  concernant  la 
courbure  des  lignes  et  des  surfaces  dans  les  transformations  de 
contact.  (--26). 

Klant  données  plusieurs  courbes  tangentes  en  un  point,  les  centres  de  cour- 
bures relatifs  à  ce  point,  et  les  centres  de  courbure  des  courbes  transformées 
par  une  transformation  de  contact  se  correspondent  homographiquement. 
Conséquences  diverses. 

Lohnstein.  —  Sur  quelques  équations  différentielles  linéaires  du 
second  ordre.  (  2^-33 ). 

Si  l'on  a  un  système  de  solutions  de  la  forme 

r,=  P,(.r),        y,=  \\{x)\o^x  +  ¥,(x), 

la  connaissance  de  la  série  P,(x)  simplifie  la  recherche  de  la  série  P.,(x). 

Sporer  (B.).  —  Sur  une  courbe  spéciale  liée  à  un  faisceau  de 
coniques.  (3  \~4~)- 

Enveloppe  des  tangentes  aux  courbes  du  faisceau  qui  passent  par  les  points 
d'une  droite. 

Kurz  (-/•)•  —  Sur  la  pression  hydraulique.  (48-56  1. 

Rœdel  (E.).  —  Déduction  d'une  nouvelle  formule  pour  l'aire 
dune  zone  d'un  ellipsoïde  de  révolution.  (56-6o). 

Anton  (E.).  — Sur  un  nouveau  procédé  pour  la  mise  en  équation 
des  résultats  d'une  table  de  mortalité.  (61-64  )• 

Beyel  (C).  —  Représentation  des  courbes  de  troisième  ordre  el 
de  troisième  classe  au  moyen  de  deux  réciprocités.  (65-83). 

(')  Voir  Bulletin,  t.  WII,,  p.  79. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  W1II.  (Septembre  189g.)    R.i3 
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Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  le  suivant  :  considérant  trois  points  fixes 
A,  B,  C  et  le  réseau  de  coniques  passant  par  ces  trois  points  :  à  chaque 
point  P  du  plan  correspond  une  conique  du  réseau  passant  par  le  point  P  et 
telle  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  A,  B,  C,  P  sur  la  conique 
soit  donné;  si  l'on  considère  deux  correspondances  de  celte  sorte,  à  chaque 
point  P  correspondront  les  trois  points  d'intersection  des  deux  coniques  qui 
correspondent  au  point  P.  Celte  correspondance  est  appliquée  à  de  nombreuses 
constructions  relatives  aux  courbes  de  troisième  ordre  et  de  troisième  classe. 

Scliendel  (L.).  —  Mélanges  mathématiques.  (84-91 

Etude  d'un  déterminant  égal  au  produit  «les  différences  de  n  quantités, 
différences  affectées  d'exposants.  Formation  du  résultant  de  deux  équations. 
Pour  le  Théorème  de  Sturm. 

Pu inl  i  0.).  —  Sur  les  mouvements  périodiques  d'un  point  maté- 
riel sur  une  surface  du  second  ordre  avec  une  élude  particulière 
des  cas  limites.  (g5-io4.  160-189). 

Forme  générale  des  deux  intégrales  premières.  Exemples  :  Mouvements  sur 
les  surfaces  de  révolution  du  second  ordre  :  cas  où  il  n'y  a  pas  de  forces  exté- 
rieures; cas  d'un  point  pesant.  Relations  entre  les  périodes.  Mouvement  d'un 
point  matériel  sur  une  surface  à  centre  sous  l'influence  d'une  force  émanant 
de  ce  centre  et  proportionnelle  à  la  distance  :  distinction  des  diverses  formes 
de  mouvement  d'après  les  valeurs  des  constantes.  Cas  singuliers. 

Millier  (R.).  —  Construction  des  points  de  Burmester  pour  un 
quadrilatère  plan  articulé.  (129-147 

Suite  d'un   Mémoire  inséré   dans  le  Tome  précédent,  où  l'auteur  a   montré 
comment  on   pouvait  obtenir  deux  points  (réels  ou  imaginaires)  dont  la  tra- 
jectoire a  un  contact  du  quatrième  ordre  avec  son  cercle  de  courbure.  Dans  1 
présent   Travail,    il    étudie    divers   cas    particuliers    et   montre   comment    ses 
recherches  se  relient  à  l'étude  du  guidage  rectiligne  approche. 

Kûttner  (  ff .).  —  Détermination  de  la  mortalité,  de  l'invali- 
dité, etc.  dans  les  compagnies  à  membres  entrants  et  sortants. 
(i48-i64). 

l'und    (0.).    —    Sur  les    mouvements    périodiques    d'un    poin 
matériel  sur  une  surface  du  second  ordre  avec  une  étude  parti- 
culière des  cas  limites.  ('160-189). 

Matthiesen.  —  Construction  du  centre  de  collinéation  dans  un 
système  dioptrique.  (190-192). 

Burmester  (L.\.  —  Les  mécanismes  locaux.  (ig3-223). 
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Soil  UTWV  un  quadrilatère  articulé  en  ses  sommets,  qui  se  succèdent  dans 
l'ordre  indiqué;  soit  F  un  foyer  d'une  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère; 
il  existe  des  points  \.  !'-.  C,  I>  respectivement  situés  sur  les  côtés Tl  ,  I  V,  VVV, 

W  T,  tels  que  les  quadrilatères  TDFA,  I  BFA  soient  respectivement  semblables 
aux  quadrilatères  FCVC,  FDWC,  les  points  correspondants  occupent  le  même 
rang  dans  les  notations  des  quadrilatères;  si  l'on  suppose  ces  quatre  quadrila- 
tères articulés  en  leurs  sommets,  on  obtient  un  mécanisme,  composé  de  huit 
tiges  et  comportant  neuf  points  d'articulation  que  M.  Burrnester  désigne  nous 
le  nom  de  mécanisme  focal,  et  dont  il  étudie  les  intéressantes  propriétés 
géométriques. 

Kurz  (A.).  —  Pour  la  théorie  de  la  dilatation  des  corps  creux. 

(224-236). 

Wôl.JJing  {E .).  —  Le  rapport  des  rayons  de  courbure  au  point  de 
contact  de  deuv  courbes.  (237-249). 

Une  transformation  homographique  laisse  ce  rapport  invariant. 

Hochow.  —  Méthode  simple  pour  le  calcul  du  polynôme  régulier 
de  dix-sept  côtés.  (25o-252). 

Meyer  (  T.).  —  Sur  une  relation  de  puissance  pour  les  courbes  du 
second  ordre.  (253-2.56). 

Les  cercles  décrits  sur  les  cordes  d'une  conique  qui  passent  par  un  point  fixe 
comme  diamètres  ont  même  puissance  par  rapport  à  un  point  fixe. 

Disleli  {M.).  —  Sur  les  points  d'osculalion  d'une  courbe  plane  du 
troisième  ordre  avec  une  courbe  plane  du  /iie,ne  ordre.  (257-28  1  1. 

Etude  sur  une  courbe  donnée  du  3ième  ordre,  des  points  qui  peuvent  avoir  un 
contact  du  {'in —  i)ièB!  ordre  avec  une  courbe  d'ordre  n.  L'auteur  examine 
successivement  le  cas  d'une  cubique  générale  et  celui  d'une  cubique  ration- 
nelle; les  résultats  dépendent  de  la  forme  du  nombre  n  et  conduisent  à  des 
configurations  intéressantes. 

Stoll.  —  Quelques  méthodes  pour  la  détermination  des  foyers  el 
des  axes  d'une  conique  en  coordonnées  trilinéaires.  (282-300  . 

Schlômilch.  —  Sur  la  construelion  du  quadrilatère  dont  les  côti  s 

sont  les  rayons  des  cercles  inscrits  à  un  triangle.  (3iO-3l3). 

Muili.  —  Sur  la  position  hjperboloïdiquc  de  deux  tétraèdres. (3 1  j 
3i5). 

Voigt  (  A.).  —  Une  extension  du  concepl  de  maximum.  (3  1  5-3  1  -  . 
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Sporer  (#•)•  —  Théorèmes  de  Géométrie.  (3  18-319). 

Kurz  (A.).  —  Déviation  minimum  dans  le  prisme.  (3 19-320). 

Lîpps(G.).  —  La  forme  normale  des  expressions  construites  avec 
des  radicaux  et  des  propriétés.  (3a  1 -343). 

L'objet  essentiel  de  l'auteur  est  de  reprendre  par  une  voie  nouvelle  le  pro- 
blème de  la  résolution  par  radicaux  d'une  équation  algébrique.  Il  se  place,  non 
au  point  de  vue  arithmétique,  mais  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  fonctions 
en  considérant  les  coefficients  de  l'équation  considérée  comme  des  fonctions 
de  variables  indépendantes,  ou  même  comme  étant  eux-mêmes  ces  variables 
indépendantes.  Les  racines  de  l'équation  algébrique  apparaissent  alors  comme 
des  fonctions  de  ces  variables  indépendantes,  définies  par  l'expression  même. 

Considérant  maintenant  une  suite  d'opérations  définies  par  les  égalités 

[x  '  ]".  =  R,(a„  a, or.J, 

\.r  -   |n»  =  l\,(x ■■'•'.  an  a., a  ), 


|  x  -  ]">■=  R„  [a?("_l>,  . . . ,  x  -  ,  x  '  ,  «,.  a_ a  ], 

où  les  R  désignent  des  fonctions  entières  par  rapport  aux  x  et  rationnelles  par 
rapport  aux  variables  indépendantes  a,  puis  une  fonction  rationnelle 
quelconque  formée  au  moyen  des  x  et  des  a,  les  diverses  valeurs  que  peut 
prendre  cette  fonction  rationnelle  peuvent  être  individualisées,  en  assujettissant 
les  a  à  rester  dans  un  domaine  convenable  et  chacune  peut  être  représentée 
par  une  expression  de  la  forme 

a|  =  n,  —  1        OLv—ntt  —  1 

V        ...         V         -ai'i  —  .  .  .-+-  ïy-  '■  11 


où  les  s  désignent  des  racines  de  l'unité  et  où  ax  a,  ...a,,  esl  une  série  de 
j  1 11  issances  convergentes  dans  le  domaine  considéré.  C'est  cette  forme  que  M.  Lipps 
désigne  sous  le  nom  de  normale  et  dont  il  étudie  les  propriétés  dans  le  pré- 
sent Mémoire  :  dans  une  suite  insérée  dans  le  Tome  suivant,  il  étudiera  l'équa- 
tion qui  accompagne  chaque  forme  normale,  et  qui  a  pour  racjnes  les  diverses 
fonctions  (changées  de  signe)  qui  se  déduisent  de  la  forme  normale;  il  discu- 
tera le  rôle  que  cette  équation  parait  devoir  jouer  dans  la  théorie  de  la  ié-<>- 
lution  algébrique,  et  traitera,  à  ce  point  <!<■  vue,  de  la  résolution  des  équations 
du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

A 1 7/ ger  (//.).  —  Sur  une  cubique  gauche  particulière  (l'hyper- 
bole cubique  équilalère).  (34  \- 3  (9  I. 

C'est  une  cubique  gauche  pour  laquelle  toutes  les  coniques  enveloppes  des 
traces  des  plans  oscillateurs  sur  un  plan  oscillateur  sont  des  hyperboles  équi- 
latèrés;  l'auteur  en  indique  plusieurs  propriétés. 
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Jiïrges  (  If'.).  —  Mécanismes  pour  la  description  des  coniques. 
(35o-356). 

.Mécanismes  pour  la  description  d*une  conique  déterminée  par  cinq  points, 
par  cinq  tangentes. 

Netto  (E .).  —  Sur  Jes  équations  aux  dérivées  partielles  qui  véri- 
fient les  fonctions  symétriques  des  racines  des  équations  algé- 
briques. (357-365). 

Remarques  sur  les  équations 

).=  i  ).  — 1  X=i 

X  =  n 

y.  =  A- 

où  xt,  .  ..,a?„  sont  les  racines  et  S0,  S„  S2,  ...  les  sommes  des  puissances 
semblables  des  racines  de  l'équation 

os"  —  C,  x"-1  -+-  C2  n"— '■  — . . . . 

et  où  R  désigne  une  fonction  symétrique  des  racines.  Après  avoir  établi  d'une 
façon  simple  ces  équations,  que  l'on  doit  ù  Brioschi,  l'auteur  montre  qu'elles 
ne  caractérisent  nullement  les  fonctions  symétriques  et  en  donne  la  solution 
générale. 

Willgrod.  —  Sur  les  fractions  continues  qui  proviennent  de 
l'extraction  de  la  racine  carrée  d'un  nombre  entier.  (366-3jo). 

Table  des  racines  carrées  de  tous  les  nombres  entiers  de  1  à  100,  réduites  en 
fraction  continue.  Le  dernier  nombre  de  la  période  est  toujours  le  double  de 
la  partie  entière  de  la  fraction. 

Kurz.  —  Le  centre  de  là  pression  hvdrostalique  dans  les  figures 
planes.  (3^  i-3,~4 )• 

Helni  (G.).  —  Une  application  de  la  théorie  de  l'échange  au 
Calcul  des  probabilités.  (0-4-376). 

Kilbinger,  —  Sur  un  complexe  de  droites  quadratiques  dégénéré. 
(376-381). 

Cas  où  le  complexe  de  Reye  (engendré  par  deu\  systèmes  polaires  dans 
l'espace)  se  décompose  en  deux  systèmes  linéaires 
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Thomae  («A).  —  Sur  le  Théorème  de  Pascal  dans  le  cas  des  points 
imaginaires.  (38i-383). 

UeauiO.).  —  Analogue  dans  l'espace  du  Théorème  de  Pythagore. 

Partie  historique. 

S ater  (II.).  —  Le   cinquième   Volume  des  Livres  arabes  de  la 
bibliothèque  vice-royale  du  Caire.  (1-24,  4  J -^7-)  iGi-i83). 

Hunrath  (K.).  —  Pour  l'histoire  des  fractions  décimales.  (20- 

Cantor  (M.).  —  Un  papyrus  mathématique  en  langue  grecque. 

(8-87). 
Berthold(G.).  —  Notes  pour  l'histoire  de  la  Physique.  (i2i-i25). 
Suter  (II.)-  —  Post-scriptum  à  ma  traduction.  (12G-127). 

39e  année,  189J. 

Lipps  (G.).  —  La  forme  normale  des  expressions  construites  avec 
des  radicaux  et  ses  propriétés.  (1-10). 

Voir  plus  haut. 

Kraus  (■!.).  —  Nouveaux  fondements  d'une  théorie  générale  des 
nombres.  (1  i-$~). 

Suite  de  recherches  que  l'auteur  a  commencées  dans  le  t.  XXXVII  de  la 
Zeitschrift  et  qui  ont  pour  objet  les  propriétés  des  représentations  chiffrées 
d'un  nombre  qui  sont  indépendantes  de  la  base  de  la  numération.  La  première 
partie  du  présent  Mémoire  se  rapporte  aux  relations  entre  les  chiffres  qui 
représentent  une  même   fraction   proprement  dite  avec  deux  bases  différentes, 

Graefe  (F.).  —  Détermination  du  nombre  de  nombres  premiers 
inférieurs  à  ni  quand  on  connaît  le  nombre  de  nombres  premiers 
inférieurs  à  \  m.  (38-5o). 

Bôkle.  —  Sur  deux  surfaces  podairesdu  complexe  des  axes  d'une 
surface  du  second  degré.  ( 5  t  -58). 

Étude  de  surfaces  signalées  par  P.eye  dans  sa  Géométrie  der  Lage  (  :>.'  éd., 
189a),  lieux  de  pieds  d'axes,   lu   axe  d'une  surface  du  second  ordre  esl  un 
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droite   perpendiculaire  à  sa   polaire.  Le  pied  d'un   axe  est  le  point   où   il   est 
coupé  à  angle  droit  par  un  plan  conjugué. 

Voigt  (A.).  —  Sur  les  fonctions  ordinales.  (6i-63 

Sur  les  grandeurs  intensives  (que  l'on  peut  distinguer  comme  plus  grandes 
ou  pius  petites). 

Thomae  (•/•)•  —  Sur  la  construction  d'une  conique  au  moyen  de 
cinq  points.  (63   . 

Kurz.   —  Sur  la   formule  qui  donne   les  hauteurs  au  moyen  de 
l'observation  barométrique.  (63-6  {). 

Kloss,  Piïtzer.  —  Remarques  sur  l'Article  intitulé  :  Analogue 
dans  V espace  du  Théorème  de  Pythagove.  (64)- 

Lipps  (G.).   —  Sur  la  résolution  des  équations  au  moyen  de  la 
forme  normale.  (65-86). 

Voir  plus  haut. 

Kraft  (F.).  —  Équivalence  des  systèmes  de  segments.  (87-1  i5). 

Les   systèmes   de  segments  et  leur   équivalence  sont  étudiés  au    moyen  du 
calcul  géométrique. 

Mutk.  —  Forme  projective  d'un  Théorème  métrique.  I  1  f 6-1  17 

Schlômilch.  —  Sur  la  construction  d'une  conique  au  moyen  de 
cinq  points  ou  de  cinq  tangentes. 

Soient  T,  T  deux  plans  parallèles,  I'  un  plan  quelconque  qui  le  coupe 
suivant  les  droites  A,  A';  on  fait  la  perspective  du  plan  I'  sur  le  plan  T  en 
prenant  le  point  de  vue  0  dans  le  plan  T  ;  considérons  une  droite  du  plan  P 
qui  coupe  A,  A'  en  a.  a';  la  perspective  de  jï'  sera  la  parallèle  menée  par  le 
point  a  à  la  droite  G  a' ;  si  $$'  est  de  même  une  droite  de  P  qui  rencontn  S. 
A'  en  p,  P'  la  perspective  de  cette  droite  sera  perpendiculaire  à  la  perspective 
de  jï'  si  0  est  choisi,  dans  T',  sur  le  cercle  décrit  sur  a'P'  comme  diamètre; 
de  là  le  moyen,  étant  donnés  le  plan  P,  d'autre  part  cinq  points  a,  b.  c,  d,  e 
dans  ce  plan,  de  choisir,  d'une  part,  les  plans  T  et  T',  le  point  <»  dans  le 
plan  T',  de  l'autre,  de  manière  que  la  perspective  du  quadrilatère  abcd  soil  an 
rectangle  ABCD  et  que  la  perspective  du  triangle  ace  soit  un  triangle  \>  I 
rectangle  en  E;  dès  lors,  les  cinq  points  A,  B,  C,  D,  E  sont  sur  un  cercle  dans 
le  plan  T  et  la  conique  passant  par  les  cinq  points  a.  b,  c,  d,  e  est  la  p<  rspective 
de  ce  cercle  faite  sur  le  plan  1'.  La  solution  du  second  probli  me    -1  analogue  , 

Stoll.  —   addition  au  Mémoire  :  Quelques  méthodes,  etc.  (120- 

124). 
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A  urz.  —  Les  capacités  thermiques  des  corps  solides  et  des  vapeurs 
condensées,  en  particulier  de  l'eau.  (124-128). 

Kraft.  —  Équivalence  des  systèmes  de  segments.  (129-161). 

Heymann  (  IV.).  —  Sur  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième 
degré.  (162-182). 

L'auteur,  qui  s'est  spécialement  occupé  de  la  résolution  transcendante  des 
équations  algébriques,  publie  un  important  Travail  sui  l'équation  du  cinquième 
degré.  Une  partie  de  son  exposition,  d'un  caractère  purement  algébrique,  con- 
cerne les  diverses  résolvantes  ( Brioschi,  Jordan,  Klein,  etc.).  Une  autre  partie 
se  rapporte  à  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  au  moyen  de  la 
série  hypergéométrique.  L'auteur  résume  comme  il  suit  les  résultats  auxquels 
il  parvient. 

I  •  f  1  vérifie  l'équation 

où  z,  3,  y  sont  des  constantes  en  posant 

y"  H 

tv  -  s3"  À*  +  1  z*-<  \\  X2  —  5  s'  X|  Xs  —  5  zw  X3  X*  -  2  e3"  X,  X*  -+-  £-"  X|, 

w„  =-  e«»x*H-  s3-  >.;  '/.,-  7  £=-/.«  \?,-  - 1-  XfX3+ -^"\\v\-  :3:"' >.;/.«-  C--  a,  >.;-  f  \\, 

c  =  e  s  ,        v  =  o,  1,  2,  3,  4, 

/=  a,  a2(  A|n-i-iiX;Xô—  \y>), 

II  =—  (Aï°-f-ÀH°)  +  228à-;aj(a;0  —  Ai0)  —  49»  a!'1  XI"  : 

les  variables  X„  X2  sont  des  intégrales  particulières  de  l'équation  différentielle 
liypergéométrique 

T,         TN  d-\        (1        ■■  T\  d~k  II 

I(,-I)^-*-(5-6I)a--+36Sl!SSO' 

le  quatrième  élément  I  est  déterminé  par  la  formule 

3(3r-ja)3 
,y28[(82-ar)r  +  T*]' 

enfin  les  valeurs  des  constantes  /',  s  résultent  des  formules 

_  n'y  +n a* 3* -4-  By*  —  3A 
r  ~  2(a'+  a37^r33l         ' 

A2=io8a5y-f-i35a4Bî-l-9oaî8Y:'— 32oa83Y  +  a 
a  /•  —  -' 


L'auteur  étudie  d'ailleurs  d'autres  types  d'équations  caractérisées  par  cette 
propriété  que  leur  discriminant  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'un  binôme. 
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Enfin,  dans   une    dernière    Partie,   il  étudie  la  résolution   des  équations  au 
moyen  de  ce  qu'il  appelle  une  chaîne  de  fonctions  :  par  exemple  l'équation 

x"  +  x  —  c  =  o, 

où  n  est  un  entier  impair  et  e  un   nombre  positif,  admet  comme  solution  I-j 
limite  de  l'une  ou  de  l'autre  des  expressions 


v/     5     'i~     >" 

X  c  ~  y  c  —  V'c  — . . .  y  c  —  x", 
c-\_c  —  [c  —  ...  [c  — a;]"]"]", 

suivant  que  n"c"~l—  (n  +  i)"~l  est  positif  ou  négatif. 

Haussner  (/?•)•  —  Représentation  indépendante  des  nombres  de 
Bernoulli  et  d'Etiler  par  des  déterminants.  (i83-i<j2). 

Kurz.  —  Sur  le  frottement  de  glissement  et  de  roulement  dans  la 
machine  d'Alwood.  (i  88- 191). 

Kurz.   —    Addition    à  ma  Note   sur   les    capacités    thermiques. 

(«9»)- 

Fink.  —  Remarques  sur  l'Article  :  Un  analogue  dans  V espace 
du  Théorème  de  Pythagore.  (192). 

Heymann  (  IV.).  —  Sur  la  résolution  des  équations  du  cinquième 
degré.  (193-202). 

Goldsmith  (/>•)-  —  Sur  les  nombres  premiers  relatifs.  (203-212). 

Démonstration     d'une    curieuse    généralisation    de    l'expression    'i(ni)    du 

nombre   de   nombres   premiers  à  m  et  inférieurs  à   m,  due  à  M.  Sein I 

(C relie,  70). 

Heinrichs  {E .).  —  Quelques  propriétés  métriques  de  l'hyperbole 
cubique.  (21 3-227). 

L'auteur  parvient,  en  particulier,  à  la  représentation  paramétrique  suivante, 
en  coordonnées  rectangulaires  (X  est  le  paramètre  variable)  : 


X 

— 

~t\ 

+ 

t2 

-;- 

V 

Y 

= 

A 
t, 

-;- 

A 
t. 

+ 

a 

ff 

t 

— 

h 

„_a( f  ts-t,  t-t,    ,        (..-lA 
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en  désignant  par  uv  ".,  «■  vu  v.,  Vt  les  constantes  vérifiant  les  conditions 

B,+   U. —   Uj  =   0,  t»j-t-   *,3-*-   t'3==   °) 

et  par  :.  r,  d'autres  constantes  arbitraires,  on  suppose 

ti  =  ui  -t-  jr  a,        f.  —  u  \  ■+-  vt t,  —  i , 
i  —  i,  i,  3. 

Sporer  (#•)•  —  Nouvelle  déduclion  du  Théorème  de  Cayley-Brill 
relatif  aux  systèmes  de  points  sur  une  courbe  algébrique.  (228- 
236). 

Démonstration  simple  du  théorème  découvert  par  induction  par  Caylej 
(Comptes  rendu?,  t.  LXII,  p.  558),  démontré  par  Brill  ( Math.  Ann.,  t.  M, 
p.  33;  t.  VII,  p.  G07;  t.  XXXI,  p.  374)  et  relatif  aux  coïncidences  d'une  cor- 
respondance (a,  P)  sur  une  courbe  plane  de  degré  n  et  de  genre  p. 

Griïnfelcl(E '.). — Sur  la  représentation  des  invariants  fondamen- 
taux d'un  système  d'équations  différentielles  linéaires  du 
premier  ordre  à  coefficients  uniformes.  (237-244)- 

La  question  a  été  traitée  par  l'auteur  dans  le  t.  XXXVI  de  la  Zeitschrift, 
mais  en  laissant  subsister  certaines  restrictions  relatives  au  rayon  du  domaine 
dans  lequel  les  représentations  obtenues  étaient  valables;  il  montre  actuel lenn-n i 
comment  on  peut  se  débarrasser  de  ces  restrictions  en  suivant  une  voie  ana- 
logue à  celle  qu'a  ouverte  M.  MiUag-Leffler,  pour  une  équation  différentielle 
linéaire  d'ordre  n  (Acta  mathematica.  t.  XV). 

Schlomilch.  —  Sur  la  conique  circonscriLe  ou  inscrite  à  un  pen- 
tagone. (245-247). 

Remarques  sur  l'ingénieuse  démonstration  qui  a  été  signalée  plus  haut. 

Schur.  —  Projection  de  cinq  points  d'un  plan  sur  cinq  points 
d'un  plan.  (267-269). 

La  construction  de  M.  Schlomilch  peut  s'effectuer  toujours  au  moyen  d'élé- 
ments réels. 

Saalschùtz  (L.).  —  Valeur  approchée  el  valeur  limite  d'un  pro- 
duit. (249-202). 

En  supposant  «^2,  //;  entier  positif,  et  en  faisant 

m 

U  =  a~  <7-'  L ", 

i'     ('"'-'       \)(!«=2  +  ±)...(-l-  +  l)t 

\       j  ni  a  ;  ni  —  1  a 


en  posant 
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_r_j)_i 

(  «  —  2)(aa  —  i) 


^^[''Hi)"-2^"1"^"']1 


el  en  désignant  par  0,  6'  des  nombres  compris  entre  o  et  i. 

Pielzker.  —  Nouvelle  démonstration  du  Théorème  d'addition 
pour  les  fonctions  elliptiques  de  première  espèce.  (253-254). 

Prix  de  la  Société  du  prince  Jablonowski  (Section  des  Sciences 
mathématiques  et  physiques).  (255-256). 

Heymann  (  M  .).  —  Sur  la  résolution  des  équations  du  cinquième 
degré.  (207-272). 

Heinrichs  {E.).  —  Quelques  propriétés  métriques  des  hyperboles 
cubiques  dans  l'espace.  (278-2(89). 

Keller  («/.).  —  Un  système  de  coniques  monofocales.  (290-818  1. 

Heymann  (Jf  .).  —  Sur  le  carré  de  l'intégrale  d'une  équation 
différentielle  linéaire  du  second  ordre.  (3i4-3i5). 

Thomae  («/.)•  —  Démonstration  projeclive  de  ce  Théorème  :  Le 
lieu  des  points  d'où  l'on  voit  une  conique  sous  un  angle  droit 
est  un  cercle.  (3i5-32o). 

Heymann  (  Jf  .).  —  Sur  la  résolution  des  équations  du  cinquième 


Weiler  {A.).  —  Intégration  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre.  (355-3-5). 

L'auteur  a  donné  en  i863,  dans  le  t.  NUI  de  la  Zeilschrift,  une  méthode 
pour  l'intégration  d'une  équation  au\  dérivées  partielles  du  premier  ordre, 
méthode  dont  il  reprend  l'exposition  en  la  complétant  et  en  la  faisanl  préi  éder 
<le  renseignements  historiques.  Cette  méthode  exige  moins  d'intégrations  que 
celle  de  Jacobi  et  a  donné  à  Clebsch  l'occasion  de  montrer  comment  il  était 
possible  de  modifier  l'exposition  de  Jacobi.  de  nière  à  n'avoir  pas  plus  d'in- 
tégrations à  faire  que  ne  le  demande  la  méthode  «le  M.  Weiler  Ci  lie  dernière 
repose  sur  l'intégration  d'un  système  complet  d'équations  linéaires,  mais  qui 
iM>t  pas  nécessairement  un  système  jacobien 
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Mayer  (/■)•  —  Sur  les  périodes  complètes  et  complémentaires  et 
sur  la  suite  des  restes  d'une  fraction  décimale  indéfinie.  (3^6- 

38a). 

Netto  (E.).  —   Sur  l'itération  des  fractions  rationnelles.  (382- 
385). 

On  ne  peut  pas  trouver  une  fraction  rationnelle  6(.r),  d'un  degré  supérieur 
au  premier,  telle  que  l'on  ait 

6"(.r)  =  x, 

8"  étant  mis  à  la  place  de  6  [6  [. .  .8  (#)]]• 

Partie  historique. 

Rlioss  {H.).   —   Histoire  des  anamorphoses  optiques  et  calop- 
triques.  (1-12). 

Tanne/y  (P-).  —  Un  fragment  des  métriques  de  Héron.  (i3-i6). 

Wittstein  (A.).   —   Sur   la  pendule  hydraulique   et   l'astrolabe 
d'Arzachel.  (4 1-56,  81-94). 

Ilultsch  {E.).  —  Sur  la  mesure  du  cercle  d'Archimède.  (121-137, 
161-172). 

Cantor  {M.).  —  Le  prince  Boncompagni.  (201-203). 

Droehlemann  (G.).  —  Georg  von  Vega.  (204-211). 


REVUE  DES  QUESTIONS  SCIENTIFIQUES,  publiée  p.va  lv  Société  scien- 
tifique de  Rruxelles.  2e  série . 

Tome  III;  189S. 

Duhem  (P-)-   —  Une    nouvelle  théorie  du  monde  inorganique. 

(96-133). 

Analyse  de  l'Essai  sur  la  synthèse  des  forces  physiques  (iS85)  du  P.  Le- 
ray  et  du  Complément  à  ce  Livre  publié  en  1892;  historique  de  la  question  de 
la  possibilité  de  l'action  à  distance.  Le  système  du  P.  Leray  est  basé  sur  l'im- 
possibilité de  pareille  action.  M.  iHihem,  sans  entrer  dans  cette  question,  fail 
observer  que  la  Physique  n'a  pas  à  s'en  occuper. 
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Vicaire  {E.).  —  De  la  valeur  objective  des  hypothèses  physiques 
à  propos  d'un  article  de  M.  P.  Duhem.  (45i-5io). 

Les  théories  physiques  n'ont  pas  simplement  pour  but  de  coordonner  les  lois 
ou  de  les  présenter  sous  une  forme  plus  simple.  Leur  but  véritable  est  la  con- 
naissance de  la  nature,  l'explication  des  lois  par  leurs  causes;  ce  but  n'est  pas 
inaccessible  et  est  seul  capable  de  soutenir  lu  curiosité  scientifique. 

Duhem  (P.)-  —  Physique  et  Métaphysique.  (55-83). 

Réponse  a  M.  Vicaire.  Voici  les  thèses  de  l'auteur  :  t°  La  Physique  étudie  les 
phénomènes  et  les  lois  de  la  matière  inorganique;  la  Métaph)rsique  (Cosmo- 
logie) cherche  à  connaître  la  nature  de  cette  matière  comme  cause  des  phé- 
nomènes et  raison  d'être  des  lois  de  la  matière  inorganique;  a"  la  .Métaphy- 
sique peut  suggérer  une  vérité  physique  nouvelle,  mais  la  Physique  seule  peut 
l'établir;  3°  la  Physique  repose  sur  des  principes  évidents  dont  la  Métaphy- 
sique rend  compte,  sans  rien  ajouter  à  leur  certitude  dans  le  domaine  de  la 
Physique;  4°  les  théories  physiques  sont  indépendantes  de  la  Métaphysique  et 
réciproquement;  5°  cette  thèse,  conforme  à  Ja  tradition,  n'est  pas  une  conces- 
sion faite  au  scepticisme  positiviste. 

Duhem    (P-)-   —   L'école   anglaise  et  les   théories  physiques,  à 
propos  d'un  Livre  récent  de  W.  Thomson.  (3^5-3-8). 

Les  Allemands  et  les  Français  ont  une  tendance  à  faire  des  théories  physiques 
simples  et  logiques;  les  Anglais  préfèrent  des  théories  diverses  même  incohé- 
rentes entre  elles,  mais  représentant  à  l'imagination  les  faits  dans  leur  com- 
plexité totale. 

Thirion  (./.).  —  Deux  passages  curieux  d'un  Livre  oublié.  (563- 
57.2). 

N.  Cabeus.  jésuite,  dans  sa  Philosophiez  magnetica  publiée  à  Ferrare  en 
1629,  explique  assez  bien  certains  phénomènes  capillaires  et  indique  une  expé- 
rience qui  pourrait  servir  à  décider  si  la  gravité  d'un  corps  décroit  quand  on 
s'éloigne  du  centre  de  la  Terre.  C'est  l'expérience  réalisée  en  1878  par  Von 
Jolly  (Annalen  der  Physik,  t.  V,  p.  112;  1878).  Un  ami  de  Cabeus  qui  avait 
tenté  l'expérience  en  avait  conclu  la  constance  de  la  pesanteur,  quand  l'alti- 
tude varie. 

Tome  V:  1894. 

Pas  de  Mathématiques. 

Tome  VI;  i8<t  ;. 

Duhem  (P.).    —  Quelques   réflexions  au   sujet   de  la  Physique 
expérimentale.  (i-<)-22()). 

l  ne  expérience  de  Physique  n'est   pas  simplement  l'observation  d'un  phéno- 
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mène;  elle  est,   en  outre,    l'interprétation  de   ces  phénomènes;   elle  substitue 

aux  données  de  l'observation  des  représentations  symboliques  qui  leur  corres- 
pondent  en  vertu  «les  tbéories  physiques  admises  par  l'observateur.  Une  expé- 
rience de  Physique  ne  peut  donc  jamais  condamner  une  hypothèse  isolé<-,  mais 
seulement  tout  un  ensemble  théorique.  Le  résultat  d'une  expérience  de  Phy- 
sique est  un  jugement  abstrait  et  symbolique,  auquel  l'expérience  ne  corres- 
pond qu'approximativement.  Les  lois  symboliques  de  la  Physique  ne  sont  ni 
vraies,  ni  fausses,  mais  approchées,  provisoires,  mais  de  plus  en  plus  pré*  ises 
et  plus  détaillées.  Les  philosophes  ne  doivent  pas  confondre  ces  lois  avec  des 
théorèmes  mathématiques. 

Mansion  [P.).  —  Le  prince  B.  Boncompagni.  (262-264). 


ANNALES  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  Dix-septième  année, 
1892-1893.  Bruxelles,  Schepens;  Paris.  Gauthier-Villars,  1893  (A.  pre- 
mière Partie;  B,  seconde  Partie). 

Mansion  (P-)-  —  Sur  la  fonction  gamma.  (A,  4-8)- 

En  rapprochant  divers  résultats  trouvés  par  Gilbert  et  Catalan,  l'auteur  par- 
vient à  établir,  d'une  manière  élémentaire,  pour  une  variable  réelle  ou  imagi- 
naire, les  formules  de  Weierstrass,  de  Slirling,  de  Gudermann,  de  Gilbert  et 
de  Binet. 

Vallée-Poussin  (C.  de  la).  —  Sur  l'intégration  des  équations 
différentielles.  (A,  8-12). 

Démonstration  de  l'existence  d'un  système  d'intégrales  à  partir  d'un  système 
de  valeurs  initiales,  par  un  procédé  analogue  à  celui  de  Peano  {Mathematische 
Annalen,  t.  XXXVII,  p.  182-188),  mais  beaucoup  plus  simple. 

Mansion  (P-)-  —  Sur  la  portée  philosophique  de  la  Métagéo- 
métrie.  (A,   1  2-16). 

Neuberg  (./.)  —  Sur  le  point  de  Gauss  de  n  points.  (A,  16-18). 

Goedseels  (E '.)  et  Mansion  (P-).  —  Sur  l'enseignement  •!<■  la 
Géométrie  descriptive.  (A,  5o-D2). 

Goedseels  (E.)  et  Mansion  (P.).  —  Sur  la  méthode  des  moindres 
carrés.   (A,  52-53). 

Mansion  (P.).  —  Rectification.  (A,  65-66). 

Goedseels  (E.).  —  Sur  une  modification  de  l'appareillage  des 
voûtes  en  pierre  de  taille.  (A,  67-69). 
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Mansion  (P.).  —  Sur  la  Trigonométrie  élémentaire.  (A,  6(j). 

Sahert  (F.  de).  —  Sur  le  théorème  de  l'addition  des  fonctions 
elliptiques  et  des  fonctions  h yperellip tiques.  (A,  70-79). 

Datordoir  (//.).   —  Sur  une  généralisation  possible  du   dernier 
théorème  de  Fermât.  (A,  81). 

Pasquier  (£*.)•  —  Sur  les  solutions  multiples  du  problème  des 
comètes.  (A,  8^-83). 

Ocagne  (d')-  —  Sur  les  instruments  et  machines  arithmétiques. 

(A,  84-86). 

Van  de/-  Mensbrugghe  (G.).    —  Réfutation  des  objections  du 
R.    P.    Leray  contre  la  théorie  de  la  tension   superficielle  des 

liquides.  (A,  91-97)- 

I  allée-Poussin  (Ch.-J.  de  là).  —  Sur  quelques  applications  de 
l'intégrale  de  Poisson.  (13,  1 8-34 )- 

Si  fx  et  Fx  sont  développables  en  séries  Irigonométriques  uniformément 
convergentes  et  ne  contenant  que  des  cosinus,  on  trouve  par  multiplication 
de  séries  et  intégration  d'autres  séries  ayant  pour  somme  les  intégrales 

A=    /       Fxfxdx,         R  —    !       F  xfx  cospx  d.r. 
•-'0  -'0 

Au  moyen  de  l'intégrale  de  Poisson,  l'auteur  montre  que  les  développements 
de  A  et  B  ainsi  obtenus  subsistent  même  quand  les  séries  de  Pourierpour  F  et 
f  ne  subsistent  plus;  il  suffit  que  les  fonctions  considérées  soient  intégrables; 
dans  certains  cas,  les  séries  ont  pour  sommes  A  et  B,  même  quand  V x  cl  fx 
sont  infinis. 

Goedseels  (C).  —  Etude  du  mouvement  d'un  corps  solide.  (B, 
35-58). 

De  Tilt [y.  —  Rapport.  (A,    \--\\\ 

Revision  de  la  tbéorie  habituelle:  l'auteur  examine  avec  soin  si  les  fonctions 
auxiliaires  introduites  dans  cette  théorie  ont  des  dérivées.  Dan9  1<-  Chapitre  I, 
il  démontre  ce  théorème  :  Si  les  trois  coordonnées  de  troi>  points  d'un  solide 
ont  des  dérivées  non  infinies  par  rapport  au  temps,  il  en  est  de  même  des 
coordonnées  de  tout  point  et  des  cosinus  directeurs  de  toute  droite  du  solide. 
Dans  le  Chapitre  II,  il  classe  et  étudie  les  mouvements  des  solides  dont  trois 
points  jouissent  de  la  propriété  précédente 
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Salvert  (F.  de).  —  Mémoire  sur  la  recherche  la  plus  générale 
d'un  système  orthogonal  triplement  isotherme.  Chapitre  \l. 
Applications,  Note  VI.  Autre  mode  de  détermination  des  inté- 
grales déjà  déterminées  dans  le  Chapitre  \  I.  (B,  io3-2~2). 

Humbert  (G.).  —  Rapport.  (A,  i-4). 

Détermination  par  deux  méthodes  différentes,  au  moyen  des  coordonnées 
tlierrnométriques,  de  l'intégrale  d'un  élément  de  volume  rfM,  quand  les  limites 
de  l'intégrale  sont  des  couples  de  quadriques  homofocales  de  famille  différente; 
puis  des  intégrales  de  (yz^^dM.,  et  de  x%  rf.M.  Centre  de  gravité,  plans 
principaux,  moments  d'inertie  principaux  de  ce  volume;  attraction  exercée 
sur  ce  volume  par  un  ellipsoïde  homogène,  particulièrement  dans  le  cas  où  les 
deux  centres  de  gra\ité  coïncident.  Les  calculs,  souvent  longs  et  compliqués, 
sont  exposés   avec  la  clarté  et  l'élégance  habituelle  de  l'auteur. 

Vallée-Poussin  [Ch.-J.  de  la).  —  Sur  les  applications  de  la 
notion  de  convergence  uniforme.  (A,  83-84,  B,  323-33o). 

L'auteur  établit  avec  rigueur  et  simplicité  les  propriétés  fondamentales  rela- 
tives à  la  dérivation  des  séries  et  des  intégrales  définies  en  partant  du  théorème 
suivant  :  Si  /(  n,  z  )  tend  uniformément  vers  une  limite  /(«,  -  )  quand  z  reste 
à  l'intérieur  d'une  aire  T,  /(  n,  z  )  étant  synectique  pour  les  valeurs  considérées 
de  n,  i°  f(v..  z  )  est  une  fonction  synectique  dans  l'aire  T:  2°  D?f(n,z)  tend 
uniformément  vers  T)^/(y:,  z). 


18e  année;  1894. 

Mansion  (P-)-  —  Sur  l'éliminant  de  deux  équations  algébriques. 
(A,  5-8). 

Goedseels  {E.).  —  Sur  la  mesure  du    temps   et  le  mouvement 
absolu.  (A,  8-10). 

Le  temps  des  astronomes  est  une   variable  qui    permet  de   faire  coïncider 
l'Univers  calculé  avec  l'Univers  réel. 

\' allée-Poussin  {Ch.-J.  de  la).  —  Sur  la  méthode  deNeumann 
pour  résoudre  le  problème  de  Dirichlet.  (1 1-1  2). 

Mansion    (P-).    —    Sur   les   raisons   données  par   Copernic,    en 
faveur  du  mouvement  de  la  Terre.  (A,  i2-t5). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  les  pressions  exercées  par 
les  liquides  en  mouvement  ou  en  repos.  (A.  16-22). 


%*i  fv< 
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Mans  ion  (P.).  —  Sur  une  opinion  de  Galilée  relative  à  horigine 

commune  des  planètes.  (A,   {6-49;  ()'»-Q2)- 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Démonstration  très  simple  de 
la  cause  commune  de  la  tension  superficielle  el  de  l'évaporation 

des  liquides.  (  A,  {<)-■">•'»  >. 

Ocagne  (M.  d').  —  Démonstration  îles  formules  relatives  à  la 
composition  des  lois  d'erreurs  de  situation  d'un  poinl  | > n I >l iées 
dans  les  Comptes  rendus  de  \'  académie  des  Sciences  de  Paris 
(5  mars  1894).  (A,  86-90). 

Mansion  (P-)-  —  Sur  une  opinion  de  Galilée  relative  à  la  cliutc 
des  corps.  (  \,  92-94). 

Vicaire  (E.).  —  Sur  la  constitution  physique  du  Soleil.  f  \.<,j 

I  icaire  {E.).  —  Sur  le  principe  de  l'inertie  et  sur  la  notion  du 
mouvement  absolu  en  Mécanique.  (  \.  <>-- 

Voir  seconde  Partie,  p.   j83-3io. 
Leray.  —  Sur  la  théorie  <lrs  phénomènes  capillaires.  (  \.  <)<)- 1 . 1 1  |. 

Critique,  sur  un   point  essentiel,  de  la  théorie  des  phénomènes  capillaires  de 
M.  Van  der  Mensbrugghe. 

Gilbert  {Pli.).  —  Sur  l'emploi  des  cosinus  directeurs  de  la  nor- 
male dans  la  théorie  de  la  courbure  des  surfaces.  (B,  1-2  j  . 

Vallée-Poussin  {Ch.-J.  de  la).  ■ —  Rapport.  (  \.  i-5). 
Salvert  {de).  —  Sur  l'addition  des   fonctions  hyperelliptiques. 
(B,  /,i-6o). 

Salvert  {de).  —  Mémoire  sur  la  recherche  la  pi  us  générale  d'un 
système  orthogonal  triplement  isotherme.  Introduction.  1  l!.  61- 

94). 

Introduction  historique,  analyse,    table   des  matières  el  err.it.  1  du    Mémoire 
dont  le  titre  \ient  d"ètrc  transcrit  el  qui  .1  été  publié  antérieurement  dans  les 
Annales  de  la  Société  scientifique.  Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  .i    prouvé  que 
la  solution  donnée,   par  Lamé,   au    problème  dont  il  s'oc<  upe  esl   compli 
qui    Lamé  n'a  pas  établi.  De  plu-,  il  .1  fail  diverses  applications  linnéc- 

diies  thermométriques  qui  prouvent  bien  leur  utilité. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  a*  série,  t.   \\III.  (Octobre  1899.)        K.i| 
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Duke  m   (P-)-   —  Fragments  d'un  cours  d'Optique.  (B,  o,5-i23). 

Essai  d'exposition  logique  «le  l'Optique,  sans  recourir  à  aucune  hypothèse 
sur  la  nature  de  la  lumière.  Le  premier  fragment  est  consacré  au  principe 
d'Huygens  :  i°  pour  un  milieu  homogène  illimité;  2°  à  la  surface  de  séparation 
de  deux  milieux.  Toutes  les  hypothèses  faites  dans  cet  exposé  de  l'Optique 
sont  énoncées  explicitement. 

Gilbert  (Ph.).  —  Recherches  sur  les  accélérations  en  général. 
Deuxième   Partie.    (Sur   les    accélérations    d'ordre   supérieur). 

(B,  200-282). 

Suite  d'un  travail  publié  en  1889,  dans  le  même  recueil,  t.  XIII,  deuxième 
Partie,  p.  261-iiô.  §7  :  Composantes  normale,  binormale  et  tangenlielles  de 
l'accélération  d'ordre  quelconque,  en  coordonnées  rectilignes  ou  curvilignes; 
§8  :  Application,  i°  au  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan;  §  9-10 
20  au  mouvement  d'un  solide  ayant  un  point  fixe;  §  11  :  Accélérations  dans  les 
mouvements  relatifs;  §  1"2  :  Cas  où  le  système  de  comparaison  est  animé  d'un 
mouvement  de  translation;  §  13  :  Applications  diverses. 

Vicaire  (E.).  —  Sur  la  réalité  de  l'espace  et  le  mouvement  absolu. 
(B,  283-3to). 

Développement  d'une  idée  indiquée  plus  haut.  Historique  :  Newton,  Euler, 
Kant,  Neumann,  Streintz.  Le  principe  de  l'inertie  dont  plusieurs  expériences 
célèbres  (pendule  de  Foucault,  gyroscope,  etc.,)  attestent  le  caractère  absolu, 
c'est-à-dire  l'indépendance  vis-à-vis  du  système  des  étoiles  fixes,  conduit,  selon 
l'auteur,  à  la  notion  d'un  espace  absolu.  Voici  la  conclusion  de  ce  travail  : 
«  11  faut  placer  en  tète  de  la  Scienee  mécanique  l'hypothèse  d'un  espace  réel, 
auquel  se  rapporteraient  essentiellement  les  mouvements  de  la  matière  et 
par  rapport  auquel  s'appliquerait  d'une  façon  primordiale  le  principe  de 
l'inertie....  Cet  espace  (réel)  doit  être  fini.  »  Dans  le  système  contraire,  les 
théorèmes  sur  l'énergie  n'ont  aucun  sens. 

19e  année;  189"). 

Mansion  (P-)-  —  Démonstration  élémentaire  de  la  relation  qui 
lie  les  deux  intégrales  eulériennes.  (A,  i-4). 

Goedseels  {E '.).  —  Démonstration  du  théorème  de  Jacques  Ber- 
noulli,  en  Calcul  des  probabilités.  (A,  ^-~). 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  une  analogie  très  impor- 
tante entre  la  constitution  des  solides  et  celle  des  liquides.  (A, 
8-11). 

Pasquier  (E.).  —  Sur  les  principes  de  la  (Mécanique  rationnelle. 

(A,  46-56). 
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Corrections,  additionset  généralisations  des  résultats  donnés  par  M.  Mansion 
{Annales  de  la  Soc.  scient.,  t.  XVI  ;  1892);  M.  Pasquier  suppose  que  les 
équations  de  liaison  puissent  contenir  les  dérivées  premières  et  secondes  des 
coordonnées  par  rapport  au  temps. 

Mansion  (P-)-   —  Sur  l'inutilité  de  la  considération  de  l'espace 
dit  réel,  en  Mécanique.  (A,  56-58). 

Vicaire  (E.).  —  Sur  la  réalité  de  l'espace.  (A,  1  i3-i  i<>  >. 

M.  Mansion  soutient  que  la  Mécanique  s'occupe  nécessairement  de  mouve- 
ments relatifs;  M.  Vicaire  défend  la  thèse  inverse.  Cette  discussion  a  continué 
en  1896. 

Vallée-Poussin  (Ch.-J.  de  la  \.  —  Sur  les  formes  quadratiques 
binaires.  (A,  59-60). 

Van  cler  Mensbrugghe  (G.).  —  Sur  la  pression  capillaire  exercée 
par    une   couche    superficielle    courbe.    Réponse   à   M.    Leray. 

(A,  60-64). 

Leray.  —  Observations  sur  cette  Note.  (A,  1  17-120). 

1  an  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Réponse.  (A,  120-121). 

Ocagne  (</')•  —  Sur  la  courbure  du  contour  apparent  d'une  sur- 
face. (A,  99-10.). 

Voir  Mathesis,  i8o,5.  Supplément   Y,  p.  1-'. 

Mansion  (P-)-  —  Sur  renseignement  élémentaire  de  l'Algèbre  en 
16-6.  (A,  ioi-ioo). 

Voir  Mathesis,  1895,  Supplément  V,  p.  3-6. 

Vallée-Poussin  {Ch.-J.  de  la).  —  Sur  les  fractions  continues  et 
les  formes  quadratiques.  (A,    11  i-ii3). 

Les  fractions  continues  à  dénominateurs  entiers  négatifs  -"ht  très  utiles  en 
théorie   des  nombres:    leur   emploi   permet  de  simplifier  plusieurs  recherches 

difficiles. 

Vallée-Poussin  (Ch.-J.  de  la).   —  Sur  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne. (A,  7  ;  13,  17-26  ). 

De  Tilly.  —  Rapport  sur  ce  Mémoire.  \  \.   (5-46  . 
Soir  Mathesis,  i8g5,  Supplément  \.  p,  6-16. 
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Duhem  (P.  .  —  Fragments  d'un  cours  <1'<  optique,  i  li,  27-9  j  1. 

L'ancienne  Optique  d'Euclide,  Ptolemée,  Descartes,  Newton,  a  pu  donner  une 
théorie  tic  la  réflexion,  de  la  réfraction,  de  lu  dispersion;  l'Optique  d'Huygens, 

une  théorie  de  la  double  réfraction:  celle  de  Young  une  tliéorie  des  interfé- 
rences et  de  la  diffraction.  L'auteur,  après  un  coup  d'œil  sur  l'Optique  ancienne, 
expose  l'Optique  de  Young,  en  supprimant  toute  hypothèse  sur  la  nature  de  la 
lumière.  Pour  lui,  la  lumière  n'est  qu'une  qualité  et  l'Optique  physique  un 
système  d'équations  symboliques  dont  le  Lut  est  de  figurer  et  non  d'expliquer 
réellement  les  caractères  que  l'analyse  expérimentale  nous  signale  en  cette 
qualité. 

Mansion  (P.).  —  Relations  entre  les  distances  de  cinq  ou  six 
points  en  Géométrie  euclidienne  et  en  Géométrie  non  eucli- 
dienne <  B,   1 89- 1 96). 

m."  année,  1896. 
Leray.  —  Sur  la  nature  de  l'espace.  (A,  i-'m. 

I  icaire  (E.).  —  Observations  sur  cetle  Note.  (A,  6.-7). 

M.  l'abbé  Leray  suppose  que  l'espace  est  un  être  réel  et  passif,  M.  Vicaire 
un  être  réel  et  actif. 

Mansion  {P.).  — Analyse  de  l'Ouvrage  d'Engel  et  Stàckel  sur 
l'histoire  de  la  théorie  des  parallèles.  |  A,  7-8). 

Vicaire  (E.).   —   Observations   sur  une  Note   de   M.    Mansion. 

\.  8-19  1. 

Mansion  (P.).  —  Réponse.  (A.  19-9.0). 

Goedseels  (/:'.>.  —  ^)te.  (A,  20-21). 

Vicaire  (E '.).  —  Sur  la  nécessité  du  mouvement  absolu  en  Méca- 
nique. (A,  46-55). 

Mansion  (P-)-  —  Réponse.  1  A.  56 

Vicaire  (E.).  —  Observations  critiques  sur  les  Leçons  de  Méca- 
nique de  Kirchhoir.  (A,  96-99). 

Développements  relatifs  à  une  discussion  sur  les  principes  de  la  Mécanique 
analysée  antérieurement.  M.  Mansion  sépare  la  Mécanique  rationnelle  delà 
Mécanique  physique:  M.  Vicaire  préfère  réunir  ces  deux  sciences. 
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Vallée-Poussin  (Ch.-J.    de  la).   —   Sur   la   série  de  Lambert. 

(A,  56-62). 

Sommation  de  cette  série  par  des  intégrales  portant  sur  les  fonctions  thêta, 

snw  ou  pu. 

Mansion  (P-)-  —  Une  nouvelle  forme  de  la  relation  entre  les  dis- 
tances de  cinq  points  en  Géométrie  non  euclidienne.  (A,  6-2-63). 

Cette  relation  est  \xi,yi,  zn  u.,  o\  =  o(i"  =  1,  2,  3,  4>  '  )•  ■',•  '  •  ~,  représentant 
les  sinus  des  distances  du  point  i  à  trois  plans  coordonnés,  ui  le  cosinus  de  lu 
distance  à  l'origine. 

Duhem  (P.)-  —  Fragments  d'un  cours  d'Optique.  Troisième 
fragment.  L'Optique  de  Fresnel.  (B,  2n-io5). 

Suite  du  travail  analysé  [dus  haut.  Dans  un  Chapitre  préliminaire,  l'auteur 
montre  comment  l'Optique  de  Young  est  insuffisante  [mur  expliquer  les  phéno- 
mènes de  réflexion  et  de  réfraction  à  la  surface  de  séparation  de  deux  milieux 
homogènes  transparents  isotropes;  il  recourl  donc  à  un  système  plus  parfait, 
celui  de  Fresnel,  pour  expliquer  ces  phénomènes  et  ceux   de  la   polarisation; 

il   fait  remarquer   aussi  que  l'on    | rrait  rec "ir  pour  cela  au  système  de 

Mac-Cullagh  et  Fr.  Neumann.  Enfin,  s'il  s'agissait  de  milieux  anisotropes,  im- 
parfaitement transparents,  il  faudrail  imaginer  d'autres  systèmes  encore.  La 
conclusion  des  trois  fragments  est  celle-ci  :  On  peut  construire  une  Optique 
rationnelle  sans  faire  aucune  hypothèse  sur  la  constitution  intime  des 
milieux  transparents,  ni  sur  la  nature  de  la  lumière. 

Lechalas  (G.).  —  Identité  des  plans  de  Riemann  el  des  sphères 
d'Euclide.  (B,  167-1 77  . 

Mansion  (P-)-  —  Sur  la  non-identité  du  plan  riemannien  el  de  la 

sphère  euclidienne.  (B,  17S-1 

Les  deux  contradicteurs  sont  d'accord  sur  ce   point  :  le  plan    riemannien  a 
les  mêmes  propriétés  intrinsèques  que   la  sphère  euclidienne;   les   pro] 
autres  diffèrent.  Le  désaccord   ne  porte  probablement  que  sur  une  question  de 
définition. 

Vallée-Poussin  (Ch.-J.  de  le  1.  —  Recherches  analytiques  sur  la 
théorie  des  nombres  premiers.  I.  La  fonction  ;(s)  de  Riemann 
el  les  nombres  premiers  en  général.  11.  Les  fonctions  de  Di- 
richlet  et  les  nombres  premiers  de  la  forme  linéaire  M./'  V 
111.  Les  formes  quadratiques  de  déterminant  négatif.  (B,  i83- 
2  56  ;  2  8i-36 2  ;  363-3  <  »  7 . 

Jordan  (C).  —  Rapport  sur  la  première  Partie.  (A,  91-1 
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Vallée-Poussin   (('//.-./.  de  la). —  Sur  la  deuxième  et  la   troi- 
sième Partie.  (A.,    100-101). 


MATHESIS,  recueil  mathématique  a  l'usage  des  écoles  spéciales  et  des 
ÉTABLISSEMENTS  D'INSTRUCTION  MOYENNE,  publié  par  P.  Mansion  el  /.  Neu- 
berg,  Gand,  lloste;  Paris,  Gauthier-Villars,  1 8g3. 

3e  série,  t.  III,  189'î. 

Balitrand.   —  Sur  les  courbes  du  quatrième  ordre  qui  ont  trois 
points  doubles  d'inflexion.  (5-g  ). 

Mandart.  —  Sur  un  nouveau  groupe  de  trois  paraboles.  (io-i3). 

Servais  (CL).  —  Une  propriété  des  quadriques.  (i4-i5). 

Meurice  (L.).  —  Sommation  des  sinus  et  des  cosinus  d'angles  en 
progression  arithmétique.  (19-20). 

Prime  (Mme).  —  Sur  le  cercle  orlhocentroïdal.  (33-36). 

Mansion  (P-).  —  Sur  la  formule  de  Leibniz.  (36-39). 

Barba)  in.  —  Théorèmes  sur  les  courbes  et  les  surfaces  du  second 
ordre.  (60-62). 

Neuberg  (J.)  et  Mandart  (fi.).  —  Sur  l'hyperbole  de  Feuer- 
bach.  (81-89). 

Il  asteels  (J-).  —  Propriétés  de  deux  triangles.  (89-90). 

Catalan.  —  Sur  l'équation 

(a?2-+-j2-+-  ~2)  (.r'2-i-y--t-  a'2)  =  «2-+-  e2-f-  w2. 

(io5-io6). 

Kluyver  (J.-C).   —   Sur  les  deux  paraboles  circonscrites  à  un 
quadrangle  donné.  (1 06-1 12). 

Servais  (CL).  —  Sur  les  coniques  homofocales.  (129-1  •'>  iV 
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Delbœuf  (J.).   —  Sur  les  premières  propositions  concernant  le 
plan,  (i 34- 136). 

Neuberg  (./.).  —  Une  propriété  <J«-s  quadriques   homofocales. 

(.36)'. 

Laisant  (C.-A.).  —  Sur  une   fonction  représentative  des  coeffi- 
cients du  binôme,  (i  53-i  54)  - 

Bertrand  (E.).    —  Note  sur  quelques   propriétés   du  triangle. 

(i  55-i  62). 

Rocquigny   (G.    de).    —   Questions    d'Arilhmologie.  (112-114, 
164-160). 

Neuberg  (J.)  et  Longchamps  (G.  de).  —  Théorème  d'Arithmé- 
tique. (  1  ?>-,    168-169). 

Ccsarô  (E.).  —  Question  de  Géométrie  infinitésimale.  (1  --- 1 83). 

Servais  (CL)  et  Neuberg  (J.).  —  Sur  les  quadriques  homofocales. 

(186-187). 

Cesaro  (E.).  —  Sur  quelques  théorèmes  de  MM.  Fouret  et  Jamet. 

(21  7-222). 

Meurice  (L.).  — ■  Questions  de  Mécanique.  (222-223,  2  i>-2  î  j   . 
Mansion  (P)-  —  Limite  ou  génératrice.  (225-228). 

Cesarô  (E.).   —  Démonstration   d'un   théorème  de  M.  Appell. 

(24i-243). 

Neuberg   («/.).    —    Sur  les  lignes   de  courbure  dp  l'ellipsoïde. 

(244-246). 

Gelin  (E.).  —   Condition  pour  que  deux  équations  du  second 
degré  aient  une  racine  commune.  (265-269). 

Articles  divers,   questions  résolues,    questions    d'examen,    ques- 
tions proposées,  bibliographie (passim). 
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Suppléments. 

J.     \ cuber g  (■-/•).    —   Rayon    de  courbure    de  certaines  courbes 

])luii('S.    I  I  3    |).  ). 

Ce  travail  est  extrait  des  Bulletins  de  l'Académie  royale  de  Belgique, 
3°  série,  t,  XXV,  n°  i,  p.  ';7i-">s,->:  i8g3. 

II.   De  Tilly  (J.-M.).  —  Essai  de  Géométrie  analytique  générale. 

(80  p.).   " 

Ce  travail  est  extrait  des  Mémoires  de  l'Académie  royale  de  Belgique, 
collection  in-8°,  t.  XL\  II. 

■>e  série,  l.  IV.  i8g3. 
Jamet  (  \  .).  —  Sur  le  théorème  de  d'Alembert.  ( 5- 1 4 ) - 

Il  s"u gi t  du  théorème  classique  :  <■  Toute  équation  algébrique,  à  coefficients 
réels  ou  imaginaires,  a  une  racine  réelle  ou  imaginaire.  »  L'auteur  s'est  ins- 
piré de  la  méthode  suivie  par  Briot  et  Bouquet  pour  démontrer  l'existence  de 
l'intégrale  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre  et  pour  en  déduire 
l'existence  des  fonctions  implicites.  Soit 

(a)  /(-s)  =  zm+  «,;"'-'  h-  a,  zm ---+-. .  .+  am_iz  =  a 

l'équation  donnée.  M.  Jamet  admet  que  le  théorème  est  vrai  pour  toute  équa- 
tion algébrique  de  degré  m  —  1  et  que  par  conséquent  une  telle  équation  a 
m  —  1  racines,  distinctes  ou  non;  en  particulier,  on  peut  supposer  que  l'équa- 
tion dérivée  f  ( z )  =  0  a  m  — 1  racines.  L'auteur  prépare  l'équation  (1)  en 
montrant  que.  si  p  désigne  le  module  d'une  quelconque  des  racines  de  l'équa- 
tion dérivée,  on  peut  toujours  faire  les  deux  hypothèses  suivantes  :  1°  module 
a  <C  r,'":  20  am_,  différent  de  0,  de  telle  sorte  que  l'équation  /'(s)  =  o  n'a  pas 
de  racine  nulle.  Cela  posé,  il  établit  l'existence  d'une  fonction  .=  de  la  variable  t, 
assujettie  aux  conditions  suivantes  :  Quand  le  point  t  se  dirige  en  ligne  droite 
du  point  0  vers  le  point  a,  la  fonction  z  vérifie  l'équation /(s  )  =  t,  et  reste 
finie  et  continue  quand  le  point  t  décrit,  sur  sa  trajectoire,  une  certaine  lon- 
gueur. Or,  cette  longueur  dépasse  toujours  le  module  de  a;  de  l'existence  de 
la  fonction  s  on  conclut  le  tliéorème  de  d'Alembert. 

Pirondini  1  G.).    —    Sur  une    famille  remarquable  de  courbes. 
(14-18).    ' 

Mansion  (P.)-  et  Neuberg  («/•)•  —  Eugène-Charles  Catalan.  (33). 

E.-C.  Catalan,  né  à  Bruges  en  i8i4i  esl  morl  à  Liège  le  \\  février  1894. 
Entre  ses  nombreux  Mémoires  il  faut  citer  ses  Recherches  sur  quelques  pro- 
duits infinis  et  son  Mémoire  sur  les  polyèdres  semi-réguliers. 
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Mangeot  (S.).   —  Sur  deux  classes  de  surfaces  qui  se  corres- 
pondent. (34-36). 

Mansion  (P-)-  —  Ernest-Edouard  kunnuer.  (4o-4^). 

Cesarù  (A'.).    —   Sur  nue   proposition    fondamendalc   du   calcul 
asymptotique.  (5*7-62). 

L'intégrale  de  f(x,  t)clt,  prise  entre  les  limites  a  el  b,  esl  une  fonction  de  a; 
que  nous  représenterons  par  |  c/,  &].  Si  cette  fonction  croit  à  l'infini,  lorsque 
x  lend  vers  ,r0,  on  peut  construire  une  infinité  de  fonctions  \  c ,.  ù,  |,  |  a,,  ù2],  ... 
indéfinirnenl.  croissantes  pour  x  =  xv,  et  telles  que,  pour  //  infini,  an  et  bn 
tendent  vers  une  limite  tu.  Il  peut  se  faire  qu'il  \  ait  plusieurs  nombres  tels 
que  te,  il  peut  même  arriver  qu'il  y  en  ail  une  infinité;  mais  lorsqu'il  est  pos- 
sible d'en  isoler  un,  te,  on  peut  affirmer  que  toute  partie  |  2.  p]  de  l'intégrale 
[a,  b],  prise  autour  de  /„.  jouit  de  la  propriété  de  devenir  infinie  pour  a;  =  a;,. 

Cela  étant,  supposons  que  pour  les  intégrales 


F(^)=/     f(x,t)dt,        G(x)  =  j     g{x,t) 


dt 


aux  éléments  positifs,  il  n'existe  qu'un  seul  et  même  nombre  t0  ;  en  admettant 
que  le  rapport  de  f(x,t)  à  g(x,  t)  tende'  uniformément  vers  une  limite 
/.(.r)  quand  t  tend  vers  t0,  on  a  lim .»  — .r„[  P(x)  :  G  (x)  ]  =  lim k(x)  =  A". 
Applications  aux  séries.  Valeur  asymptotique  de  la  série  ajx -h  avr ■-.- . .  ■  aux 
environs  de  x  =  1,  où  elle  devient  divergente  eu  supposant  quea,,a2,  . . .  soient 
des  entiers  positifs  dont  on  connaît  la  fréquence.  Expression  asymptotique  de 
la  série  elliptique  i-t-  iq  -+-  ?q' -+-  '.?7a-t-  .  ■  -,  de  la  fonction  de  Catalan  : 

q  +  q"-  -1-  q''  -f-  qs  -+-  q"''-i-  .  ■  . 

de  la  série  de  Lambert.  En  terminant,  l'auteur  montre  que  le  cas  de  plusieurs 
nombres  tB,  l0  t2,  . . .,  en  nombre  lini,  se  ramené  au  cas  d'un  seul  nombre. 

Balilrand.   — -  Applications  d'un  théorème  de  Chasles.   (62-67, 
8i-84). 

Dauge  {F.).  —  Conditions  pour  qu'un  système  de  trois  axes  soit 
trirectangle.  (80-87). 

Celte  question  a  fait  l'objet  d'une  Note  de  M.  Vppell  (  Vouvelles  Anna/es  de 
Mathématiques,  février  t8o4).  M.  Dauge  en  présente  ici  une  solution  plus 
élémentaire  et  aussi  simple. 

Bricard(R.).  —  Quelques  systèmes  de  tiges  articulées.  (1 1  1-1 1  i). 

Gob  (A.).  —  Rayon  de  courbure  d'une  conique.  !  i33-i3  i  >. 

Longchamps  (6r.  de).      -  Sur  1rs  strophoïdales.  1  1  >8-i  i  1 
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Lemoine  {E.).  —  Notes  sur  la  Géométrie  du  triangle,  (i 53- 1 58). 

Balitrand.  —  Un  problème  sur  les  courbes  gauches.  (109-161). 

Neuberg  (J-).  —  Sur  les  wronskiens.  (16 

Si  \Y(y,x;,  a,  v)  désigne  le  wronskien  de  quatre  fonctions  de  x,  on  a 
W(ay,  az,au,  av )  =  «4W(^,  z,  u,  v),  a   désignant   une    fonction    quelconque 

de  x.  Si  l'on  fait  a  =  ->  on  retrouve  une  propriété  signalée  par  M.  A.  De- 
moulin  {Mathesis,  t.  IX,  p.  i36).  Soient  V.  Z.  U,  V  re  que  deviennent 
y,  z,  u,  v  par  la  substitution  x  =  ç(  t),  on  a 

W(T)ZiU,V,)=T«(OW(7)î,biO. 

Cesarô  {E.).  —  Sur  l'évaluation    approchée  d'une  série  ellip- 
tique. (177-180). 

Calcul,  par  une  méthode  purement  algébrique,  de  la  valeur  asymptotique  de 
la  série  1  +  2^+29'+  2j9  +  ...,  pour  des  valeurs  de  q  très  voisines  de 
l'unité. 

Mansion  (P.).  —  Sur  le  principe  fondamental  de  la  Géométrie 
riemannienne.  (i8o-i83). 

Verbessem  (L.).  —  Quelques  propriétés  des  coniques  se  ratta- 
chant à  la  théorie  des  transformations.  (184-190). 

Gelin  {E .).  —  Note  sur  la  relation 

i3 -4-  23-+-  ...  -+-  n3  =  (  1  —  2  —  ...  —  n  )3. 

(220-222). 

Neuberg  («/•)•  —  Sur  le  cercle  oscillateur  à  une  conique.  (aa3- 

224). 

Mandart  (H.).  —  Sur  une  hyperbole  associée  au  triangle.  (a4i- 

245). 

Cesarô  (E.).  —  Nouvelle  propriété  caractéristique  des  courbe* 
de  Bertrand.  (260-268). 

Si  une  courbe  gauche  est  telle  qu'une  droite  I)  invariablement  liée  à  son 
trièdre  principal  reste  normale  aux  trajectoires  de  tous  ses  points,  elle  est 
nécessairement  une  courbe  de  Bertrand,  à  moins  que  la  droite  D  ne  soit  nor- 
male à  la  courbe  ou  située  dans  le  plan  rectifiant  el  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente, auquel  cas  la  courbe  gauche  peut  être  quelconque 
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Neuberg  (J.).  —  Sur  quelques  quadrilatères  spéciaux.  (268-271). 

2e  Série,  t.  Y  ;  [8g5  (t.'XV  de  la  collection). 

Tarry  (G.).  —  Sur  l'axe  d'homologie  du  triangle  fondamental  et 
du  triangle  de  Brocard.  (0-7). 

Desaint.  —  Sur  une  certaine  enveloppe.  (8-i  11. 

Hermite  (Ch.).  —  Sur  l'équation  bicarrée.  (1  1-12). 

\  l'expression  classique  des  racines  do  l'équation  x^  +  px^-h  q  =  o  il  semble 
nécessaire  de  joindre  la  suivante 


U 1/— p-v-^q  +  y—p  —  Wqj- 


afin  d'avoir,  lorsque  q  est  un  carré,  deux  radicaux  séparés  au  lieu  de  deux  ra- 
dicaux superposés. 

Neuberg  (•/•)•  —  Sur  un  théorème  de  Poncelet.  (1 3-i 5). 

Élégante  démonstration  du  théorème  de  Poncelet  concernant  le  système  de 
deux  coniques  telles  qu'il  exisle  une  infinité  de  triangles  inscrits  à  l'une  et 
circonscrits  à  l'autre.  Relations  entre  les  coordonnées  d'un  sommet  d'un  de  ces 
triangles  et  les  coordonnées  du  point  de  contact  du  côte  opposé. 

Nauticus  et  Meurice.  —  Sur  un  théorème  d'Arithmétique.  ('■'<-- 

42,  64-68). 

Démonstrations  du  théorème  suivant,  dont  la  première  partie  avait  été 
énoncée  hypothétiquement,  par  M.  Laisant,  dans  V Intermédiaire  des  Mathé- 
maticiens (question  n°  400). 

Soient  n  -4-  1  la  base  d'un  système  de  numération,  et  N  =  123  . . .  n  le  nombre 
formé  par  les  chiffres  significatifs,  écrits  dans  leur  ordre  naturel.  Le  produit 
XN  de  N  par  l'un  quelconque  de  ces  chiffres  :  r  les  contient  tous  une  seule 
fois  chacun,  si  1  est  premier  avec  n;  2°  il  n'en  contient  que  quelques-uns  avec 
le  zéro  en  sus,  qui  s'y  répète  périodiquement,  si  a  n'est  pas  premier  aveen;  le 
zéro  l'ait  alors  partie  de  la  période. 

Barisien  (E.-N.),  Déprez,  Tzitzeica.  —  Résumé  des  propriétés 
concernant  les  triangles  d'aire  maximum  inscrits  dans  l'ellipse. 

(42-45,  8.-8;;). 

Neuberg  (./.).  —  Sur  quelques  coniques  du  plan  <\'un   triangle. 
(6o-63). 

Droz-Farny.  —  Note  sur  un  article  de  Mathesis.  |  226-227). 

Contributions  à  la  nouvelle  Géométrie  du  triangle. 
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Mans  ion  (P.)-  —  Sur  les  premiers  principes  de  la  Métagéométrie 
el  de  la  Géométrie  riemannienne.  (63-64). 

Spijker  (Ch.).  —  Sur  un  groupe  de  coniques  inscrites  ou  cir- 
conscrites à  un  triangle.  (io5-iii). 

Cette  Note  reprend  par  l'analyse  un  grand  nombre  de  théorèmes  démontrés 
par  MM.  Neuberg  et  Schoute  dans  le  Mémoire  présenté  au  Congrès  de  Marseille 
en  1891  :  Généralisation  d'un  problème  connu.  Elle  contient  également  beau- 
coup de  résultats  propres  à  l'auteur. 

Barbette  (■£*•).  —  Sur  la  sommation  des  puissances  semblables 
des  n  premiers  nombres  triangulaires.  (1  1  1-1 12). 

Barisien  (E.-N.).  —  Propriétés  des  cercles  de  Chasles.  (129-134, 
1 58-i63,  241-249)- 

Mandait  {H.).  —  Sur  les  centres  isogones.  (i53-i55). 

De  Tilly.  —  Sur  les  valeurs  principales  des  radicaux.  (  1  -  -  - 1 8  3 . 

2  I  ^-223). 

Gob  (A.).  —  Sur  les  courbes  algébriques.  (i83-i8j  >. 

Longchamps  (G.  de).  —  Sur  un  cas  remarquable  des  transfor- 
mations centrales.  (186-191). 

Meurice  (L.).  —  Sur  une  transformation  centrale.  (191-193). 

Neuberg-  («/.).  —  Solution  de  la  question  de  Malbématiques  élé- 
mentaires posée,  en  1890,  au  concours  de  l'Agrégation  des 
Sciences  matliématiques.  (224-226  (-. 

Notes  mathématiques  diverses  ;  extraits  des  recueils  périodiques  : 
bibliographie;  questions  résolues;  questions  d'examen;  questions 
proposées;  rectifications  (passirn). 

Table  des  matières.  (281-288). 

Supplément  I. 

Poulain  (A.).  —  Le  stang-planimètre.  (1-10). 

Dans  cet  article,  extrait  du  Cosmos  du  i5  décembre  1S91,  l'auteur  donne  une 
théorie  précise  du  stang-planimètre  du  capitaine  danois  Prytz  et  calcule  le 
maximum  de  l'erreur  qu'il  comporte. 
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Supplément  II. 

H  ermite  (C/i.).  —  Sur  les  nombres  de  Bernoulli.  (Extrait  du  Con- 
grès scientifique  international  des  catholiques,  t.  VII, 
p.  5-n).  (1-7). 

Dans  cette  courte  Note,  l'éminent  géomètre  démoaire  d'une  manière  simple, 
par  l'emploi  de  certaines  notations  symboliques,  diverses  relations  entre  les 
nombres  de  Bernoulli  et,  en  particulier,  deux  formules  obtenues  autrefois  par 
Malmslen,  au   moyen  du  Calcul  intégral. 

Voici  un  aperçu  de  la  méthode  suivie  par  M.  Hermite.  On  peut  écrire 

=  4  -^. 


ex  —  1        x 
„       „         \xx       \a!2 

I  I  .  • 

oii  l'on  suppose 

\=i.         X,  =  — Bp         ....         X2.=  o,         iX«_,=  (—  i)'"'B,i 
B,,  R désignant  les  nombres  de  Bernoulli.  <>n  déduit  de  là 

1  = (ec— 1    S, 

•  x  2 

En  exprimant  que  le  coefficient  de  x"  est  nul  dans  le  second  membre,  on 
trouve  la  relation  symbolique 

(X-+-iy— x»  =  —=—, 

K+l 

équivalente,  quand  n  est  impair,  à  l'une  des  formules  de  Malmslen.  On  établit 
l'autre  formule  du  géomètre  suédois  en  parlant  de  la  relation 

€x ! 

g(2M-l)*_  e  —   , 

X 

facile  à  établir  et  d'où  l'on  conclut 

(2X  +  ï)»-h(2»-l)V=  — —  • 

II  -t-  1 

M.  Hermite  fait  ensuite  connaître  des  relations  plu-  générales  qui  contien- 
nent (m  —  1)  ou  m  nombres  de  Bernoulli  à  partir  du  miia". 

Mansion  (P.)-  —  Essai  d'exposition  élémentaire  des  principes 
fondamentaux  de  la  Géométrie  non  euclidienne  de  Riemann. 
(Extrait  du  Congrès  scientifique  international  des  catho- 
liques, t.  VII,  p.   ii-25).  (8-21). 

L'auteur  admet  comme  point  de  départ  les  deux  propositions  :  1"  Dans  l'es- 
pace riemannien,  deux  droites  se  rencontrent  deux  fois,  en  deux  points  donl 
la  distance  est  toujours  la  même,  quel  que  soit  le  couple  de  droite*  considéré; 
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2*  Dans  un  triangle  rieniannien,  la  somme  des  trois  angles  est  supérieure  à 
deux  droits.  Il  déduit  de  là.  par  des  raisonnements  élémentaires,  la  formule 
fondamentale  de  la  Géométrie  riemannienne,  savoir  : 


i(")  =  cos(£)c< 


a,  b,  c  étant  respectivement  l'hypoténuse  et  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  r 
la  constante  riemannienne.  Les  démonstrations,  sauf  sur  un  poinl.  sont  calquées 
sur  celles  de  Gérard  relatives  à  la  Géométrie  lobatchefskienne  (.Xoiaelles 
Annales  de  Mathématiques,  février  i8o,3). 

Poulain  (A.).  —  Quelques  propriétés  angulaires  des  cercles. 
(Extrait  du  Congrès  scientifique  international  des  catho- 
liques, t.  YY\,  p.  0.6- 34).  (22-20). 

Dans  cette  Note,  l'auteur,  d'une  manière  simple  et  naturelle,  établit  le  théo- 
rème suivan',  dû  à  M.  Darboux,  dans  sa  partie  essentielle  :  Etant  donnés  trois 
cercles  (A,  a),  (B,  b),  (C,  c)  ayant  respectivement  pour  centres  les  point ~  \, 
B,  C,  pour  rayons  les  longueurs  a,  b,  c,  soient  S  leur  centre  radical,  p-  la 
puissance  commune  de  S  par  rapport  aux  trois  cercles  :  i°  A  tout  cercle  (oj,  ;) 
qui  coupe  les  trois  premiers  sous  les  angles  a.  jï,  y  en  correspond  un  second 
(«',  ;')  jouissant  de  la  même  propriété  et  réciproque  du  premier,  par  rapport 
à  S,  la  puissance  d'inversion  étant/?2;  2°  Leur  axe  radical  leur  est  commun 
avec  le  cercle  (S,  p)  orthogonal  aux  trois  premiers;  3°  Cet  axe  est  l'un  des 
quatre  axes  de  similitude  de  trois  cercles  auxiliaires  concentriques  aux  pre- 
miers et  de  rayon  acosot,  ècos^,  ccosy.  Ce  théorème,  avec  sa  réciproque  et 
ses  conséquences,  permet  de  résoudre  le  problème  :  Construire  un  cercle  qui 
coupe  trois  cercles  donnés  suivant  des  angles  donnés.  Les  cas  limites  où  les 
cercles  se  réduisent  à  des  points  ou  à  des  droites  sont  examinés  avec  soin. 

Supplément  Ilf. 

Mansion  (P.).  —  JNotice  sur  les  recherches  de  M.  de  Tillv  en 
Métagéoinétrie.  (Extrait  de  la  Revue  des  questions  scienti- 
fiques, t.  XXXVII,  p.  584-5g5).  (1-12). 

Analyse  des  Ouvrages  suivants  :  Recherches  sur  les  éléments  de  Géométrie 
(1860),  Études  de  Mécanique  abstraite  (1868),  Essai  sur  les  principes  fon- 
damentaux de  la  Géométrie  et  de  la  Mécanique  (1878),  Essai  de  Géométrie 
analytique  générale  (i8g3)  et  de  quelques  opuscules  de  M.  de  Tilly.  Nom- 
breuses notes  bibliographiques  sur  la  Mélagéométrie. 

Demoulin  (A.).  —  Analyse  du  livre  intitulé  :  La  Géométrie  réglée 
et  ses  applications,  par  G.  Kœnigs.  (12-1 5  >. 

Supplément  IV. 
j\!euberg   (J-)-    —  x\nalvsc  de  la  Synopsis  der  hoheren  Mathe- 
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matik   von  J.-G.   Hagen,   Band  II.   (Extrait  de  la  Revue  des 

questions  scientifiques,  l.  XXXVIÏ,  p.  ;m)6-6o3).  (1-8). 

Supplément  Y. 

Ocagne  (jd').  —  Sur  la  courbure  du  contour  apparent  d'une  sur- 
face. (Extrait  des  Annales  de  la  Société  scientifique  de 
Bruxelles,  1890,  t.  XXX,  première  Partie,  p.  99-101).  (1-2). 

Démonstration  très  simple  de  la  formule  connue. 

M  ans  ion  (P-).  —  Sur  l'enseignement  élémentaire  de  l'Algèbre  en 
1676,  d'après  l'Euclide  de  Henrion.  (Extrait  des  Annales  de 
la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  XTX,  première  Partie, 

p.  ioi-io5;  1895).  (3-6). 

L'auteur  n'emploie  que  les  signes  -t-,  —,  V»  Pu's  une  notation  spéciale  pour 
les  exposants;  cependant  au  fond  son  Algèbre  est  identique  à  la  nôtre. 

Vallée-Poussin  (Ch.-J.  de  la).  —  Sur  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne. De  Tilly,  rapport  sur  cette  Note.  (Extrait  des  Annales 
de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  XIX,  deuxième 
Partie,  p.  17-26;  1890  ;  première  Partie,  p.  7,  45-4^)-  (6-ij; 
16). 

L'auteur  établit  les  formules  fondamentales  des  trois  Géométries,  euclidienne 
lobatchefskienne,  riemannienne,  en  partant  de  ce  postulat  :  les  triangles  infini- 
ment petits  tendent  indéfiniment  à  devenir  euclidiens. 

2e  série,  t.  VI;  1896  (t.  XVI  de  la  collection). 
De  Tilly.  —  Sur  les  valeurs  principales  des  radicaux.  (0-7). 


Si  a  -t-  bi  ■=  reï',  r  =-+-  \/a2-+-  b'-.  on 


—  2  Â  ~         ..     a-{-2Â- 


V  a  -+-  bi  =  v  i'  cos  - — h  i  sîn  - 

m  m 

Aucune  des  m  valeurs  de  "\/\a  -\-  bi)  n'est  fonction  continue  de  a  et  b,  si  u 
et  b  varient  de  — 00  à  -t-  x.  Si  on  laisse  k  constant,  on  a  le  maximum  de  sim- 
plicité pour  la  variation  de  chaque  racine  quand  a  et  b  varient:  on  appellera 
racine  principale  celle  qui  correspondra  à  k  —  o  et  sera  telle  que 

si  m  =  pq.  Si  l'on  veut  avoir  le  maximum  de  continuité,  il  faudra  donnera/ 
diverses   valeurs  suivant  que  m  sera  delà  forme  a /»"■+•  i,    \p  ou  \p.  Quand  a 
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et  b  seront  positifs,  on  fera  /.  =  o;  on  le  fera  égal  à  m  —  i.  si  n  est  positif, 
b  négatif;  si  a  est  négatif,  il  sera  égal  à  p,-(p  —  ')  ou  o  selon  que  m  est 
impair,  double  d'un  impair  ou  divisible  par  !\.  Ces  remarques  s'appliquent  en 
algèbre  élémentaire  au  cas  des  expressions  de  la  forme  \  A       \  B. 

Dauge  {F.).  —  Sur  la  Géométrie  non  euclidienne  P.  Mans  ion, 

Note.  (7-1 3). 

D'après  M.  Dauge,  la  Géométrie  non  euclidienne  plane  n'est  que  la  Géométrie 
euclidienne  des  géodésiques  de  la  sphère  et  de  la  pseudosphère;  la  Géométrie 
non  euclidienne  solide  est  impossible  ou  se  réduit  à  la  Géométrie  euclidienne 
qui  est  la  vraie  Géométrie.  Pour  M.  Mansion,  la  Géométrie  non  euclidienne 
plane  ou  solide  <-st  une  Géométrie  qui  emploie  un  postulat  (le  cinquième  ou 
le  sixième  postulat  d'Euclide)  de  moins  que  la  Géométrie-  euclidienne  et  a  la 
même  valeur  philosophique  que  celle-ci. 

Jerabek  (  T.).  —  Sur  les  coniques  qui  se  louchent  en  deux  points 
donnés.  (3y-4i). 

Mansion  (P.)  et  Neuberg  (J.)-  —  J.  Graindorge.  (18). 

Soons.  —  Théorème  de  Géométrie.  (5--5q). 

Fagnart  (F.).  —  Sur  le  calcul  des  annuités  viagères.  (64-67). 

Jerabek  (V.).  —  Sur  les  triangles  à  la  fois  semblables  et  horao- 
logiques.  (8i-83). 

Mansion  (P-)-  —  Sur  une  formule  de  Newton.  (84-85). 

Neuberg  {J.).  —  Sur  une  suite  récurrente.  (88-92). 

Duran  Loriga  (Jean-./.).  —  Sur  les  cercles  radicaux.  (100-107). 

Droz-Farny  (A.).  —  Sur  les  triangles  équilatéraux  inscrits  à  une 
conique.  (107-109). 

Mansion  (P.)-  —  Sur  une  nouvelle  démonstration  du  poslulatuin 
d'Euclide.  (109-112). 

Stuyvaert  (M.).  —  -Note  sur  une  propriété  focale  des  coniques  à 
centre.  (129-13 1  ). 

Barbarin.  —   Construire  un  triangle  dont  les  bissectrices  sont 
données.  (i43-i6o). 
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L'auteur  résout  d'abord  le  problème  suivant  :  Construire  un  triangle  \l:». 
dont  on  donne  l'angle  \  et  l<-s  longueurs  des  bissectrices  des  angU  s  B  et  C, 
P4iis  il  traite  la  question  qui  fait  l'objet  de  son  Travail.  Ces  deux  problèmes 
sont  accompagnés  de  discussions  très  détaillées  dont  il  cm  difficile  de  donner 
un  résumé.  La  question  n'est  pas  résoluble  par  la  règle  >i  le  compas. 

Gelin  (4T.).  —  Du  meilleur  système  de  numération  ri  de  poids  <i 
mesures,  (i  0  t-i  6  \). 

Le  nombre  8  est  la  base  la  [»  1 1 1 -  convenable  d'un  système  de  numération  : 
s  n'est  ni  trop  petit,  ni  trop  grand;  le  système  octaval  présente  tous  les  avan- 
tages «In  système  décimal  et  du  système  duodécimal,  mais  il  en  présente  de 
particuliers  :  les  opérations  sont  beaucoup  plus  simples,  les  caractères  simples 

de  divisibilité  pins  nombreux.  Le  système  de  poids  et  mesures  corres] lant 

serait  d'un  usage  très  simple. 

Neuberg  (•/•)•  —  Sur  un  système  de  coniques.  (164-17 '■>)■ 

Droz-Farny  (A.).  —  Les  cercles  de  Chasles.  (193-197). 

Brocard  (Georges).  —  Centres  de  transversales  angulaires  égales. 

(2 17-2  2.1). 

Neuberg  («/.).  —  Note  sur  l'article  précédent.  (221-226 

Frolow  (Michel).  —  Réponse  aux  observations  de  M.  Mansion 
concernant   la   démonstration    de   l'axiome   XI   d'Euclide. 

(220-228). 

Wasteels  (C.-E.).  —  Aires  ei    volumes   relatifs  à  la  chaînette. 

(241-245). 

De  Longchamps  (G.).  —  Le  problème  de  la  duplication  du  cube. 

(245-246). 

[mpère.  — ■  Nouvelle  discussion  de  I  équation  générale  des  courbes 
du  second  degré.  Fragment.  (253-255). 

L'illustre  physicien  ramène  l'équation  aux  formes  norm 

xy  -+■  ax  -+■  by  -+-  c  =  0,        x2  -t-y--h  a  x  -+-  by  •+■  c 
(x  — y  )--+-  a(x  -+■  y)  ■+■  b  =  o. 

Barisien   (E.-N.).   —  Propriétés  des  cercles  de  Cliaslcs. 

■'■;•)■ 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  ■■  série,  t.  WIN.  (Octobrt   i( R.i5 
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Supplément  I. 


Mans  ion  (P-)-  —  La  Géométrie  non   euclidienne  avant   Lobat- 
chefskj . 

Demoulin  {A.).   —   Compte   rendu  de   l'Ouvrage   intitulé   :   La 
Géométrie  réglée  et  ses  applications;  jmrG.  Kœnigs.    i5  \<.  \. 

Supplément  II. 
Gelin  (£■)■  —  $5o  questions  d'Arilhmologie  (32  p.). 

Supplément  III. 
Vigarié  (E .).  —  La  bibliographie  de  la  Géométrie  du  triangle. 

(i4P.). 

Extrait    du    Congrès   de    Bordeaux  le   l'Association   française   pour 

l'avancement  des  Sciences.   Il  comprend   des  additions  aux  Notices  analogues 
publiées  en  i885  par  Lemoine,  en  1889  par  Vigarié;  puis  la  bibliographie 
complète  que  possible  de  1889  à  1895.  année  par  année.  Depuis  le  début  de  la 
Géométrie  du   triangle,    M.  Vigarié  compte  6o3  .Noies.  Articles  ou   Mémoires, 
9i  avant  1870,  ii'(  de  1-7 ■!  à  iSv"),.  17*'  de  i885  à  1889,  219  de  1889  à  is 

Supplément  IV. 

Mansion  {£*•)■  —  Premiers  principes  de  la  Métagéométrie  ou 
Géométrie  générale  (47  p.)  (Bévue  Néoscolastique,  t.  III, 
p.  143-170,  242-259;  1896). 

1.  Préliminaires.  Les  trois  Géomélries,  leur  portée  philosopbique.  — 
2.  Esquisse  historique.  Tbalès,  Pythagore,  Eudoxe,  Archimède;  Euclide, 
Legendre;  Saccheri,  Lambert,  Taurinus;  Legendre;  Gauss,  Schweikart ;  Lobat- 
chefsky,  Bolyai,  Riemann,  De  Tilly.  —  3.  Définitions  d'après  Euclide;  les  quatre 
premiers  postulats  d'Euclide.  —  4.  Le  cinquième  et  le  sixième  postulat;  par  défi- 
nition  la  Géométrie  est  dite  lobatschefskienne,  riemannienne  ou  euclidienne, 
suivant  qu'elle  complète  la  définition  de  la  droite  au  moyen  du  postulat  6,  du 
postulat  5  ou  des  postulats  5  et  6.  —  5.  Vingt-six  propositions  élémentaires  com- 
munes aux  trois  Géométries  (Euclide,  I,  1-26). —  fJ.-7.  Propositions  caracté- 
ristiques de  la  Géométrie  euclidienne  et  <!■•  la  Géométrie  lobatchefskienne.  — 
X.  Propositions  caractéristiques  de  la  Géométrie  riemanienne.  —  9.  Les  postulais 
sont  des  complément  s  de  définition  et  non  des  jugements  synthétiques  a  priori. 
—  10.  Esquisse  des  propositions  principales  de  la  Métagéométrie.  Indémontra- 
bilité  des  postulats.  —  11.  La  Géométrie  physique  est  approximativemenl 
euclidienne;  mais  il  est  impossible  de  savoir  si  elle  l'est  absolument.—  12.  La 
Métagéométrie  el  le  kantisme;  Kant  admet,  a  priori,  qu'il  n'y  a  qu'une* 
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trie  idéale  possible,  ce  qui  esl  absurde,  puisqu'il  y  ea  a  une  infinité  divisées 
en  trois  classes.  —  Appendice.  La  Géométrie  comme  Physique  mathématique 
des  distances.  Aperçu  de  la  méthode  de  M.  De  Tilly.  Compatibilité  des  postulats 


avec  les  définit  ions. 


PUBLICATIONS  de  l'Académie  royale  de  Belgique. 

BULLETIN  dic  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  lit  »  \- 

Akts  de  Belgique.  63e  année,  3U  série  <  '  i. 

Tome  XXV;  janvier  à  juin  1893. 

Mansion  (P.).  —  Sur  la  loi  des  grands  nombres  de  Poisson.  (1  1- 

.3). 

L'auteur  déduit  du  Théorème  de    Bernculli    une   proposition  pratiquement 
équivalente  à  la  loi  des  grands  nombres  de  Poisson. 

De  Tilly  et  de  la  Vallée-Poussin.  —  Rapport  sur  un  Mémoire 
de  M.  G.  Cesàro  intitulé  :  Des  polyèdres  qui  peuvent  occuper 
plusieurs  positions  identiques  en  apparence.  (75-79). 

Simplification  de  la  théorie  dr^  axes  de  symétrie  des  polyèdres  el   contribu 
tions  nouvelles  à  cette  théorie. 

Le  Paige  (C.)  et  Neuberg  («/.).  —  Rapport  sur  un  Théorème  de 
M.  Cl.  Servais  intitulé  :  Sur  les  imaginaires  en  Géométrie. 

(223-229). 

On  sait  que  Von  Stand t  est  parvenu  à  une  représentation  purement  géomé 
trique  des  imaginaires.  M.  Servais  s'est  proposé,  en  adoptanl  1rs  définitions  du 
géomètre  allemand,  d'eUectuer  les  constructions  dans  lesquelles  entrent  de 
pareils  éléments,  et  de  démontrer  les  Théorèmes  où  il-  figurent.  Les  recherches 
de  .M.  Servais  se  divisent  en  deux  Parties  bien  distinctes  :  dans  la  première 
Partie  l'auteur  s'occupe  de  la  Géométrie  plane;  la  seconde  Partie  1  -1 
à  la  Géométrie  de  l'espace  et  à  une  étude  de  cubiques  gauches. 

Après  avoir  rappelé  la  définition  donnée  par  Non  Staudl  des  éléments  ima- 
ginaires isolés,  l'auteur  résout  le  problème  suivant  :  Construire  une  droite 
passant  par  deux  points  imaginaires  non  conjugues.  M.  Servais  défini) 
ensuite  les  éléments  imaginaires  correspondants  dan-  les  formes  projet 
cl  les  éléments  imaginaires  d'une  section  conique.  Il  étudie  ensuite  l'involution 
sur  une  conique  comme  cas  particulier  des  séries  projeclives. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  XXIII,  p.   127. 


ao8  SECONDE  PARTIE. 

L'auteur  ayant  ainsi  établi,  pour  des  éléments  imaginaires,  les  propriétés 
connues  «les  involutions  et  des  homographies,  el  ayant  en  même  temps  fait 
connaitre  les  constructions  des  éléments  représentatifs  correspondants,  il  lui  est 
facile  de  faire  voir  que  l'on  retrouve  pour  les  quadrilatères  quelconques, 
à  sommets  réels  ou  imaginaires,  les  propriétés  involutives  connues  :  les 
Théorèmes  de  Desargues,  Lamé,  Sturm  sont  démontrés  dans  tonte  leur  géné- 
ralité ainsi  que  le-  conséquences  qui  en  découlent. 

Dans  la  seconde  Partie  du  Mémoire,  l'auteur  définit  les  droites  imaginaires 
de  l'espace  par  la  considération  du  système  involutif  gauche.  Il  termine  en 
reprenant  une  à  une  les  propriétés  connues  de  la  cubique  gauche  et  en  démon- 
trant qu'elles  subsistent  lorsque  les  éléments  cessent  d'être  réels. 

Le  Paige  (C). — Démonstration  d'un  Théorème  <!<■  M.  Tché- 
bvcl.ef.  (235-238). 

Catalan  (E .).  —  Une  conséquence  ùu  problème  des  Partis.  (238- 
239,  43o-432). 

Neuberg  (./.).  —  Rajon  de  courbure  de  certaines  combes  planes. 

(374-386). 

En  se  basant  sur  la  cinématique  de  la  droite,  l'auteur  établit  plusieurs  for- 
mules élégantes  relatives  à  la  courbure  dans  les  coniques,  les  courbes  de 
Lamé,  les  courbes  triangulaires  et  les  combes  anharmoniques. 

Deruyts  (•/•)•  —  Sur  les  équations  caractéristiques  invariantes 
réduites.  (4jo-463). 

Servais  (Cl.).  —  Quelques  propriétés  des  surfaces  du  second 
degré.  (772-789). 

Le  Paige  (C.)  et  Neuberg  («/.).  —  Rapport.  (424~4a^)- 

Le  principe  de  la  méthode  consiste  à  prendre  comme  axes  de  coordonnées  la 
normale  M.z  en  un  point  M  d'une  quadrique  el  les  tangentes  conjuguées  rectan- 
gulaires .M./-,  M  r;  le^  coefficients  de  l'équation  de  la  surface  ont  alors  des 
significations  géométriques  très  -impies.  -  Relations  entre  le>  rayons  de  cour- 
bure principaux  de  trois  quadriques  homofocales  en  l'un  <le  leurs  points 
communs.  —  Extension  aux  quadriques  d'un  Théorème  de  Steiner  relatif  à  la 
courbure  des  coniques,  etc. 

I lelbœuf  («/•)■  —  Mégamicros,  on  l<'s  effets  sensibles  d'une  ré- 
duction proportionnelle  des  dimensions  de  II  nivers.  (667- 
6g5). 

Conclusions  de  l'auteur  :  «  La  faculté  d'observation  ne  dépend  pas  unique- 
ment de  la  masse  des  atomes  el  <le  leurs  distances;  les  dimensions  de  l'Univers 
sont  absolues.  » 
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Tome  XXVI;  juillet  à  décembre   1893. 

Servais  (CL).  —  Sur  les  sphères   bi tangentes  à  une  surface  du 
second  degré.  (91-102). 

Le  Paige  et  Neuberg.  —  Rapport.  (18-22). 

Par  la  considération  des  sphères  bitangentes  à  une  quadrique,  l'auteur  géné- 
ralise les  Théorèmes  de  Mac  Cullagh  el  de  Salmon,  concernant  les  deux  classes 
de  foyers  d'une  quadrique.  La  généralisation  ilu  Théorème  de  Mac  Cullagh  le 
conduit  aisément  au  mode  de  génération  des  quadriques,  donné  par  Jacobi  el  à 
d'autres  modes  de  génération  où  l'on  peut  faire  intervenir,  comme  sommets  du 
premier  triangle  fondamental,  des  points  quelconques  d'un  plan  de  symétrie, 
non  perpendiculaire  aux  sections  circulaires. 

Deruyts  (Fr.).  —  Noie  sur  les  groupes  d'éléments  neutres  com- 
muns à  deux  iuvolutions  quelconques.  |  232-235   . 

Le  Paige.  —  Rapport.  (182). 

Nombre  de  couples,  de  ternes,  de  quaternes  neutres  communs  à  deux  invo 
lui  ions. 

Catalan,  Mansion  et  Le  Paige.  —  Rapporl  sur  un  Mémoire  de 
M.  Beaupain  intitulé  :  Sur  quelques  produits  indéfinis.  (249- 

255). 

Deruyts  («/•)■  --  Sur   une  propriété  <le>    fonctions   invariantes. 
(258-267). 

Le  Paige  et  Neuberg.  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Servais, 

intitulé  :  Sur  les  cubiques  gauches.  (4^(»-|-,7  '• 

Examen  des  différentes  conséquences  d'un  Théorème  sur  les  cubiques  gauches 
établi  par  M.  Servais  dans  sou  Mémoire  :  Sur  les  imaginaires  en  Géométrie, 
analysé  plus  haut. 

Tome  XXVII;  1894. 

Catalan  (E.).  —  Problèmes  el  théorèmes  d'Arithmétique.  (10- 
,5). 

Catalan  (E.).  —  Sur  les  lignes  de  courbure.  (2  io-24 

Mouchamp  (G.).  —  Le>  correspondants  belges  du  grand  Huygens, 

(22  5-    )mS   1. 
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Renseignements  divers  sur  les  mathématiciens  belges  :  Grégoire  de  Saint- 
\incent,   de  Sarasa,  Aynscon,  Ilesius,  Tacquet,  G.  van  Gutschoven. 

Deruyts  (Fr.).  —  Sur  les  groupes  d'éléments  neutres  communs 
à  un  nombre  quelconque  d'involutions.  (4o,5-5 17). 

Le  Paige  (C).  —  Rapport.  ( 415-4  ^7 )- 

Détermination  par  une  formule  de  récurrence  et  le  théorème  de  correspon- 
dance, ou  par  voie  directe,  de  ces  éléments. 

Van  der  Mensbrugghe  (G.).  —  Remarques  sur  la  constitution  de 
la  couche  superficielle  des  corps  solides.  (877-884)' 

Servais  (CL).  —  Quelques  formules  sur  la  courbure  des  surfaces. 
(896-904). 

Le  Paige  (C.)  et  Neuberg  (7.).  —  Rapport.  (866-86;). 

Le  point  de  départ  de  ce  travail  est  la  loi  de  Chasles  qui  donne  la  relation 
entre  les  plans  tangents  à  une  surface  réglée  aux  différents  points  d'une  géné- 
ratrice. En  appliquant  cette  loi  à  la  normalie  qui  a  pour  directrice,  soil  une 
courbe  quelconque  tracée  sur  une  surface,  soit  une  asymptotique  ou  une 
géodésique  de  celte  surface,  l'auteur  retrouve  des  formules  curieuses,  dues  à 
Enneper,  el  d'autres  qui  lui  sont  propres. 


Tome  XXVIÏÏ;  juillet  à  décembre  1894. 

Gob  (A.).  —  Extension  et  application  du  Théorème  de  Newton. 
(57-87). 

Le  Paige  (C.)  et  Neuberg  (•/.).  —  Rapport.  (6-10). 

Deruyts  («A).  —  Sur  les  formes  à  plusieurs  séries  de  variables, 
d'espèces  différentes.  (1 57-1 71). 

Deruyts  («/•)•    —    Rapport   sur    un    Mémoire    de    concours   de 
M.  Lucien  Lévv.  (48o-483). 

La  question  de  ce  concours  était  la  suivante  :  Résumer,  puis  compléter  en 
quelque  point  important,  les  recherches  des  géomètres  contemporains  relatives 
à  la  théorie  des  systèmes  triplement  orthogonaux.  Voici  une  analyse  sommaire 
du  .Mémoire  :  I.  Introduction  historique;  résume  des  Travaux  de  M.  Darboux. 
—  2.  Méthode  de  Maurice  Lévj  :  comparaison  avec  les  précédentes.  —  3.  Etude 
complète  du  système  des  équations  aux  dérivées  partielles  de  Lamé.  Systèmes 
tels  que  les  cosinus  de  direction  des  normales  forment  un  déterminant  symé- 
trique :  t"us  appartiennent  au  système  de  trois  familles  de  sphères  respective- 
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mcnL  tangentes  aux  plans  et  aux  systèmes  dérivés.  Systèmes  cycliques  <le 
H i bau cour;  généralisation  (inédite)  duc  à  Darboux.  —  4.  Systèmes  orthogonaux 
à  trajectoires  sphériques.  Notes  diverses. 

Tome  XXIX;  1895. 

De i  u yls  (./•)•  —  Rapport  Sur  Le  Mémoire  intitulé  :  Sur  les  fonc- 
tions hyper géométriques  de  seconde  espèce  et  d'ordre  supé- 
rieur; par  J.  Beaupain.  (2i4-2i5  |. 

Le  Paige  (C.)  et  Neuberg  (•/•).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  inti- 
tulé :  Su/-  le  système  focal  ;  par  Cl.  Servais.  (216-21-). 

Lagrange  [Cit.).  —  Sur  les  équations  du  champ  physique. 
Première  Note.  (353-362). 

Le  Paige  (C.)  et  Neuberg  (•/•).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  inti- 
tulé :  La  projectivité  imaginaire;  par  Cl.  Servais.  (471-476  • 

Mansion  (P-)-  —  Sur  la  Métagéométrie  et  ses  trois  subdivisions. 
(495-498). 

Lagrange  (Ch.).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  intitulé  :  Sur  les 
déformations  permanentes  de  l'hystérésis;  par  P.  Duhcm. 
(8o5-8ao). 

Tome  XXX  :    i8g5. 

Demoulin  {A.).  — Note  sur  une  déformation   des  surfaces   de 

révolution.  (61-66). 

Deruyts  («/.)-  —  Rapport.  (6-7). 

Dans  ce  Travail,  l'auteur  montre  que,  parmi  les  surfaces  admettant  un  élé- 
ment linéaire  de  révolution  donné,  il  existe  toujours  une  surface  non  comprise 
dans  celles  que  donne  l'application  du  Théorème  de  Bour,  et  dont  l'équation 
est  de  la  forme  x2-+- y2-h  z2  =  f(x -h  y  \'—i).  Cette  Note  renferme,  en  outre, 
une  forme  nouvelle  des  expression-  des  coordonnées  de  la  surface  minima  la 
plus  générale. 

Mansion  (P.).  —  Rapport  sur  le  Mémoire  intitulé  :  lie  cherches 
arithmétiques  sur  la  composition  des  formes  binaires  qua- 
dratiques; par  Ch.-J.  de  la  \  allée-Poussin. 

Lagrange  (Ch.).  —  Sur  les  équations  «lu  champ  physique. 
I  >euxiè Note.  1  6o3-6  rg 
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Dans  l,i  première  Note,  l'auteur  montre  comment  on  peut  tenir  compte  de 
la  forme  des  éléments  dans  un  milieu  continu  de  points  rigides  :  dans  la  seconde, 
comment  on  peut  introduire  dans  les  équations  d'un  milieu  continu,  en  outre 
de  l'influence  de  la  forme  des  points,  celle  de  leur  orientation  relative  dans  un 

1 1 1  i  I  i  t  •  1 1 . 

Tome  XXXI:   189G. 

Mansion  (P.).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Ch.-J.  de  la 
Vallée-Poussin  intitulé  :  Démonstration  simplifiée  du  Tkéo- 
rème  de  Dirichlet,  sur  la  progression  arithmétique.  (19-24). 

Lagrange  (67*.).  —  Sur  les  équations  du  champ  physique.  Troi- 
sième Note.  Introduction  de  la  pression  interne  dans  les  équa- 
tions dti  milieu.  (iii-i36).  Quatrième  Noie.  Equations  du 
mouvement  de  deux  milieux  continus  qui  occupent  un  même 
espace.  .Mélange  des  corps.  (338-379). 

Lagrange  (Cli.). —  Démonstration  du  Théorème  de  Bernoulli 
par  la  formule  sommatoire  d'Euler.  (4 •><) -\  ~>~  l« 

L'auteur  examine  seulement  le  cas  où  l'écarl  absolu  el  le  produit  du  nombre 
total  des  cas  par  les  probabilités  des  événements  considérés  sont  des  nombres 
entiers. 

Deruyts  {F.).  —  Sur  certains  groupes  d'éléments  communs  à  deux 
involutions.  (664-O-4). 

Le  Paige  [C .)  et  Neuberg.  —  Rapport.  (636-638). 

Il  est  presque  impossible  d'analyser  ce  Travail  sans  le  reproduire.  Voici  une 
des  applications  des  Théorèmes  trouvés  par  l'auteur  :  Par  -  points  donnés,  on 
peut  mener  16  quadriques  tanyenles  à  une  cubique  gauche  et  telles  que  les 
plans  passanl  par  la  tangente  de  contact  et  un  point  déterminé  d'intersection 
de  la  surface  et  de  la  courbe  contiennent  un  point  tixe  ;  ces  plans  forment  donc 
une  développable  de  la  seizième  classe. 

Tome  XXXII. 

Lagrange  (Ch.).  —  Moindres  carrés.  Démonstration  du  principe 
de  la  moyenne  par  les  probabilités  a  posteriori.  I  60-74)- 

Deruyts  («/•)•  —  Sur  les  fonctions  invariantes  associées  à  un 
système  transformable.  (82-94). 

De  Tilly  el  Neuberg .  —  Rapporl  sut-  un  Mémoire  de  M.  G.  Cesard 
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intitulé  :  Des  polyèdres  superposables  à  leur  image.  (226- 

■>.\  1). 

Dans  ce  Mémoire  el  trois  autres  publiés  antérieurement,  M.  G.  Cesaro  résout 
complètement  les  trois  problèmes  suivants  : 

«  Trouver  tous  les  systèmes  P  de  points  invariablement  liés  qui  puissent 
coïncider  :  i°  de  plus  d'une  manière  avec  eux-mêmes;  20  avec  un 
système  P,  symétrique  de  P  par  rapport  à  un  point;  3°  «'tant  donné  un 
système  P  de  eelic  seconde  catégorie,  trouver  un  axe  tel  qu'après  une  rotation 
a  11  loin-  de  cette  droite,  P  soit  le  symétrique  de  sa  première  position  par  rapport 
à  un  plan. 

Van  der  Mensbrugghe  |  G.).  —  Note  sur  les  nombreux  effets  de 
L'élasticité  des  liquides.  (4i8-423). 

Deruyts  (F.).  —  Quelques  propriétés  du  déterminant  d'un 
système  transformable.  (433-445). 

Deruyts  (F.).  —  Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Beaupain  inti- 
tulé :  Su/-  les  fonctions  hyper  géométriques  'Tordre  supé- 
rieur. I  669-670). 


MÉMOIRES  couronnés  et  Mémoires  clos  Savants  étrangers  publiés  pur  l'Aca- 
démie royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique. 

Tome  LU. 

De  Longchamps  (G.).  —  Les  fonctions  pseudo-  el  hyperbernoul- 
liennes  et  leurs  pie  m  1ère  s  applications.  —  Contribution  élémen- 
taire à  l'intégration  des  équations  différentielles.  (1-  î 

Deruyts  (•/.)•  —  Détermination  des  fonctions  invariantes  de 
formes  à  plusieurs  séries  de  variables.  (1-28). 

Beaupain  (•/•).  —  Sur  quelques  formules  de  Calcul  intégral.  (1- 
62). 

Deruyts  (/''/■.).  —  Sur  la  correspondance  homographique  entre 
l<s  éléments  de  deux  espaces  linéaires  quelconques.  (1-  (o). 

Caspary  {F.).  —  Sur  l'application  des  fonctions  sphérîques  aux 
nombres  de  Segner  (extraits  d'une  lettre  à  M.  E.  Catalan). 
(i-i5). 
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MÉMOIRES  couronnés  et  Mémoires  des  savants  étrangers  publiés  par  l'Aca- 
démie royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique. 
Bruxelles,  Hayez. 

Tome  LIV  :  juin  1896. 

Duhem  {lJ-)-  —  Sur  les  déformations  permanentes  et  l'hystérésis 
(Trois  Mémoires  de  62,  86,  56  p.  in-8"). 

I.  Si  J{x,  T)  est  le  potentiel  thermodynamique  interne  d'un  système,  défini 
par  la  température  absolue  T  et  une  variable  ./.  et  ~ ■  >  1 1 1  n i 5  à  une  action  exté- 
rieure X,  l'énergie  interne  U  {x,  T)  du  système  esl  donnée  par  l'égalité 

(1)  E{](x,  T)  =  §{x,  T)  -1°' 


dT 

tandis  que  l'équation  d'équilibre  du  système  est  donnée  par 

à  i (x,T) 


(2)  X 


dx 


Cette  équation  (2)  repose  sur  certaines  hypothèses  qui  excluent  la  possibilité 
des  modifications  permanentes.  Pour  rendre  compte  de  ces  modifications, 
fauteur  propose  de  conserver  l'équation  (1),  mais  de  remplacer  l'équation  (2) 
par  la  relation  suivante  entre  les  valeurs  de  rfX,  dx,  dT,  qui  correspondent  à 
une  modification  élémentaire 

(  3  )  d\=~dx~h  -^-'4-  dT  +  /(  x,  T,  X)  I  dx  I, 

v    '  dx2  dxdi  J 

\dc  |  désignant  la  valeur  absolue  de  dx. 
L'équation 

f(x,  T,  X)  =  o 

définit  la  sur/ace  des  états  nature/s;  au  voisinage  d'un  état  naturel,  une  va- 
riation infiniment  petite  qui  ramène  X,  T  à  leur  valeur  primitive  n'impose  à  x 
qu'une  modification  permanente  infiniment  petite  du  second  ordre.  Pour  les 
variations  très  petites  autour  d'un  état  naturel,  la  Thermodynamique  classique 
est  applicable. 

Les  systèmes  se  classent  en  deux  catégories  :  les  uns,  soumis  à  une  action 
extérieure  qui  subit  de  petites  oscillations  autour  d'une  valeur  moyenne,  et 
portés  à  une  température  qui  est  à  peu  pies  constante,  subissent  une  modifi- 
cation graduelle  qui  les  fait  tendre  vers  l'étal  naturel  relatif  aux  valeurs  con- 
sidérées de  X,  T.  Pour  les  autres,  placés  dans  les  mêmes  conditions,  x  varie 
de  manière  à  s'éloigner  sans  cesse  de  la  valeur  naturelle. 

L'auteur  étudie  particulièrement  les  modifications  produites  à  température 
constante  et  les  conséquences  que  l'on  obtient  en  leur  étendant  certaines  pro- 
portions de  Thermodynamique,  en  particulier,  l'inégalité  de  Clausius. 

Il  montre  ensuite  comment  les  résultats  obtenus  peuvent  s'appliquer,  d'une 
part,  ;ui\  modifications  élastiques  permanentes  (tension,  torsion,  flexion), 
d'autre  part,  à  l'hystérésis  magnétique. 
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II.  L'auleur  développe,  pour  les  modifications  accomplies  à  température  va- 
riable, sous  une  action  extérieure  constante,  des  considérations  analogues  à 
celles  qu'il  a  développées  au   Mémoire  précédent   pour  les  modifications 
thermes. 

Il  compare  ensuite  les  résultats  de  la  théorie  aux  observations  faites  Mir  les 
modifications  permanentes  du  soufre,  en  faisant  entrer  en  ligne  de  compte 
loi/tes  les  données  expérimentales  recueillies  par  M.  D.  Gernez. 

III.  L'auteur  étend  sa  théorie  dis  modifications  permanentes  à  un  système 
dépendant  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Il  généralise,  en  particulier,  la  notion  d'état  naturel  el  étudie  les  propriétés 
d'un  tel  état.  Il  arrive  à  définir  une  entropie  apparente  2  et  un  potentiel 
thermodynamique  apparent  F,  tels  que  toutes  les  propositions  de  la  Thermo- 
dynamique classique  concernant  les  systèmes  dé] i  vus  de  modifications  per- 
manentes peuvent  s'étendre  aux  systèmes  pourvus  de  telles  modifications, 
à  condition  de  substituer  à  l'entropie,  au  potentiel  thermodynamique  et  aux 
états  d'équilibre,  l'entropie  apparente,  le  potentiel  thermodynamique  apparent 
el   les  états  naturels. 

Beaupain   (/.).    —    Sur    les    fonctions    hypergéométriques    de 
seconde  espèce  et  d'ordre  supérieur.  (Deux  Mémoires  de  46  et 

4;  p-  "M")- 

Ces  Mémoires  seront  analysés  ultérieurement,  l'auteur  avant  publié  un  troi- 
sième Mémoire  sur  la  question. 

Lévy  (-£•)•  —  Sur  les  systèmes  de  surfaces  triplement  orthogo- 
naux. (Mémoire  couronné;  92  |>.  in- f") . 

Ce  Mémoire,  qui  a  été  couronné  par  l'  académie  royale  de  Belgique,  comprend 
une  partie  historique  dans  laquelle  sont  analysés  les  Travaux  parus  sur  la 
question  dans  ces  trente  dernières  années,  ainsi  que  plusieurs  résultats  nou- 
veaux obtenus  par  l'auteur.  Il  est  divisé  en  cinq  Chapitres  suivis  de  six  Notes 
complémentaires. 

Dans  le  Chap.  I  (p.  5-i5),  l'auteur  expos,.  |es  premières  recherches  de 
M.  Darboux  sur  les  systèmes  triples  orthogonaux  et  tout  d'abord  la  formation 
de  l'équation  du  troisième  ordre  dont  dépend  le  paramètre  d'une  famille  de 
Lamé'.  Celte  équation  est  vérifiée  par  les  solutions  d'une  équation  du  premier 
ordre  que  M.  Darboux  a  intégrée  complètement  et  dont  un  cas  particulier 
donne  les  systèmes  cycliques  de   Ribaucour. 

M.  Lucien  Lé\\  s'occupe  ensuite  du  problème  de  la  détermination  de  la  sur- 
face la  plus  générale  qui,  en  s.-  déplaçant  sans  changer  de  forme,  engendre  une 

famille  de  Lamé,  et  il  rappelle  à  ce  sujet  les  Travaux  de  MM.  Darl \,  Petol 

et  les  siens. 

On  trouve  encore  dans  ce  Chapitre  la  solution,  due  à  M.  Darboux,  de  la 
question  suivante  :  Trouver  les  surfaces  qui  coupent  a  .mule  droit  deux  familles 
de  surfaces  parallèles. 

Le  Chap.  II  (p.  16-20)  est  consacré  à  l'exposition  des  travaux  de  M.  Maurice 
l.év  3 . 

Dans  le  Chap.  III  (  p.  20-47  ]  se  trouvent  établies  les  formules  f laraentalcs 
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de  Lamé.  M.  Lucien  Lévy  les  applique  à  la  recherche  des  systèmes  triplement 
orthogonaux,  tels  que  le  Déterminant  des  cosinus  desnormalesauxsurfac.es 
qui  se  croisent  en  un  point  soit  symétrique  par  rapporta  la  diagonale  princi- 
pale. Voici  le  résultai  obtenu  :  le  système  est  formé  ou  de  plans  parallèles 
aux  plans  coordonnées,  ou  île  sphères  tangentes  à  l'origine  aux  trois  plans 
coordonnés,  ou  enfin  des  surfaces  qui  ont  même  représentation  sphérique 
que  l<s  précédentes. 

Dans  le  même  Chapitre,  M.  Lévy  indique  un  système  de  trois  équations 
simultanées  analogues  à  l'équation  d'Euler  et  de  Poisson. 

Le  Chap.  IV  (  p.  Î7-17  I  débute  par  un  exposé  rapide  de  la  théorie  des  sj  sternes 
cyi  liques.  L'importance  de  ces  systèmes  ressort,  on  le  voit,  du  Théorème  sui- 
vant  :  Étant  donne  un  système  triplement  orthogonal  de  surfaces,  si  l'on  con- 
sidère les  cercles  oscillateurs  des  trajectoires  d'une  famille,  tout  le  long 
d'une  surface  normale  à  ces  courbes,  tous  ces  cercles  donnent  naissance  à 
un  système  cyclique,  c'est-à-dire  qu'ils  sont  eux-mêmes  normaux  à  une 
infinité  de  surfaces. 

M.  Lévy  démontre  par  l'analyse  ce  Théorème  ainsi  que  sa  réciproque,  énoncée 
et  démontrée  géométriquement  par  -M.  Darboux. 

Le  Chapitre  se  termine  par  la  détermination,  d'après  M.  Darboux.  des  systèmes 
triplemenl  orthogonaux  admettant  une  famille  de  trajectoires  planes. 

Enfin,  dans  le  Chap.  V  (p.  58-63)  se  trouvent  exposées  différentes  recherches 
sur  lc>  surfaces  à  lignes  de  courbure  sphériques  dans  un  système. 

Parmi  les  Notes  complémentaires  (p.  63-89)  nous  citerons  particulièrement  : 
la  Note  Y  qui  renferme  l'analyse  de  deux  Mémoires  de  M.  Bianchi,  relatifs 
aux  systèmes  orthogonaux  admettant  une  famille  de  trajectoires  planes,  ainsi 
qu'une  propriété  générale,  due  à  l'auteur,  des  systèmes  orthogonaux  à  tra- 
jectoires sphériques  dans  une  famille;  et  la  Note  VI  qui  résume  les  Travaux 
de  M.  Darboux  sur  le  même  sujet. 


.MÉMOIRES  couronnés  et  autres  Mémoires  publiés  par  l'Académie  royale  des 
Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique.  Collection  in-8°. 
Bruxelles,  Hayez. 

Tome   1.11.    I  *<.)">• 

Servais  (CL).  —  Sur  le  système  focal.  (1-11). 

Complément  du  Mémoire  antérieur  de  l'auteur,  intitulé  :  Les  imaginaires  en 
Géométrie.  Il  donne  les  théorèmes  fondamentaux  relatifs  au  système  focal  dé- 
fini par  une  cubique  gauche,  indépendamment  de  la  réalité  de's  éléments  con- 
sidérés. Chemin  faisant,  il  démontre  des  propriétés  intéressantes  du  paraboloïde 
hyperbolique  équilatère. 

Servais  (CL).  —  La  projectivité  imaginaire.  1  i-di,  une  plane  lie). 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  principal  la  projectivité  des   formes  fondamentale- 
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des  deux  premiers  rangs  et  des  formes  du  second  ordre,  lorsque  Fou  faii  inter- 
venir les  éléments  imaginaires. 

L'auteur  étudie  à  fond  le  rapport  anharmonique  el   ses  propriétés,  qu'il  soit 
réel,  complexe  ou  purement   imaginaire;   l'involution  de  deux  formes  p] 
tives;   les    coniques  et  les  quadriques  réglées  imaginaires;  enfin,  il   complète 
ses  recherches  antérieures  sur  les  cubiques  gauches,  en  considérant  aussi  des 
éléments  imaginaires. 

Ce  Mémoire,  avec  les  précédents  du  même  auteur  sur  des  sujets  voisins,  con- 
stitue une  contribution  importante  à  la  théorie  des  imaginaires  dans  le  sens  de 
\  on  Staudt. 

Tome  LUI  :  septembre  1895  à  octobre  1896. 

De   la    Vallée -Poussin   (Ck.-J.).  —  Recherches  arithmétiques 
sur  la  composition  des  formes  binaires  quadratiques.  1  5g  p.). 

Mansion  (P.).  —  Rapport.  [Bull,  de  Belg.  (3),  XXX].  (189- 
,93). 

Dans  ce  .Mémoire  remarquable,  l'auteur  donne  une  démonstration  puisée 
dans  les  principes  mêmes  de  la  théorie  de;  formes  binaires  de  ce  théorème 
de  Gauss  :  Toutes  les  formes  quadratiques  binaires  proprement  primitives 
du  genre  principal  peuvent  se  former  pur  duplication.  Le  Mémoire  contienl 
quatre  Chapitres  et  un  Appendice.  Celui-ci  contienl  quelques  théorèmes  sur 
la  représentation  d'un  nombre  inférieur  à  l>  par  une  forme  propremenl  primi- 
tive <!<■  déterminant  D.  Le  Chap.  I  contient  un  exposé  sommaire  des  principes 
de  la  composition  des  formes  de  l'ordre  proprement  primitif.  Le  Chap.  II  est 
consacré  à  divers  théorèmes  sur  les  propriétés  des  formes  capables  de  repré- 
senter les  mêmes  nombres.  Le  Chap.  III  contient  les  principes  de  la  division 
des  classes  en  genres  et  de  la  composition  des  genres.  Le  théorème  principal 
de  ce  Chapitre  (  n°  33)  s'appuie  sur  le  théorème  suivant  :  Toute  classe  du 
genre  principal  peut  se  for  mer  />///  duplication,  qu'il  déduil  dan-  le  Chap.  IV 
de   cet   autre  théorème  :  «   Son    (a,  6,  c)   une    forme   de   l'ordre   propremenl 

primitif  du  déterminant  D  et  m  un  nombre  quelconque  premier  à    iD.I n- 

dition  nécessaire  el  suffisante  pour  que  l'équation  {a,  b,  c)=  m  z-  soil  réso- 
luble est  que  m  soit  représenlable  par  une  forme  de  déterminant  I)  et  de  même 
genre  que  (a,  b,c)  .»  Incidemment,  l'auteur  rencontre  diverses  propriétés  des 
nombres  qu'il  déduit  de  ses  Théorèmes  principaux  :  ainsi,  à  la  lin  du  Chap.  III, 
il  donne,  de  la  loi  de  réciprocité  des  résidus  quadratiques,  une  démonstration 
dont  le  principe  d'ailleurs  est  dû  a  Gauss. 

De  la  Vallée-Poussin  (Ch.-J.).  —  Démonstration  simplifiée  du 
théorème  de  Dirichlet  sur  la  progression  arithmétique.  1  3  •  |>.  1. 

Mansion  (P.).  —  Rapport.  |  Bull,  de  Belg.  (3),  XXXI].  (iy-24). 

Dans  les  §§  1,2,  3,  l'a  h  te  m-  définit  les  éléments  qui  lui  servent  dans  la  suite, 
et  qui  sont  ceux  de  Dirichlet,  mais  en  mettant  la   foncti  le  Riemann, 

sous  une  forme  telle  qu'elle  a  un  -en s  même  pour  s  imaginaire,  p  mrvu  que  la 
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partie  réelle  de  s  soil  positive.  Le  caractère /(/z)  d'un  nombre  est  défini  au  §4; 

rlans  le  §  ô,  il  exprime  au  moyen  <lc  IJ  s)  la  somme  des  expressions  «le  la  forme 
\/J  n  ):  ns1  même  si  s  est  imaginaire.  Dans  le  5;  G,  il  introduit  la  dérivée  loga- 
rithmique des  séries  de  Dirichlet,  au  lieu  du  logarithme  et  parvient  ainsi,  avec 
une  simplicité  inespérée,  dans  le  §  7,  au  théorème  de  Dirichlet,  à  moins  qu'une 
exception  ne  se  présente;  l'auteur  prouve  en  s'aidant  de  toute-  les  ressources 
de  l'Analyse  que  cette  exception  est  impossible,  dans  le  §  8.  Deux  propriétés 
nouvelles  sont  établies  par  l'auteur,  comme  conséquences  de  sa  démonstration  : 
i°  On  a 


qn  désignant  les  nombres  premiersqui  appartiennent  à  la  progression  arithmé- 
tique Ma;  +  N;   >."  Si  le  rapport 


^2log9 


iV 

qui  a  pour  numérateur  la  somme  des  logarithmes  naturels  des  nombres 
premiers  g  non  supérieurs  à  t  et  de  la  forme  M^-f-N,  tend  pour  t  =  oc  vers 
une  limite  déterminée,  celle  limite  ne  peut  être  différente  de  [i  :<p(M)].  Dans 
tout  le  Mémoire,  l'auteur  suppose  M  impair. 

Dans  les  Annales  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles,  t.  XX  et  XXI,  il 
a  ultérieurement  étendu  considérablement  et  pré<  isé  les  résultats  obtenus  ici. 


MÉMOIRES  de  l'Académie  royale  des  Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux- 
Arts  de  Belgique.  In-4". 

Tome  XL1X  ;  octobre  1890  à  juillet  1893. 

Catalan  (E.).  —  Sur  quelques  formules  d'Analyse.  (34  p.). 
Contributions  nouvelles  à  la  théorie  des  polynômes  A„  de  Legendre. 

Catalan  (E.).  —  Sur  l'ellipse  de  Brocard.  (20  p.  el  une  planche). 

Catalan  (E.).  —  Sur  les  polynômes  de  Legendre,  d'Hermite  et 
de  Polignac.  (48  p.). 

Deruyts   («/•)•  —  Sur  le  développement  de  certaines   fonctions 
algébriques.  (20  p.). 

Catalan  (E.).  —  Intégrales   eulériennes  ou  elliptiques.  (20  p 
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Tome  II;  mai  à  septembre  1893. 

Catalan  (E.).  —  Recherches  sur  quelques  produits  infinis  et  sur 
la  constante  G.  Complément.  (28  p.). 

Ce  travail,  impossible  à  analyser,  est  le  complément  de  deux  des  plus  beaux 
Mémoires  de  l'auteur.  II  y  établit  3g  nouvelles  formules   relatives  aux  quatre 

quantités 

J(i-h<72»-1),        :       \\  (•  +  </'■   - 


Q    


avec  diverses  conséquences  arithmétiques  et  analytiques. 

La  fin  du  Mémoire  se  rapporte  à  la  théorie  des  eulériennes  et,  en  particulier, 
à  leurs  développements  en  produits  infinis. 

Tome  LU;  septembre  1  s«j3  à  juillet  1894. 

Catalan  {E.).   —  Remarques   sur  la  théorie  des  nombres  et  sur 
les  fractions  continues  (28  p.). 

Beaupain  («/.)■  —  Sur  l'intégrale  eulérienne  de  première  espèce. 
(,8P.). 

L'auteur  prouve  directement  que  la  première  intégrale'  eulérienne  et  l'in- 
verse de  cette  fonction  sont  développables  en  séries  convergentes  assez  com- 
pliquées dont  les  termes  contiennent  un  angle  0  compris  entre  o  et  -  -. 

Cesaro  (G.).  —  Des  polyèdres  qui  peuvent  occuper  dans  l'espace 
plusieurs  positions  identiques  en  apparence.  I  3  i  p.). 

Beaupain  («/.).  —  Sur  quelques  produits  indéfinis.  (8  p.). 

Rectifications  et  additions  à  un  Mémoire  de  l'auteur  intitulé  :  Sur  quelques 
formules  de  Calcul  intégral. 
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MÉMOIRES  couronnés  el  autres  .Mémoires  publiés  par  l'Académie  royale  des 
Sciences,  des  Lettres  et  des  Beaux-Arts  de  Belgique.  Collection  in-8". 
Bruxelles,  F.  Hayez. 

Tome  \LYII.   1892-1893. 

De  Tillv  (J-)-  —  Essai  de  Géométrie  analytique  générale  (publié 
aussi  en  appendice,  Mathesis,  1893  }.  |  80  p.). 

Voici  le  sommaire  de  cet   important  travail  sur  les  principes  fondamentaui 

de  l;i  Géométrie.  1.  L'objet  principal  de  la  Géométrie  e~t  la  recherche  des  rela- 
tions entre  les  intervalles  des  couples  de  points  situés  dans  l'espace.  Toutes 
les  propositions  de  la  Géométrie  se  ramènent  à  des  relations  de  ce  genre. 
Les  nombres  qui  caractérisent  les  intervalles  doivent  être  choisis  de  manière 
(|u*il  existe  entre  ces  nombres  des  relations  générales,  applicables  à  l'espace 
tout  entier.  "2.  La  Géométrie  à  trois  dimensions  est  caractérisée  par  une 
seule  relation  (iïi\b)  =0,  entre  les  intervalles  de  cinq  points.  3.  Condition 
des  six  points  :  «  Si,  dans  un  système  de  six  points,  trois  de>  ~i\  conditions, 
(i23/|5)  =  o,  (12346)  =  o,  (i2356)  =  0  sont  vérifiées,  h-  trois  autre»  (  23456)  =  0, 
(i3456;  =  0,  (12406)  =  0  doivent  l'être  aussi.  »  Cette  condition  est  suffisante. 
4.  Les  relations  de  Lagrange  et  de  Schering  entre  les  distances  de  cinq  points 
vérifient  la  condition  des  six  points.  Ces  relations  sont: 
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où    {pq)  signifie  une  fonction    de  l'intervalle  des   points  p  et  q.   5.  On    déduit 
de  la  première  de  ces  relations  que  l'on  peut  poser 

pq  =  {a:l,—  xll)i+  (yp  —  riiy+  ( -(>_  Zi/y 

et  définir  ainsi  d'une  manière  analytique,  pour  tout  point  /;,  des  coordonnées 
(xP>ypi2P)-  6.   Ces   coordonnées  une  fois  définies,   on   peut   établir  la  théorie 

analytique  (euclidienne)   de   la    droite  et   du  plan.    7.  On  déduit,  de  même,  <le 
la  seconde  relation,  que  l'on  peut  poser 


pq     = 


(irz.r  x  ±  v   Y  —Z 


<  1       x\  ±  y),  ±  z%  )  (1  ±  x*q±y\±  z\  ) 


s-  Ces  coordonnées  une  lois  définies,  on  peul  établir  la  théorie  analytique  (non 
euclidienne)  de  la  droite  et  du  plan.  9.  Dans  la  Géométrie  non  euclidienne  qui 
correspond  aux  signes  supérieurs  de  la  formule  précédente,  il  \  a,  selon  l'au- 
teur, et  contrairement  à  l'avis  de  divers  géomètres,  de-  couples  de  points  de 


}«»l     M<« 
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l'espace  qui  ne  déterminent  pas  ■  droite.  10.  Il  est  impossible  de  <\< ntrer 

1rs  postulats  de  lu  Géométrie  ordinaire.  II.  Il  n'y  ;i  pas  d'autre  système  de 
Géométrie  correspondant  à  la  réalité  que  ceux  qui  sonl  caractérisés  par  les 
relations  du  n°  4.  Ce  point  esl  exposé,  dans  la  Note  l\  .  ■>  peu  pr<  -  comme  dans 
les  deux  autres  Mémoires  de  l'auteur  sui  la  Métagéométrie  (Études  de  Me 
tunique  abstraite,  1868-1870;  Essai  sur  ks  principes  fondamentaux  de  la 
Géométrie  et  de  la  Mécanique,  1878). 

/  allée-Poussin  (Ch.-.l.  de  l<i  1.     -  Mémoire  sur  l'intégration  <l<s 
équations  différentielles.  (82  p.  in-8u  |. 

1.  Soient  f(x,y)  une  fonction  toujours  finie  dans  une  certaine  aire  T.  V  la 
limite  supérieure,  — a  la  limite  inférieure  de/;  toutefois,  >i  la  limite  supé- 
rieure est  négative,  on  prend  A  =  0:  si  la  limite  inférieure  esl  positive,  on 
fait  a  =  o.  Prenons,  à  l'intérieur  de  T,  |e  rectangle  limité  par  les  droites x  =  xB, 

x  =  X,  jk—  y„  —  a(X  =  xj,  y  =  r,+  \(\  —  xu).  Partageons  \  —  x„  en 
n  parties  par  les  abscisses  xu  xv  ...,  xn  ,.  V  chaque  abscisse  xt  faisons  cor- 
respondre deux  ordonnées  \k  et  rk  déterminées  par  les  deux  sommes  : 

Y*  =  .n  +  M,  8,  -+-  M,  52      . . .+  M,  8,  =  Yt_,  +  M,  ô, , 
.n  =  }',  +  m ,  S,  +  m2  82  + . . .+  m,  8*  =  yk_t  +  mk  S, . 

oùo;  =  .rl. —  xk_x  ;  Mfc  et  mk  sont  respectivement  les  limites  supérieures  et  in- 
férieures de  f( x, y)  dans  la  région  Rk  limitée  par  les  droites  x  ./-,  .  c  x  . 
y  =  yk_[ —  ak?1kf  Y  =  ^'i— 1  "+"  Vt^ti  V  rt  ak  étant  des  fonctions  de  A",  finies,  mais 
respectivement  supérieures  à  A  et  a.  Le  théorème  fondamental  de  l'auteur 
consiste  en  ce  que  Yn,  yn  ont  des  limites  bien  déterminées,  quand  les  inter- 
valles 8t  tendent  vers  zéro  d'une  manière  quelconque,  même  si  \,  et  "    varient. 

2.  L'intégrale  de  y'  =  f(x,  y)  étant  définie  une  fonction  telle  que 


/'   f<x, 


!'./•  —  Fx„=    I     f(x,Fx)dx, 

il  prouve,  au  moyen  du  théorème  fondamental,  l'existence  'l'une  intégrale, 
même  si  f(x,  y)  est  une  fonction  discontinue,  mais  intégrable  par  rapporl 
à  x.  Ainsi,  par  exemple,  y'  =  <p  (  x  )  x  {y  )  a  pour  intégrale  y  ■  )  esl 

une  fonction  intégrable  de  x  qui  s'annule  dans  tout  intervalle  el  si  y,(y)  est 
une  fonclion  limitée. 

3.  Ce  théorème  s'étend  à  un  système  d'équations  simultanées,  l'u  voici  une 
conséquence  particulière  :  «  Um-  équation  linéaire  esl  intégrable  dans  toul 
intervalle  où  ses  coefficients  sont  intégrables.  à 

4.  Dans  l'Appendice,  l'auteur  compare  sa  démonstration  à  celles  de  Caucby, 
de  Picard  et  de  Peano. 


Bull,  des  Sciences  mathém.,1*  série,  t.  Wlll.  (/Novembre  1899.)     R.iG 
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ANNUAIRE    de    l'Académie    royale    des    Sciences,    des    Lettres    et    des 
Baux-Arts  de  Belgiqi  e.  Bruxelles,  Hayez. 

~>\>    année,  1 893. 

Terby  \  i '.  .  —  Nolice  sur  Nicolas-Edouard  M;iill\.  |  ■  »  —  —  -  î < » 4 ) - 

N.-É.  Mailly,  né  à  Bruxelles  le  17  juin  1810,  mort  à  Saint-Josse-ten-Noode, 
le  8  octobre  1891,  est  l'auteur  de  nombreux  écrits  sur  l'histoire  des  Sciences 
en  Belgique  au  xvm"  et  ;m  xixe  siècle,  et  sur  l'histoire  de  l'Astronomie  an 
xix''  siècle.  tou<  écrii-  avec  une  exactitude  minutieuse. 


ANNUAIRE    de    l'Académie    royale    des   Sciences,    des    Lettres    et    des 

Beaux-Arts  de  Belgique.  Bruxelles,  F.  Hayez. 

62e  année,  t.  MDCCXCVI:  [896. 

Mansion  i  I' .  (.  —  Notice  sur  les  travaux  mathématiques  de  E.-Ch- 
Catalan . 

Reproduction  avec  quelques  additions  et  modifications  de  la  Notice  publiée 

en  i885,  dans  le?  Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège,  avec 
un  Chapitre  supplémentaire  sur  l'activité  scientifique  de  Catalan  pendant  la 
période  du  3o  mai  is^î  au  il\  lévrier  189,4,  date  de  sa  mort.  Pendant  cette  der- 
nière période,  il  a  trouvé  sur  les  polynômes  de  Legendre  de  nouveaux  théorèmes 
qui  méritent  d'être  signalés.  Il  a  réuni  en  trois  Volumes  de  Mélanges  mathé- 
matiques la  plupart  de  ses  petits  Mémoires  publié-  depuis  soixante  ans  dans 
divers  recueils. 


MÉMOIRES  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège. 

■    série,  t.  XVIII. 

Derousseau  («/•)•    —   Historique  et  résolution    analytique  com- 
plète du  problème  de  Malfatti.  1  i-V>.  une  planche). 

<  in  sait  qu'on  désigne  sous  ce  nom  le   problème  suivant  : 

Liant  données  trois  droites  qui  se  coupent  dans  un  /dan.  on  demande  de 

construire  trois  cercles  tels  que  chacun  d'eux  touche  les  deux  autres  et  deux 

des  droites   données. 
Ce  problème  a  donné  lieu  à  de  nombreux  travaux  et  l'on  en  trouvera,  dans 

le  Mémoire  de  M.  Derousseau,  un  historique  très  détaille.  1  Malfatti,  Gergonne, 
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Lavernède,     rcdenat,    Bid Lehmus.    Crelle,    Scheffler,    Steiner,    Zornow, 

Idams,  Cayley,  Clebsch,  Plucker,  Quidde,  Mendthal,  Hardt,  Desboves,  Binder, 
Schrôder,    Vffolter,    Schellbach,  Catalan,    Pelletereatr;  Lebon.) 

M.  Derousseau  prend  comme  poinl  de  départ  la  solution  de  Lehmus 
(Annales  de  Gergonne,  t.  V  p.  89),  étendue  el  simplifiée  par  M.  Catalan 
(Nouvelles  Annales,  t.  Y;  Bulletins  <!<■  l'Académie  royale  •!*  /.'<  [gigue, 
octobre  1874),  el  examine  successivement  tous  les  cas  non  résolus.  Il  obtient 
pour  chacun  d'eux  une  solution  ;nisvj  simple  h  plus  symétrique  que  celle  de 
Malfatti 

Rudski  (P.).  —  Note  sur  la   situation  des  racine-  do  équations 
transcendantes  J     l(.x)  =  o,    où   .1    désigne    une    fonction    de 

II     h 

Bessel,  n  =  o,  1,2,  3 (1-29). 

« l<;-  racines,  pour  //  =  <>,  s<>ni   multiples  'I'-  --.  pour  n      0,  elles  sont   int<  1 
médiaires  entre  (n  +  ip  -t-i)ir  el   I  n        <p  -+- 1  )tc,  p  étant  égal  à  o,  1,  a 

Catalan  \  /.'.).  —  Lettres  à  quelques  mathématiciens.  1  i-36). 

Petit-Unis  i  G.).   —   Sur  les   courbes  simpsoniennes.    Formules 
approchées  pour  le  calcul  des  aires  piano.  |  [-19). 

Retali  (V.).  —  Sur  le  double  contact  el   le  conlacl  quadriponc- 
tuel  de  deux  coniques.  I  t-35). 


ATTI  del  Rkale  Istituto  Vexeto  ni  Scienze,  Lettere  ed  V.rti  i  '  i.  -"  série, 
In-8°.  Venezia,  tip.  G.  Antonelli. 

Tome  II  :  [890-1891 . 

Chicchi  (P.)-   —  [V9].   Commémoration    du    Membre    émérite 
sénateur  Gustave  Bucchia.  (99-1 3 ]  I. 

Favaro  (A.).  —  [Y  7 1.  Sur  quelques  nouvelles  études  galiléiennes. 
(i33-i4o). 

Favaro  (A.).  —   [V9].   Sur  la    Bibliotheca  mathematica  de 
Gustave  Enestrom.  Sixième  Communication.  1  2o5-2i 


1  '  1  Voir  Bulletin,  L.  M   .  p.   1 
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Abciti  ( A .). —  [U].  Observations  astronomiques  faites  à  l'adouc 
en  1 890.  (420-  1  {5). 

Castelnuovo(G.). —  [Q2,  réf.  N,].  Recherches  sur  la  géométrie 
de  la  droite  dans  l'espace  de  quatre  dimensions.  (  800-90 1). 

Géométrie  des  complexes  dans  l'espace  S4.  Parmi  les  résultats  de  cette  étude 
nous  citerons  ceux  que  l'auteur  obtient  en  considérant  la  représentation  sur 
l'espace  ordinaire  d'une  certaine  variété  cubique  \  avec  dix  points  doublés, 
déjà  étudiée  par  M.  Segre  <  Mil  de  Turin,  1887  :  Sulla  variété  cubica,  etc.); 
et  Mémoires  de  Turin,  1888,  et  par  l'auteur  {Atti  del  II.  Istituto  Veneto, 
1888:  Sulle  congruenze,  elc.)>  qui  est  la  variété  singulière  d'un  système 
linéaire  x3  de  complexes.  Cette  variété  est  représentée  dans  l'espace  ordinaire 
par  le  système  x>*  des  quadriques  circonscrites  à  un  pentagone  gauche.  Il  y  a 
six  quadriques  de  ce  système  qui  sont  aussi  inscrites  au  pentaèdre  polaire  du 
pentagone,  et  qui  sont  les  images  de  six  espaces  à  trois  dimensions  de  S4,  par 
rapport  auxquels  l'équation  de  V  est  x] -t- . . .-+-  x'I  =  o  (avec  ar, -+-...-+-  xe  =  o). 
Il  y  a  sur  V  six  certains  systèmes  de  droites,  et  six  de  ces  droites  (  une  pour 
chaque  système)  passent  par  tout  point  de  \  et  appartiennent  à  un  cùne  qua- 
drique;  la  recherche  des  coordonnées  du  point,  étant  donnée  la  sextique 
binaire  représentant  les  droites,  conduit  à  déterminer  une  fonction  cubique  de 
six  variables  qui  prend  seulement  six  valeurs  distinctes  par  la  permutation  des 
variables,  et,  par  suite,  à  remarquer  d'étroites  relations  entre  la  variété  V  et 
la  théorie  des  substitutions  de  cinq  ou  six  lettres. 

Lorenzoni  (G.).  —  [U].  Le  mouvement  et  le  ciel  de  Vénus  sui- 
vant Dante.  Remarques  (avec  une  planche  et  une  appendice  sur 
les  formules  pour  calculer  la  splendeur  de  Vénus.  (1061-1088. 
.   pi.). 

Tome  III;   1891-99.. 

Favaro  (A.).  — •  [V7].  Chapitre  inédit  et  pas  connu  de  Galilée 
contre  les  aristotéliciens.  (1-12). 

Celle  poésie  n'est  pas  de  Galilée,  m,ii^  de  J.  Soldani  {voir  ces  Atti,  t.  IV, 

p.  ->o). 

Favaro  (A.).  —  [\  7].  Sur  quelques  Travaux  récents  relatifs  à 
Léonhard  <lr  \  inci.  (i3-4*7  '• 

Favaro  {A.).  —  [V7].  ^es  oppositeurs  de  Galilée.  (6i5-636). 

Antoine  Rocco. 

Favaro  (  t.).  —  [V9].  Sur  la  Bibliotheca  mathematica  de 
Gustave  Enestrôm.  Septième  Communication.  (1)07-64  i  • 
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Padova  (E-)-  —  [R8ca].  Démonstration  d'un  théorème  de 
Jacobi.  (847-855). 

C'est  le  théorème  relatif  à  l'équivalence  du  mouvement  d'un  corps  de  révo- 
lution pesant  et  homogène  autour  d'un  point  de  l'axe,  avec  le  mouvement  de 
deux  surfaces  du  second  degré',  chacune  desquelles  se  meut  autour  de  son 
rentre  en  s'appuyant  sans  glisser  sur  un  plan  (i\e,  les  composantes  de  la 
vitesse  angulaire  autour  des  axes  étant  p,  g,  r  pour  l'une  et  — p,  —  </,  —  r 
pour  l'autre.  L'auteur  en  donne  une  démonstration  fondée  principalement  sur 

la  considération  des  équations  différentielles  du  mouvement.  Autres  déi istra 

tions  en  avaient  été  données  par  l'auteur  même  (Atti  de  Turin,  t.  \l\,  i88'j  : 
Su/le  rotazione,  etc.),  par  Halphen  {Traité  des  fonctions  elliptiques,  :•:  vol.) 
et  par  Darboux  (  Comptes  rendus,  t.  CI,  p.  ri,  1  (5  et  Journal  de  Mal  h.  pures 
et  appliquées,  \"  série,  t.  I,  p.  /Jo3;  i885). 

Caprilli  (,-i .).  -  [S2ea].  La  transformation  de  l'éoergie  dans 
le  mouvement  d'un  globe  aérostatique  et  en  général  d'un  corps 
quelconque  plongé  dans  un  fluide.  (857-880). 

Ciscato  (G.).  —  [R8/a,  réf.  U  10).  Sur  les  formules  fondamen- 
tales de  la  Trigonométrie  sphéroïdique  données  par  (l.-H. 
Halphen.  (to8--i  109).  Suite.  (i333-i  3-  1  I. 

Les   formules   d'Halphen    sont    peu    utiles  en   pratique.  L'auteur  en    d 1e 

d'autres  pour  la  détermination  des  coordonnées  géographiques. 


Tome  IV;  1892-1893.  Venezia,  tip.  ('..  Ferrari. 

Padova  (E .).  —  [R6&].   Quelques  observations  sur  l'usage  du 
principe  d'Hamilton.  (21-20). 

Le  principe  d'Hamilton  reste  applicable  même  quand  les  variables  que  l'on 
introduit  sont  telles  que  l'on  ne  puisse  exprimer  par  celles-ci  toutes  les  coor 
données  des  points  du  système.  Il  suffit  que  l'on  puisse  exprimer  par  les  seules 

q,  q' ,  ôq,  ôq'  les  quantités  U',  8T  et  Smt(a;]  8a;     •  y\ ■  or 

Ricci  (G.).  —  [11]-  Essai  d'une  théorie  des  nombres  réels  au  poinl 
de  vue  de  Dedekind.  (233-2(Si  1. 

Fabri(Ce). — [D]-   Sur  les  fonctions  d'hyperespaces.     *83   »g5 

Extensions  aux  cas  de  fonctions  d'hyperespaces  des  propriétés  trouvées  pai 
l'auteur  même  pour  les  fonctions  de  lignes  1   Itti  de  Turin,t.  \\\  :  >v- 

Favaro  (A.).   —  |  \  91.    Sur  la    Bibliotheca  mathemalica  de 
Gustave  Enestrom.  Huitième  Communication.  1  (o3-4oc)) 


>>y<  si: ion  de  pa  kïik. 

Padova  (£'.).  —  [V9].  Commémoration  de  H.  Bclli.  (609-621). 

Abetti    (-/•)■    —    [^j-    Sur    '*-'    nouveau    micromètre    à    lamines 
appliqué  a  l'équatorial  Dcmbowski.  (623-64 1). 

Abetti  (.1 .).  —  [L1]-  Formules  el  labiés  pour  calculer  la  ré  frac  lion 
différentielle  dans  les  observations  micromélriques.  (643-65q). 

hoperfido  (A.).  —  [ U 10].  Compensation  des  réseaux  géodé- 
s i * | u e ->  à  contour  obligé.  (661-676). 

Favaro  (A.).  —  [\  7].   Sur  un  Chapitre  attribué  à  Galilée.  (725- 

;3o). 

Le  Chapitre  publié  ilan*-  Je  t.  III  de  ces  Atti  n'est  pas  de  Galilée,  mais  de 
J.  Soldant. 

Favaro  {A.).  - —  [\  7].   Les  oppositeurs  de  Galilée.  '7^1-74  '• 
Libert  Froidemont. 

Padova  |  /:'.').  —  [l»8/j.    Sur  un  problème  de  Dynamique,  (jj-- 

760). 

Un  théorème  de  M.  Staekel  :  Sur  une  classe  de  problèmes  de  Dynamique 
(Comptes  rendus,  6  mais  i8q3)  est  un  cas  particulier  «l'un  théorème  que 
M.  Padova  avail  donné  dans  sa  Note  :  Sugli integrali  comuni  a  più  problemi 
di  Dinamica  {Atti  del  /!.  Istituto  Veneto,  iv 

Favaro  |  A.).  —  [^9].  Sur  une  nouvelle  éphéméride  de  biblio- 
graphie mathématique,  publiée  sous  les  auspices  de  la  Société 
mathématique  d'Amsterdam.  Relation.  (829-837). 

ibetti  \.  .  [U].  Observations  de  comètes  et  de  petites  pla- 
nètes, faites  à  Padoue  avec  l'équatorial  Dcmbowski,  depuis 
février  i^iji  jusqu'en  mars  [892.  (847-874). 

D'F/nilt'o  (//.).  —  [Oo/|.  Sur  le  théorème  de  Clairaut,  relatif 
aux  géodésiques  d'une  surface  de  rotation.  (1  191-1202). 

autres  démonstrations,  dont  l'une  mécanique  el   fondée  sur  le  principe  des 
aires. 

Ricci  (G.).  —  [C  't.  réf.  <  >5e,  /.  /].  Sur  quelques  applications  du 
calcul  différentiel  absolu  à  la  théorie  des  formes  différentielles 
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quadratiques  binaires  ei  des  systèmes  à  deux  variables,  i  1 336- 
.364). 

Application  des  méthodes  i  «-111.1 1  <] n iiljlcs  r j  h « ■  l'auteur  a  données  dans  d'autres 
Travaux  el  appelées  de  dérivation  covarianteei  de  dérivation  contrevariante, 
et  dont  un  résumé  a  été  fait  par  lui-même  dans  ce  Bulletin  1  juin  1892 
applications  se  rapportent  principalement  aux  systèmes  de  lignes  tracées  sur 
une  surface.  Certaines  nui  ions  comme  celle  de  courbure  géodésique  se  pré 
sentent  d'elles-mêmes  sons  forme  analytique  comme  des  invariants  absolus 
communs  à  la  forme  fondamentale  el  .i  des  formes  covariantes.  Les  équations 
différentiel  les  dont  dépend  la  détermination  des  systèmes  de  lignes  sur  une 
surface  sont  données  sous  une  forme  canonique  Le  dernier  paragraphe  r. m  lient 
une  exposition  sommaire  d' :  théorie  des  transformations  de-  formes  diffé- 
rentielles quadratiques  binaires 

»  =  Sr,aP1  '/./•,  dx  . 
■:       1  |    a     \dyvdi  ,. 

l'une  dans  l'autre,  celte  question  étant  traitée  indépendamment  du  choix  d'un 
système  particulier  de  coordonnées,  et  en  s'appuyanl  sur  la  théorie  générale 
des  formes,  et  sur  celle  des  systèmes  intégrables  inconditionnellement. 

Lorenzoni  (G.).  —  [U10].  Détermination  relative  de  la  gravité 
terrestre  dans  les  observations  de  \  ienne,  de  Paris  et  de  Padoue, 
avec  les  appareils  et  la  coopération  de  MM.  le  colonel  de  Sterneck 
et  le  commandant  Desforges.  1  \  >-■'>- \  ifi). 

Abetti  (A.).  —  [UJ.  Éléments  de  l'orbite  el  éphéméride  de  la 
planète    i8o,3A  et  comparaison    avec   les  observations,  (i  >  \~- 

1 5  f>  5  ) . 

Antoniazzi  (A. -M.).  — |  l  |.  Sur  quelques  expressions  des  rap- 
ports nK  et  n3  proposées  pour  la  seconde  approximation  dans  le 
calcul  d'une  orbite  elliptique  d'après  trois  observations.  I  1  556- 
[567). 

Enriques  |  F.).  —  |  M29  |.  Les  surfaces  avec  un  nombre  infini  de 
transformations  projectives  en  elles-mêmes.  1  1090-1635 

Les  homographie-,  soui   supplée-;  sans  points  unis  multiples.  Cela  posé,  les 
homographies  d'un  groupe  x{ 

.'',  :.>'■■  :.'".', 

ne  transforment,  en  général,  en  eux-mêmes  que  les  quatre  plans  unis. 

L'existem  e  de  surfaces  algébriques  transformées  en  elles-mêmes  dépend  de  la 
rationalité  des  deux  invariants  absolus  p.,  /,  ou  dé  l'un  d'eux,  ou  bien  de  celle 
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des  coefficients  d'une  relatif  qui  ail  lien  entre  u.etv.  Lue  surface  algébrique 
ayant  un  groupe  continu  transitif  de  transformations  projectives  en  elle-même, 
esl  rationnelle,  et  si  le  groupe  est  intransitif,  elle  est  une  surface  réglée  ou 
transformable  en  une  surface  réglée. 

Après  avoir  déterminé  les  groupes  x?  d'homographies  de  l'espace,  qui  sont 
•le  treize  espèces,  l'auteur  étudie  les  surfaces  avant  s,-  transformations  pro- 
jectives  en  elles-mêmes  (mais  pas  plus  que  w2);  ce  sont  : 

a.  Les  surfaces  de  première  espèce  (de  Klein  et  Lie); 

b.  Les  surfaces  réglées  de  troisième  espèce: 

c.  Les  surfaces  avec  un  faisceau  de  «..niques  de  la  quatrième  espèce; 
cl.  Les  surfai  es  algébriques  du  sixième  ordre  de  cinquième  espèce. 

Enfin  les  surfaces  ayant  plus  de  «!  transformations  projectives  en  elles-mêmes 
-"lit   : 

(/.  Le  plan  : 

//.  La  quadrique; 

c.  Le  i  une  : 

d.  La  développable  cubique. 

[A  ces  surface*  il  faut  ajouter  les  surfaces  réglées  cubiques  (de  Cayley) 
ayant  l<i  directrice  infiniment  rapprochée  de  la  droite  double.  Voir  t.  \. 
p.  638.] 

Cassant  (P.).  ■ —  [T  4a].   Sur  la  dilatation  des  corps  par  l'action 
de  la  chaleur,  (i 655-1 66g  i. 

Possibilité  théorique  de  la  détermination  simultanée  des  coefficients  de  dila- 
tation absolue  du  mercure  et  du  verre  par  la  méthode  de  Dulong  et  Petit, 
d'après  deux  observations. 

Levi-Civita  (T.).  —  [Jo]-   Sur  les  infinis  et  les  infiniment  petit- 
actuels  comme  éléments  analytiques.  ( 'i-65-iSi  5  I. 

Le  symbole  av,  a  étant  un  nombre  réel  quelconque  etv  un  indice  réel,  repré- 
sente ce  que  l'auteur  appelle  un  monosème  du  continu  numérique  de  seconde 
espèce.  Les  a,,  sont  les  nombres  réels  ordinaires.  L'auteur  établit  d'abord  les 
notions  d'égalité  et  d'inégalité  entre  monosèmes  et  celle  de  somme  de  plusieurs 
monosèmes  de  même  indice.  Les  monosèmes  à  indice  positif  correspondent  à 
des  infinis,  et  ceux  à  indice  négatif  à  des  infiniment  petits.  Un  groupe  de 
monosèmes  d'indices  différents 

1  (2)  ii 

"  ,     ■      ",- ' 

esl  appelé  elliptique  |  hyperbolique)  lorsque,  étant  donné  un  nombre  quel- 
conque \.  le  nombre  des  indice-  ■/'■  supérieurs  '  inférieurs)  à  \.  esl  toujours 
Uni.  I  ii  groupe  elliptique  |  hyperbolique)  <>  représente  ce  que  l'on  appelle  on 
nombre  général  elliptique  {hyperbolique).  Au  moyen  d'opérations  sur  les 
groupes  l'auteur  définit  ensuite  l'addition,  la  soustraction  et  la  multiplication 
de  ces  nombres.  Puis  il  donne  la  définition  de  limite,  en  démontrant  un 
théorème  analogue  à  celui  qui  exprime  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  l'existence  de  la  limite  ordinaire,  el  quelques  propositions  relatives  aux 
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séries.   Lorsque   dans   une   succession    elliptique  y'<1',  y'- y  "  ■  on   a   pour 

toute  valeur  de  n  suffisamment  grande 

i->        *,, 

tv  étant    un    nombre   arbitraire,   mais  d'indice  détermine.   I  est   appelée  la 
limite  de  la  succession  par  rapport  à  l'indice  v. 

Les  considérations  relatives  aux  limites  >"nt  ensuite  employées  pour  définir 
la  division.  Après  cela,  l'auteur  montre  la  permanence  des  propriétés  connues 
pour  les  séries  qui  donnent  respectivement  e1',  cosa:,  sinar,  lorsque  x  est  un 
nombre  elliptique  (  hyperbolique  ),  el  l'existence  du  logarithme.  En  considérant 
une  fonction  /(x)  d'une  variable  dans  le  champ  elliptique  il  définit  la  conti- 
nuité et  la  dérivation,  et  au  sujet  de  cette  dernière  il  est  particulièrement 
intéressant  de  distinguer  la  dérivée  ordinaire  (relative  à  l'indice  o)  de  la  dérivée 
que  l'auteur  appelle  de  seconde  espèce,  qui  est  la  limite  /  de 

f(x  +  h)-f(x) 
h 

dans  l'hypothèse  que  l'on  [>ui--e  rendre 

f{x  +  h)~f(x) 


h 


-l       *„ 


<tv  étant  arbitrairement  petit,  c'est-à-dire  avec  L'indice  v  arbitrairemenl  grand 
en  valeur  absolue  et  négatif. 

Suit  une  application  géométrique,  en  particulier,  la  démonstration  que  il. iu- 
le système  de  Ricmann  ainsi  que  dans  celui  de  Lobatschewski,  les  angle-  d'un 
triangle  dont  les  côtés  sont  infiniment  petits  par  rapportai!  rayon  de  courbure, 
satisfont  à  la  relation  euclidienne. 

Levi(G.).  — [13&,  réf.  19].  Recherches  sur  les  nombres  premiers. 
(1816-1842). 

Théorème  de  Wilson,  et  deux  autres  théorèmes.  Méthode  de  recherche  dé- 
nombres premiers. 

Tome  Y;   1 890-94. 

Lorenzoni  (G.).  —  [U10].  Nouvel  examen  des  conditions  du 
support  dans  les  expériences  faites  à  Padoue  en  1880-1886  pour 
déterminer  la  longueur  du  pendule  à  secondes,  et  moyen  pra- 
tique pour  déterminer  les  axes  géométriques  de  rotai  nui  dans 
les  deux  positions  réciproques  du  pendule  convertible.  (o,-3i). 

Gloria  (A.).  —  [V7].  Sur  le  lieu  où  <  ralliée  habitait  en  Padoue  el 
où  il  (il  ses  découvertes  immortelles.  (180-2.*)  (,  1  pi.). 

Lorenzoni  {G.).  —  [U10].  Détermination  relative  de  la  gravité 
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terrestre  à  Padouc,  à  Milan  et  à  Rome,  faile  en  auloinne  1893 
avec  l'appareil  pendulaire  de  Sterneck.  (2o5-2g3). 

Favaro  (A.).  —  [V7].  Matériaux  pour  un  catalogue  des  ma- 
nuscrits et  documents  galiléiensnon  possédés  par  la  Bibliothèque 

nationale  de  Florence.  (33i-45~  ). 

Favaro  (A.).  —  [V9].  Sur  la  Biblioiheca  mathematica  de 
Gustave  Enestrom.  Neuvième  Communication.  ( 545-55 1). 

Favaro  {A.).  —  [V7].   Amis  et  correspondants   de   G.    Galilei. 

(552-58o). 

Marguerite  Sarrocchi.  Suivent,  comme  documents,  des  lettres  de  Luca  Valérie-, 
Guido  BeLtoli,  Fia  Innocenzo  Perugino,  Marguerite  Sarrocchi. 

Enriques  (F.).  —  [M29].  Sur  le  Mémoire  :  Les  sur/aces  avec 
un  nombre  infini  de  transformations  projectiles  en  elles- 
mêmes.  (638-642). 

L'auteur  apporte  ici  une  correction  au  Mémoire  mentionné,  publié  dans  le 
t.  IV.  Celte  correction  a  élé  introduite  dans  le  compte  rendu  que  nous  en  avons 
donné  (voir  ci-dessus). 

Ricci  (G.).  —  [G4,  réf.  Oo/].  Sur  la  théorie  des  Lignes  géodé- 
siques  et  des  systèmes  isothermes  de  Liouville.  ( 643-68 1). 

Mémoire  faisant  suite  à  celui  du  t.  IV,  p.  i336  1  Sur  quelques  applica- 
tions, etc.;  voir  ci-dessus).  Il  s'agit  principalement  de  la  recherche  des  inté- 
grales premières  quadratiques  homogènes  pour  l'équation  des  géodésiques; 
mais  l'auteur  établit  d'abord  les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  des 
géodésiques  par  sa  méthode  appelée  calcul  différentiel  absolu,  ou  méthode  de 
dérivation  covariante  et  de  dérivation  contrevariante  [voir  ce  Bulletin. 
juin  1892),  dont  ce  Travail  ainsi  que  le  précédent  est  propre  à  en  rendre  évi- 
dentes l'élégance  et  l'utilité. 

Etant  ç  le  carré  de  l'élément  linéaire  d'une  surface,  les  coefficients  des  inté- 
grales premières  homogènes  de  degré  m  puni-  l'équation  des  géodésiques  formenl 
des  systèmes  covariants  d'ordre  m.  Ces  coefficients,  associés  .1  la  forme  ~. 
constituent  m  —  1  éléments  satisfaisant  à  m  -+-  2  équations  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre.  Pour  les  intégrales  du  premier  degré,  l'auteur  retrouve 
le  théorème  qui  fait  dépendre  leur  existence  de  celle  de  systèmes  à  la  fois 
isothermes  et  géodésiques,  et  pour  celles  du  deuxième  degré,  il  démontre  qu< 
leur  existence  dépend  de  celle  de  systèmes  isothermes  ayant  une  propriété 
spéciale  relativement  aux  courbures  géodésiques  de  leurs  lignes.  Cette  propriété 
est  celle  qui  sert  à  caractériser  les  systèmes  isothermes  par  rapport  auxquels 
la  forme  fonds intale  peut  prendre  le  type 

1        V)    du 
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U  étant    une    fonction  de  u,  et  Y  de  v  (systèmes  de  Liouville).    Par  cela  on 

découvre  un  nouveau  lien  entre  le  problè de  la  réduction  de  l'expression  de 

l'élémenl    linéaire   à   la   forme   de   Liouville,    el    la    recherche   des   intéj 
premières  quadratiques  pour  L'équation  des  géodésiques. 

L'existence  des  systèmes  de  Liouville  dépend  de  la  possibilité  de  satisfaire  à 
un  certain  système  S  d'équations  simultanées;  l'auteur  étudie  ce  système  pour 
déterminer  les  valeurs  que  peut  avoir  le  nombre  de  ses  constantes  arbitraires 
el  établir  pour  chacune  de  ces  valeurs  le-*  équations  de  condition  pour  la  forme 

fondamentale.  Il  retrouve  les  résultats  connus  pour  les  surfaces  ■<  c 'bure 

constante  et  les  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  rotation  :  et  il  donne  le 
moyen  dé  reconnaître  entre  ces  surfaces  celles  qui  admettent  po*ur  l'équation 
des  géodésiques  deux  intégrales  quadratiques  indépendantes  entre  elles  et  de 
l'intégrale  connue  du   premier  degré.   Puis  il   traite  le  cas  des  surfaces    non 

applicables  à  des  surfaces  de  rotation  et  démontre  le  théorème,  déjà  déi tré 

par  M.  Uarboux,  que  sur  ces  surfaces,  lorsqu'il  ,\  a  des  systèmes  de  Liouville, 
il  y  en  a  un  seul  ou  un  nombre  infini.  Ces  propriétés  se  simplifient  pour  deux 
classes  «le  surfaces  que  l'auteur  étudie  ensuite.  Ce  sont  les  surfaces  à  courbure  '  ■ 
variable,  sur  lesquelles  les  lignes  G  sont  isothermes,  el  les  surfaces  applicables 
sur  des  surfaces  à  courbure  moyenne  constante. 

Cassani  (/'.).  —  [Q^l.   Sur   la  Géométrie  pure  euclidienne  à 

//  dimensions.  (  S 20-8  j  \  ). 

Parallélisme,  orthogonalité,  angle  de  deux  plans  dans  l'espace  de  quatre  dimen 
sions.   Formules   analytiques  :   distance  d'un    point  à    un   plan,  à    une  droite; 
angle  de  deux  droites,  etc.  Extension  delà  tractation  synthétique  des  questions 
précédentes  à  l'espace  de  n  dimensions. 

Chini  (M.).  —  [IIo^].  Sur  une  classe  de  polynômes  différentiels. 
(872-876). 

Etant  y  une  fonction  de  ./'.  suit 

n 

1  y)    ^L  '■■' 
n 

un  polynôme  différentiel,  les  xr  étant  des  fonctions  données  de  x.  Le  polynôme 

n 
0 

étant  \in—  (—  1)"  xN.  e-i    appelé  polynôme  adjoint  tle  ;  deux   polj 

nomes  ont  la  propriété  réciproque  que  toute  solution  yi  de  /'  j  •  0  rend  le 
produit  .r,l''(  r)  égal  à  la  dérivée  d'un  polynôme  différentiel  en  y  de  l'ordre 
n—  1;  et  toute  solution  ^    de  F{y  1     0  .1  une  propriété  semblable  par  rapport 

au    produit    ^ ,/{}'). 

Étant /(j  i  un  polyi 1e  tel  que  toute  solution   1    d 

égal  à  la  dérivée  d'un  polynôme  de  l'ordix  n  —  1,  <>n  doit  avoir 


2j:<  seconde  i'a hue. 

Alors,  en  posant  yz  au  lieu  de  y  en  f,  on  obtient  un  autre  polynôme  dont  les 
coefficients  sont  des  polynômes  différentiels  en  ^.  dont  chacun  a  une  propriété 
analogue  à  celle  de/. 

Padova  (F.).  —  [U6^/].  Une  observation  relative  à  la  théorie 
de  Maxwell  pour  l'anneau  de  Saturne.  (1012-10 14). 

Eclaircissement  sur  un  point  du  Chap.  XII  de  la  Mécanique  céleste  de 
Tisserand. 

Favaro  (A.).  —  [\  3b,  réf.  \  4c].  Sur  les  mécaniques  de  Héron 
Alexandrin,  publiées  pour  la  première  fois  d'après  la  version 
arabe  de  Costa  ben  Luca  par  le  baron  Carra  de  Vaux.  (1  1  1-- 

I  l32). 

Favaro  (A.).  —  [S 3].  En  présentant  quelques  études  de  l'ingé- 
nieur G.  Colle  pour  l'agrandissement  de  l'aqueduc  de  Padoue. 
(ii33-ii36). 

Favaro  [A.).  —  [\  7].  Notices  sur  les  catalogues  originaux  des 
académiciens  Lincei,  tirées  de  l'histoire  inédite  de  F.  Cancel- 
lieri.  (i32i-i33o,). 

Abetti  (A.).  —  [U].  Suite  et  fin  des  observations  astronomiques 
faites  en  1893  à  l'observatoire  royal  de  Padoue.  Appendice  : 
Sur  V orbite  de  la  planète  i8o,3A  =  (354  )•  .  .  .  (1 365-1 397). 

Fambri  (P.).  —  [^9]-  Joseph  Battaglini.  Notice  nécrologique. 
(1419-1420). 

Fambri  (P.)  et  Cassant  (P.).  —  [V9].  Sur  la  dernière  publication  : 
Fondements  de  Géométrie  à  plusieurs  dimensions  et  à  plu- 
sieurs espèces  d'unités  rectilignes,  exposés  en  forme  élémen- 
taire ;  par  G.  Veronese.  (i4^i  -1 427  »• 

Levi-Civita  (T.).   —  [Ci].    Sur  les   invariants  absolus.    (1  1 4 7 - 

i523). 

Ce  Travail  est  dans  un  certain  sens  une  extension  des  méthodes  de  M.  Ricci. 
L'auteur  étudie  les  invariants  différentiels  absolus  d'un  système  plus  général 
que  celui  considéré  par  M.  Ricci,  car  il  ne  suppose  pas  qu'il  y  ait  une  forme 
différentielle  quadratique  fondamentale.  Ces  invariants,  suivant  un  théorème 
de  Lie  [Ueber  Differentialinsarianten  (Math.  Ann.,  Bd.  XXIV,  Heft  4)]  sont  les 
solutions  d'un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  linéaires  et  homo- 
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gènes.  L'auteur  établit  ces  équations  et  donne  des  propriétés  de  leurs  solutions. 
Puis,  en  appliquant  les  résultats  obtenus,  il  donne  une  extension  de  la  notion 
d'invariant,  en  étudiant  la  question  suivante  : 

Étant  donné  un  système  S,  déterminer  toutes  les  expressions  ^  dépendant 
des  variai, les,  des  fonctions  du  système  et  de  leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre  a, 
telles  que  les  intégrales  du  type 


p  l  n  ] 

=    /  y  dxy  tir,  .  .  .  dxn 


soient  des  invariants,  C  étant  un  champ  arbitraire,  indépendant  du  système 
des  variables  d'intégration.  Les  y  sont  appelés  par  l'auteur  li y po fonctions 
d'ordre  \i. 

Bordlga  (G.).  —  [Q2,  réf.  Nl\g~\.  Congruence  du  quatrième 
ordre  et  de  la  seconde  classe  dans  l'espace  de  quatre  dimensions. 
(160J-1620). 

Soient  C„,  C,  les  centres  de  deux  faisceaux  projectifs  (non  perspectifs  1  de 
rayons  situés  respectivement  sur  deux  plans  de  H,,qui  ne  soient  pas  renfermés 
dans  un  même  espace  ordinaire.  Les  rayons  qui  rencontrent  deux  rayons  cor- 
respondants forment  un  complexe  O..  Les  rayons  d'ii  rencontrant  un  plan 
arbitraire  forment  la  congruence  étudiée  par  l'auteur. 

Padova  '{E.).  —  [R6].  Sur  les  ('([nations  de  la  Dynamique. 
(1641-1669). 

L'auteur  reprend  ici  avec  plus  de  détails  l'exposition  de  ses  vues  sur  les 
fondements  de  la  Dynamique  (Voir  Atti  délia  II.  Ace.  dei  Lincei  Rendiconti, 
t.  VII,  1891,  ier  semestre,  p.  197,  et  ce  Bulletin,  t.  X.VIII2,  p.  no),  particulière- 
ment sur  la  manière  qu'il  propose  de  suivre  pour  établir  les  équations 
du  mouvement  et  de  l'équilibre  des  systèmes  sans  y  mêler  la  notion  ordinaire 
de  force,  et  en  les  déduisant  du  principe  de  l'énergie. 

Étant  qt,  q2,  ...,  qn  les  coordonnées  du  système  donné,  soit 

T    -  -Sa,  '/','/' 
2  '    s 

l'énergie  cynétique  du  système,  que  l'on  suppose  non  soumis  ,1  des  actions 
extérieures;  alors  T  est  constant  et  l'on  peut  se  proposer  de  déterminer  les 
accroissements  f^dt  des  vitesses  q't  pour  que  l'on  ait  d'Y-  0.  Ces  /,.  sont 
déterminées  par  les  équations 

ahk  ,  étant  les  symboles  de  Cliristoffel,  et  l'auteur  appelle  ces/,  les  composantes 

te    V accélération    spontanée.    Maintenant,    si,    dans    un    uvemenl    donné 

quelconque,  les  accélérations  du  système  soni  représentées  par  des  quantités  q"t, 
et  que   l'on    pose  q\-\-  (q)  —  Xi)  d*   au    ,ieu    c,p  '//   dans    l'expression    de   T, 

l'accroissement  de  T  sera  donne  par 

rfT       -  dq,  Zhahii  q\  -  y,  I, 


2~it 
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et  représentera  ce  que  l'on  appelle  ordinairement  le  travail  des  forces  exte- 
rieures,  et  l'on  pourra  appeler  force  suivant  la  coordonnée  q  .  le  coef6- 
cient  de  chj  dans  cette  expression.  De  cette  manière,  si  Ton  a  ce  coefficient 
exprimé  en  fonction  Q  'les  qL,  des  q)  et  de  t,  les  équations  du  mouvement 
seront 

Q,=  -;,«■;.  <  Va  -/./,)• 

Suivent  les  applications  de  cotte  méthode  au  cas  des  fils  et  des  surfaces 
flexibles  et  inextensibles,  à  celui  des  fluides  incompressibles,  puis  aux  corps 
élastiques  et  enfin  à  la  théorie  de  la  capillarité. 


Tome  VI.  i8g4-i8g5. 

Favaro  \    t.  .  -    [V71.   Nouvelles  contributions   à   l'histoire  du 

procès  de  Galilée.  (88-97 

Cassani  1  P.  |.  —  [Q^]-   Sur  les  angles  des  espaces  linéaires  dans 
un  espace  de  plusieurs  dimensions.  (388-393). 

Veronese  [G.].  —  [^1]-   Démonstration  de  la  proposition  fonda- 
mentale de  l'équivalence  des  figures.  |  \>.i-\-')j). 

Une  figure  ne  peut  être  équivalente  à  Tune  de  ses  parties.  L'auteur  admet  ce 
postulatum  pour  les  segments,  et  en  donne  la  démonstration  pour  toute  autre 
espèce  de  grandeur. 

Ricci  (G.).  —  [Ci,  réf.  05,  6].   Sur  la  théorie  intrinsèque  des 
surfaces  et  particulièrement  de  celles  du  deuxième  degré.  I  i4~>- 


Etant 


-^'i , .  d.rr  <lx. 


l'élément  linéaire  d'une  surface,  xr  x2  les  coordonnées  générales  des  points  de 
la  surface,  et  yv  y2,  y3  les  coordonnées  cartésiennes  orthogonales,  et  avant 
posé 

•  )./■ 


■'  fc.r  .1  t- 


soient  yh  rt,  yb  rtl  les  éléments  des  systèmes  covariants  successifs  dérivés  du 
système  yh  r  suivant  la  forme  fondamentale  tp.  Posons  ensuite 


\Ja 


JK/1+1,1    ?'u~\,-: 


«r,  =    - 
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qui  sont  les  équations  intrinsèques  de  la  surface.  Les  ",,  6,  satisfont  aux 
deux  équations 

6„,       >'„■ 
b^b_-l, 

que  l'auteur  appelle  équations  fondamentales,  bnl  étant  les  éléments  du 
système  dérivé  de  celui  des  6r,  suivant  la  forme  tp,  et  G  l'invariant  de  Gauss. 
En  employant  deux  systèmes  orthogonaux  quelconques  de  ligni is  tracées  sur 
la  surface,  et  en  exprimant  les  bri  par  les  éléments  des  systèmes  covariantsde 
ces  systèmes  de  lignes,  l'auteur  transforme  les  équations  fondamentales  et  les 
équations  intrinsèques  en  réduisant  ces  dernières  à  une  forme  plus  avantageuse 
pour  l'intégration.  Puis  il  donne  l'interprétation  géométrique  de  la  forme  diffé- 
rentielle cubique 

qui  esi  la  suivante  : 

Pour  toute  ligne  tracée  sur  la  surface,  le  rapport  de  cette  forme  changée  de 
signe  au  carré  de  l'élément  d'arc  de  la  ligne,  représente  en  chaque  point 
l'accroissement  que  prend  la  flexion  de  la  géodésique  tangente  à  la  ligne,  en 
passant  de  ce  point  au  point  consécutif. 

Ensuite  il  détermine  les  directions  de  la  normale  et  de  la  binormale  à  une 
ligne  «le  la  surface  en  fonction  de  celles  de  la  normale  à  la  surface  et  des  tan 
gentes  à  deux  systèmes  de  lignes  orthogonales,  en  en  déduisant  les  formules  de 
l'renet;  donne  sous  une  forme  nouvelle  les  équations  des  lignes  de  courbure, 
des  systèmes  conjugués  et  des  lignes  asymptotrques,  et  retrouve  les  formules 
de  Gauss  et  de  Codaz/.i,  celles  de  Raffy  et  le  théorème  d'Enneper.  Ainsi  se  ter 
mine  le  premier  Chapitre. 

Dans  le  second,  il  résout  deux  problèmes  relatifs  à  l'applicabilité  des  surfaces; 
l'un  : 

a.  Étant  donnée  une  forme  fondamentale  binaire  sp,  déterminer  le-  surfaces 
dont  la  courbure  moyenne  smi  c  (constante)  et  dont  l'élément  linéaire  sa 

l'autre  : 

//.  Trouver  les  surfaces  gauches  dont  l'élément  linéaire  soit  \  - 

Le   troisième    Chapitre  commence   par  l'indication  <le  la  méthode  à  suivre 
pour  traiter  le  problème  suivant  de  la  théorie  des  surfaces  : 
«  Étant  donnée  uni'  fonction  fondamentale  binaire 

œ       i    a    il  i    il  r 
et  l'équation  d'une  surface 

en  coordonnées  cartésiennes  orthogonales,  rec< altre  -i  \  -  peut  en  être  une 

expression  de  l'élément  linéaire.  »  La  méthode  indiquée  par  l'auteur  est  aussi 
appliquée  par  lui  aux  surfaces  du  deuxième  ordre  non  développables,  dont  il 
trouve  des  nouvelles  propriétés  relatives  aux  courbures  normales  et  tangen 
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tiellcs  des  lignes  de  courbure.  Puis  il  fait  la  détermination  des  lignes  de  cour- 
bure et  de  courbures  principales,  pour  une  expression  quelconque  de  l'élément 
linéaire;  trouve  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  forme 
fondamentale  puisse  représenter  le  carré  de  l'élément  linéaire  d'une  surface  du 
deuxième  ordre;  et  enfin,  il  détermine  la  forme  d'une  telle  surface  lorsque  l'on 
en  connaît  l'élément  linéaire. 

Ce  Travail  fait  suite  à  d'autres  Mémoires  du  même  auteur,  en  particulier  à 
celui  qui  a  été  publié  dans  ces  Atti,  t.  IV,  p.  i336  {voir  ci-dessus),  et  il  est 
une  nouvelle  preuve  de  la  fécondité  et  de  l'utilité  des  méthodes  de  dérivation 
covariante. 

Padova  (E.).  [R8cy].   Mouvement  d'un  disque  circulaire  pesant 
qui  tourne  en  s'appuyant  sur  un  plan  horizontal.  (489-495). 

Le  point  d'appui  est  supposé  ne  pas  glisser  sur  le  plan.  La  résolution  com- 
plète du  problème  dépend  d'intégrales  hyperelliptiques,  mais  on  peut  établir 
certaines  propriétés  du  mouvement.  Par  exemple,  si  la  vitesse  du  point  d'appui 
est  uniforme,  sa  trajectoire  est  une  circonférence,  et  réciproquement. 

Favaro  (A.).  —  [V9].  Baldassarre  Boncompagni  et  l'histoire  des 
Sciences  mathématiques  et  physiques.  Notice.  (509-021). 

Favaro  (A.).   —   [V9].    Sur   la  Bibliotheca  mathematica  de 
Gustave  Enestrimi.  Dixième  Communication.  (022-026). 

Palatini  (F.).  —  [K7].   Contribution  à  la  théorie  des  faisceaux 
de  rayons  et  à  la  théorie  de  l'égalité  des  figures  planes.  (710- 

7?-9)- 

Propriété  relatives  particulièrement  à  Vordre  et  à  la  position  des  éléments 
d'un  faisceau. 

Banal  (£.).  —  [C4,  réf.  06 g,  réf.  Q2].   Sur  une  classe  de  sur- 
faces à  trois  dimensions  à  courbure  totale  nulle.  (998-1004). 

L'auteur  trouve  les  conditions  sous  lesquelles  la  forme  différentielle  quadra- 
tique à  trois  variables 

ai2  =  ~riars  dxr  dxt 

représente  le  carré  de  l'élément  linéaire  d'une  surface  à  trois  dimensions  dont 
une  courbure  soit  nulle  et  les  deux  autres  égales  entre  elles. 

Padova  (F.).  —  [S2ea].  Sur  le  mouvement  d'un  solide  dans  un 
liquide  illimité.  (1  1 5  1  - 1 160). 

L'auteur  apporte  quelques  modification-  à  un  résultat  obtenu  par  Halphen 
(Traité  des  fonctions  elliptiques,  \  <«| .  II),  suivant  lequel  le  mouvement  d'an 
solide  de  révolution  dan-  un  liquide  résulte  de  la  composition  de  deux  mou- 
vements à  la  Poinsot. 
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Ciscalo  (G.).  —  [U].  Observations  de   planètes  ci.  de  com 
faites  à  l'observatoire  de  Padoue  en  1894,  el  calculs  relatifs  à 
l'orbite  de  (354).  . ..  (1161-1 184). 

Tome  VII,  [895-1896. 

Favaro  (A.).  —  [V7].  ÏNouvclles  contributions  à  l'histoire  des 
Sciences  dans  le  dix-septième  siècle.  Tite-Live  Buratlini.  (1  10- 
1  16). 

Picciatti  (G.).  —  [R8£"]-  Sur  la  transformation  des  équations  de 
la  Dynamique  dans  quelques  cas  particuliers.  (  1  —  .">  —  1  8 

Antoniazzi  (A.).  —  [U].  Équations  de  condition  pour  les  occul- 
tations observées  à  Padoue  en  1894  et  1895.  1  .Ir-.'JSj). 

Favaro  (A.).  —  [V7].  Amis  et  correspondants  de  Galilée.  Études 
et  recherches.  IJ.  Octave  Pisani.  (  \\  i-ffo). 

Favaro  (A.).  —  [  V7].  Amis  et  correspondants  de  (  lalilée.  Éludes 
et  recherches.  III.  Jérôme  Magagnati.  (  \\  [-465  i. 

Lerenzoni  (G.).  — [R8c/,  réf.  T2].  Sur  l'influence  de  la  flexion 
du  pendule  sur  la  durée  de  son  oscillation.  (466-  \-  j  >. 

Ciscato  (G.).  —  [U].  Observations  de  planètes  et  de  comètes, 
faites  à  l'observatoire  de  Padoue  en  [895.  (737-752). 

Del  Lungo  (C).  —  [Ro].  Sur  le  mécanisme  des  forces  à  distance. 
(997-1003). 

Levi-Civita  {T.).  — [R9c].  Sur  le  mouvement  d\\n  système  de 
points  matériels  éprouvant  des  résistances  proportionnelles  aux 

vitesses,  (ioof-1008). 

Les  équations  différentielles  da  mouvement  d'un  système  matériel  S  dont  les 
points,  éprouvent  des  résistances  proportionnelles  aux  viti — -.  peuvent  se 
déduire  des  équations  relatives  au  mouvement  libre  de  S  par  le  changement 

dtt   -  e  "'■'  dt 

de  variable  indépendante. 

Fano  (G.).—  [Q2,  réf.  \LN|.   Sur  les  variétés  algébrîqui 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  2' série,  t.  XXIII,  (Novembre  1 89g   1     i; 
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l'espace  à  quatre  dimensions  avec  un  groupe  continu  intégrable 
de  transformations  projeclives  en  elles-mêmes.  (ioOq-i  io3). 

Ce  sont  les  suivantes  : 

1.  Variété  du  quatrième  ordre,  composée  de  a;1  plans  et  ayant  un  plan  triple 
(double  comme  directeur  et  simple  comme  générateur). 

2.  Variété  cubique  avec  deux  coniques  doubles. 

3.  Variété  cubique  (particulière)  avec  deux  droites  doubles  incidentes,  l'une 
de  première  et  l'autre  de  deuxième  espèce. 

i.  Variété  du  quatrième  ordre  avec  un  plan  double  et  une  droite  triple 
située  dans  ce  plan  et  contenant  un  point  où  les  deux  espaces  qui  constituent 
le  cône  tangent  sont  coïncidants. 

5.  Variétés  diverses  du  type 

(a).  x\-ïf=xl, 

k  étant  un   nombre  rationnel  et/  une  forme  quadratique  telle  que  les  espaces 

du  faisceau 

.r,  -+-  \x2  =  o 

coupent  la   variété  (a)  suivant  des  quadriques  ou  des  cùncs  du   second  degré, 
tangents  au  plan  a?,=  x2=  °* 


Tome  VIII;  1896- 1897. 

Cassant   (P-)-  —  [12].    La  définition   géométrique  de  nombre 
premier.  (io3-io8). 

Bordiga  (G.).  —  [Q2,  réf.  M2768].  Cas  particuliers  de  surfaces 
réglées  rationnelles  du  quatrième  ordre.  (420-432). 

Ciscato  (G.).  — [U].  Observations  astronomiques  faites  à  l'obser- 
vatoire de  Padoue  en  1896.  (5 19-543). 

Ravené  (G.).  —  [U].   Nouvelle  détermination  de  l'orbite  de  la 
comète  de  962.  (544-548)- 

Bordiga  (G.).  —  [Q2,  réf.  PI].  L'homographie  dans  l'espace  de 
n  dimensions.  (1091-1  109). 

L'auteur  démontre  par  voie  synthétique  l'existence  des  points  unis,  ou  de9 
espaces  fondamentaux  «le  points  uni?.,  leur  indépendance,  et  la  possibilité  de  la 
construction  de  l'homographie. 

RicciiG.).  - —  [06/»"].  Sur  l'équation  fondamentale  de  \\  eingarlen 
dans  la  théorie  des  surfaces  applicables.  (i23o-ii 38  I. 
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Wein-garten.  a  réduil  la  détermination  de  toutes  les  surfaces  applicables  mil- 
une  surface  donnée,  à  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre.  L'auteur,  en  employant  les  méthodes  du  calcul  différentiel 
absolu,   déduit  le    théorème   de    VVeingarten    des   formules   fondamentales  de 

Géométrie  intrinsèque  (voir  ces  Atti,  t.  \  I  ). 

Levi-Civita  (T.).  —  [R8'j.   Sur  la  stabilité  de  l'équilibre  pour  les 
systèmes  à  liaisons  complètes,  i  i  2 \ ~- 1  25o)  . 

L'auteur  suppose  que  le  système  suii  à  liaisons  indépendantes  du  temps  et 
doué  d'un  seul  degré  de  liberté;  les  forces  .-«mt  supposées  ne  dépendre  que  de 
la  position  du  système.  Soit  x  la  coordonnée  du  système  (x  —  o  étant  la  posi 
tiôn  d'équilibre)  et  X (x)  la  force.  <>u  sait  que  -i   le  développemenl  de  \    / 
commence  par  une  puissance  impaire  ex",  l'équilibre  est  stable  <>u   instable 
suivant  que  l'on  a  c  >  o  ou  c  <  0. 

L'auteur  démontre  que  l'équilibre  est  toujours  instable,  excepté  le  c;is  de 
n  impair  et  c<o. 

Ricci  (G.).  —  Sur  le  théorème  de  Stokes  dans  un  espace  quel- 
conque à  trois  dimensions  el  en  coordonnées  générales.  (i536- 
i53g). 

Le  théorème  de  Stokes  a  lieu  dans  un  espace  de  nature  quelconque  (non 
euclidien  ). 

Palatini  (Z'V).  —  [IKK  réf.  Pic].  Sur  les  solutions,  satisfaisant 
au  problème  géométrique,  des  équations  de  condition  pour  les 

transformations  Crcmona  des  figures  piano.  (i555-i5< 

Tome  IX;   1897-1898. 

Cassani(P.). — [lJ-i&].  Sur  la  correspondance  quadratique.  (3o- 
34). 

Correspondance  quadratique  particulière,  non   involulive,  entre  deux  plans 

superposés. 

Lorenzoni  (G.). — [R8c/.  réf.  'Y"l\.  Sur  l'influence  de  la  flexion 
du  pendule  sur  la  durée  de  son  oscillation.  (61-68). 

Veronese  (G<).  — [V9]-  Notice  nécrologique  sur  le  prof,  sénateur 
F.  Brioschi.  (1  \  \-\ q5). 

Cassant  (P.).  —  [\  U  |.  Commémoration  de  P.  Fanibri.  (3  rg 

Gradenigo  (P.)-  —  [\  "  |-    Sur  la  maladie  qui  produisit  la  cécité 

de  Galilée,  1  \  >  \   \'>>>  ). 
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D'Arcais  (F.).  —  [D3/].  Sur  les  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe. (io48-io5o). 

Expression  analytique  d'une  fonction  monogène  uniforme  autour  d'un  point 
singulier,  point  limite  isolé  d'un  ensemble  de  points  singuliers. 

Tome  X;  1S98  (octobre-décembre). 

Cassant  (P.).  —  [VI].  Sur  les  fondements  de  la  Géométrie.  (42- 

60). 

Palatini  {F.).  —  [M-  le].  Quelques  propriétés  sur  le  système  de 
surfaces  d'ordre  /*  passant  par  les  arêtes  d'un  (/•  -h  i)edre  complet, 
et  quelques  théorèmes  sur  les  surfaces  algébriques  relativement 
à  la  théorie  des  polaires.  (iSj-^oo). 

Vàlterra  (V.).  —  [H9/].  Sur  les  fonctions  poljharmoniques. 
(233-235). 

Ce  sont  les  fonctions  (à  un   nombre  quelconque  de  variables)  qui  satisfont 
à  l'équation 

A2A-...  A2=  0. 

On  peut  y  appliquer  l'inversion  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Lauricella  (G.).  —  Intégration  de  la  double  équation  de  Laplace 
dans  un  champ  en  forme  de  couronne  circulaire.  (236-200). 

Intégration  de  l'équation  l2\-=  o. 


BULLETIN*  oe  la  Société  Mathématique  de  France. 

Tome  XXVI;  1896. 

Touche.  —  Sur  les  figures  inverses  limites.  (3-5). 

Lcau.  —  Sur  un  problème  d'itération.  (5-9). 

Déterminer  les  fonctions  /( a: )  telles  tjue  leur  iv""'   itérée  soit  égale  à  x: 
c'est-à-dire  que  l'on  ait  identiquement 

f„(x)  =  x, 
en  posant 

/,(*)  =  f{x) /,,(•*•)=/„_,[/(*)]• 
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L'auteur   donne   une  nouvelle  solution  de   ce   problème    (posé    par   Ba 
en  1820)  en  supposant  la  fonction  /  bolomorphe  et  nulle  à  l'origine. 

Lémeray.  —  Sur  quelques  algorithmes  généraux  el  sur  I  itération. 

(10-10). 

Soit  f(x^)  une  fonction  de  x0;  désignons  par  P(ar)   sa  xiim*  itérée  /'{■£„); 
fi  la  fonctionna?)  correspond  une  fonction  r'(.r)  son  itérée;  inversement  on 
peut  dire  que  f(x)  esl  la  désitérée  de  F(ar);  on  peul  à  son  tour  itérer 
et  ainsi  de  suite. 

L'auteur  établit  un  certain  nombre  de  théorèmes  généraux  sur  les  fonctions 
itérées  et  désilérées  des  divers  ordres  d'une  fonction  donn  e. 

D'Ocagne  {M.).  —  Application  de  la  méthode  nomographique  la 
plus  générale,  résultant  de  la  superposition  de  deu\  plans,  aux 
équations  à  trois  et  à  quatre  variables.  (\6-/\'d). 

Delaunay  (A'.).  —  Sur  les  surfaces  n'ayant  qu'un  coté  et  sur  les 
points  singuliers  des  courbes  planes.  (43-52). 

Après  avoir  indiqué  des  moyens  de  réaliser  des  surfaces  à  un  seul  côté  (  sur- 
faces pour  lesquelles  le  sens  de  la  normale  se  trouve  changé  quand  on  revient 
au  point  de  départ  après  un  parcours  convenable)  el  signalé  quelques  pro- 
priétés singulières  de  ces  surfaces,  l'auteur  établit  les  équations  généi 

celles  qui  sont  réglées.  Il  trouve 

,  x-qt)  y       P(t)         _         -s-?(Q f 

(,}  /{t-hk)-f(t)       F(l      k)      1  ■  /         *{t  +  /r)  — ?l  t) 

les   fonctions  /,  F,  tp  étant  des   fonctions  périodiques,  de   même  période  ?./: 
liées  par  la  relation 

[/(*  +  k)  -/( *)?+  [  P(<  +  k)  —  F(t  )Y  +  [?(*  +  k)  -  ?(< )]s  =  const. 


Si  l'on  prend 


f(t)  =  PJJ)  =  oC0Sf+1)         ?(f)  = 
siat         cos/ 


on  obtient  la  surface  bien  connue  donl  l'équation  esl 

- 

Le  cylindroïde  de  Plilcker  correspond  aux  fonctions 

/(/)  -  cosr,        F(  t)      s'iat,        <?(t)  =  sin  \t. 

L'auteur  se  propose  ensuite  de  caractériser  géométriquemenl   les  dévelop- 
pables  à  un  .seul  côté;  h  cet  effet  il  di  montre  le  théorèmi   suivant  : 

Le  lieu  géométrique  d<  s  tangent*  s  à  une  c  mibe  fermée  gauche,  aj  ant  un 
nombre  impair  de  points  singuliers,  qui  sont  des  points  de  rebroussement 
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ou   des  points  doubles  à   tangente  double,  est   une    surface  développable 
n'ayant  qu'un  côté. 

Pour  ces  développables  les  ligues  //  =  const.,  a  étant  la  valeur  commune  des 
rapports  (i),  sont  des  trajectoires  orthogonales  des  génératrices,  ainsi  qu'il 
résulte  du  calcul  de  l'élément  linéaire,  que  l'auteur  donne  en  terminant. 

D'Ocapne  (M.).  —  Résumé  d'un  Mémoire  sur  les  équations 
représentables  par  trois  systèmes  linéaires  de  points  cotés.  (53- 
55). 

Ce  Mémoire  est  publié  dans  les  Acta  mathematica,  t.  XXI,  p.  3oi. 

Le  Roux.  —  Sur  l'intégrabiliLé  des  équations  linéaires  aux  déri- 
vées du  second  ordre  par  la  méthode  de  Laplace.  (55-56). 

Considérant  l'équation   du  second  ordre 

<)z  dz        ,  dz 

b  -T-  =  o 


ox  dy  ox  dy 

et  ses  deux  invariants 

da  ôb 

Il  =  - h  ab  —  c,       k  =  -r h  ab  —  c, 

ôx  dy 

on  suppose  que  ces  deux  fonctions  admettent  une  ligne  de  pôles  d'ordre  « -f- i, 
représentée  par  une  équation  analytique  y  =  6(a;).  En  regardant  h  et  /.  comme 
des  fonctions  de  y,  on  pourra  écrire 

h=     H„e'(a;)  k_     KJl'(x) 


II„  et  K0  désignant  des  fonctions  de  x. 

Pour  que  l'équation  soit  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace,  il  faut,  si 
n>i,  que  la  fonction 

H„ 


H„-    Kn 


se  réduise  à  un  nombre  entier;  si  n  =  i,  il  faut  qu'il  existe  un  entier  m  satis- 
faisant, quel  que  suit  x,  à  l'équation 


Ces    conditions,    non    suffisantes    évidemment,     constituent     des    caractères 
d'exclusion  très  simples. 

Mac-Mahon  (P. -A.).  —  Solution  d'un  problème  de  partition  d'où 
résulte  le  dénombrement  des  genres  distincts  d'abaque  relatif 
.hi\  équations  à  u  variables.  (5^-64)- 
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Delannoy  (//•)•  —  Sur  la  probabilité  des  événements  compi 

(64-70). 

L'auteur  disculc  trois  problèmes  de  probabilité  donl  la  solution  avait  paru 
à  M.  Sim nions  contradictoire  avec  la  règle  de  Laplace  :  Si  les  événements  sont 
indépendants  les  uns  des  autres,  la  probabilité  de  leur  ensemble  est  le  pro- 
duit de  leurs  probabilités  particulières.  Si  la  règle  de  Laplace  parait  eu 
défaut,  c'est  que  les  événements  ne  sont  pas  indépendants,  comme  le  prouve 
M.  Delannoy.  Il  mentionne  ensuite  pour  les  événements  dits  indépendants  une 
définition  duc  à  M.  Simmons  et  qui  est  bien  préférable  à  celle  de  Moivre.  On 
«lira  que  deux  événements  sont  indépendants  quand  l'arrivée  de  l'un 
n'augmente  ni  ne  diminue  la  probabilité  de  l'arrivée  de  l'autre. 

Zaremba   (S.).   —    Sur    les    équations   aux    dérivées    partielles 

A«  +  ;«+/=o.  (70-77). 

Soient  (S)  une  surface  fermée  limitanl   un  domaine  (D); 
/  une   fonction   donnée  des  coordonnées  x,  y,  z,   admettant   des   déi 
premières  clans  le  domaine  (D); 
|  une  constante  réelle  ou  imaginaire; 
u  une  fonction  satisfaisant  à  l'intérieur  du  domaine  (D)  à  l'équation 

à2  u       d2u       d-u       ..  , 

-—.  +  t-;  +  -tzï  +  \u  +/=  ° 

ux-         i)y         >)z- 

et  prenant  la  valeur  zéro  sur  la  surface  (S). 

M.  Zaremba  fait  connaître  une  expression  Douvelle  de  fonction  u. 

Il  suppose  que  la  surface  (S)  admet  un  plan  tangent  déterminé  en  chacun  de 
ses  points  et  que  le  domaine  (D)  est  simplement  connexe. 

Il  désigne  par  ;x  la  détermination  de  \  -  \  donl  la  partie  réelle  est  positive, 
par  /•  la  distance  des  deux  points  [x,  y,  s)  et  (./•'.  v',  s');  par  dt  un  élément 
de  volume  du  domaine  (D)  autour  du  point  (x',  y',  z')  et  | 


"1=  r^  Ç.  fk*\  jrrfT' 


l'indice  D  exprimant  que  l'intégration  doil  être  étendue  à  loul  le  domaii 

Sjit  ensuite  v,  la  fonction   satisfaisant  à  l'intérieur  du  domaine  (1»)  à  l'équa- 
tion At>,=  o  et  vérifiant  sur  la  surface  (S)  l'équation  vx-\-  v2=  ». 

De  même,  on  pose  en  général 


l  ••  J[)  ' 


et  l'on  désigne  par  t\.„t..  la  fonction  qui,  vérifiant  à  l'intérieur  du  d aine     D) 

['équation    Hvin   ,      o,    prend  sur  la   surface  (S)  les  valeurs  déterminées  pai 

l'équation  C;,,,.,- 
Ccla  pus-,  l'auteur  démontre  que  la  série 


I 


c.  I    1 
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est  convergente  et  qu'elle  représente   la   fonction  a  dans  le  cas.  entre  aulres, 

-        3- 
où  le  module  de  H  est  assez  grand,  l'argument  étant  compris  entre  -  et  — ■  • 

L'expression  ainsi  obtenue  pour  u  permet  d'établir  très  aisément  un 
théorème  de  M.  Poincaré  :  Lorsque  le  module  de  \  croit  indéfiniment,  l'ar- 
gument conservant   une  valeur  fixe  comprise  entre    —  et  — >  l'intégrale  u 

f 
a  pour  valeur  asymptotique  —  ^  • 

Beudon  (</.).  —  Sur  les  singularités  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre.  (-7-80). 

Etant  donnée  une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 

f{xiy  ...,  xa,  z,  p„  ...,  pj  =  o, 

on  sait  qu'elle  admet  des  caractéristiques   linéaires   définies  par  les  équations 
-ni  van  tes  : 

dx;  _  dz  dp- 


àPi      P'  àp~t  PaWn  ô*t  àz 

Pour  engendrer  une  intégrale  quelconque,  on  choisit  arbitrairement  une 
multiplicité  M„_i  vérifiant  l'équation  proposée,  et  par  chaque  élément  du 
premier  ordre  de  cette  multiplicité  on  fait  passer  une  caractéristique. 

Mais  si  cette  multiplicité  initiale  M,',-i  est  elle-même  engendrée  par  des 
caractéristiques,  le  procédé  précédent  ne  s'applique  plus.  L'auteur  démontre 
que,  dans  ce  cas,  il  y  a  une  infinité  de  surfaces  intégrales  qui  contiennent  cette 
multiplicité. 

Duporcq  {E.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Humbert.  (81-82). 

Démonstration  géométrique  de  cet  énoncé,  rattaché  incidemment  par 
M.  Humbert  aux  propriétés  des  fonctions  0  : 

Soient  1 23456  un  hexagone  inscrit  à  une  conique  et  tel  que  la  conique 
inscrite  au  pentagone  23456  passe  par  le  point  1;  la  conique  inscrite  au 
pentagone  1 4 365  passera  par  le  point  2. 

Laisant.  —  Sur  la  loi  de  l'hodograplie  circulaire  dans  les  mouve- 
ments dus  à  une  force  centrale.  (82). 

<)q  sait  que  l'hodographe  est  circulaire  dans  le  cas  de  l'attraction  newto- 
nienne,  et  dans  ce  cas  seulement.  C'est  ce  que  M.  Laisant  établit  en  quelques 
mots. 

Coursai.    —   Sur   les  équations    d'une    surface    rapportée   à   ses 
lignes  de  longueur  nulle  (83-8  î  ). 
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[.écorna.  —  Sur  les  développâmes  d'une  développante  de  cercle. 
(85-86). 

Parmi  toutes  les  développantes  d'une  même  développante  de  cercle,  il  y 
en  a  une  dont  le  rayon  de  courbure  est  partout  égal  au  rayon  polaire  issu 
du  centre  du  cercle. 

Touche.  — ■  Sur  la  résistance  des  fluides  à  une  sphère.  (S6-89). 

Borel  (Em.).  —  Sur  les  caractéristiques  des  fonctions  0.  (89-90). 

Détermination  directe  du  nombre  des  caractéristiques  paires  d'une  fonction  0 
à  p  variables. 

Bricard (-/?.).  —  Note  sur  une  propriété  des  fonctions  elliptiques 
du  second  ordre.  (91-98). 

L'auleur  commence  par  établir  ce  théorème  : 

Soit  f{  z  )  une  fonction  elliptique  du  second  ordre,  dont  l'une  des  périodes 
est  20J.  Considérons  les  expressions 

L'équation  qui  a  pour  racines  t0,  tx,  . . .,  /„_,  est  de  la  forme 

P(9)  +  XQ(6)  =  o, 

P(0)  et  Q(8)  désignant  deux  polynômes  <lu  degré n  à  coefficients  constants. 
Cette  proposition  est  susceptible  d'applications  géométriques,  dont  voici 
l'une.  Considérons  deux  coniques  C  et  C  telles  qu'il  existe  un  polygone  «le 
n  côtés  inscrit  à  la  première  et  circonscrit  à  la  seconde.  On  sait,  d'après  le 
théorème  de  Poncelet,  qu'il  existe  alors  une  infinité  de  polygones  de  n  côtés 
jouissant  de  la  même  propriété.  Le  lieu  des  centres  des  moyennes  distances 
des  sommets  de  ces  polynômes  est  une  conique  homothétique  a  la  conique 
circonscrite  C,  quelle  que  soit  la  conique  C. 

Appeil  (P.).  —  Interprétation  de  la  période  imaginaire  dans  un 
mouvement  à  la  Poinsot.  (98-102). 

Dans  la  solution  analytique  donnée  par  Jacobi  pour  le  mouvemenl  d'un  1 
solide  autour  d'un  point  Cxe  quand  il  n'y  .1   pas  de  forces  accélératrices,  les 
composantes  de  la  rotation  instantanée  el  les  neuf  cosinus  s'expriment  pardes 
fonctions  doublement  périodiques  du  temps,  de  première  ou  de  seconde  espèce. 

L'auteur  montre  que  l'on  peut,  par  un  choix  convenable  des  conditions 
initiales,  associer  les  mouvements  du  solide  deux  à  deux,  de  telle  façon  que  la 
période  réelle  de  l'un  soit  égale  à  la  période  imaginaire  de  l'autre,  divisée 
par  1. 
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De  MontcheuiL  —  Elude  des  surfaces  définies  par  l'équation 

R-t-R'  =  F(m)h-Fi(m1). 

(io3-h4). 

L'auteur  considère  les  surfaces  telles  que,  les  cosinus  directeurs  c,  c',  c"  de 
leur  normale  étant  représentés  par  les  formules 

(') 


uu,  -+- 1  uu{  -+-  i 

leurs  rayons  principaux  de  courbure  R  et  R'  satisfassent  à  l'équation 
(2)  R  +  R'=F(w)  +  FI(«1) 

où  F  et  F,  sont  des  fonctions  quelconques  de  leurs  arguments  respectifs. 

Ces  surfaces  comprennent  comme  cas  très  particulier  les  surfaces  minima  et 
il  y  a  lieu  d'en  rechercher  un  mode  de  génération  analogue  à  celui  que  S.  Lie 
a  fait  connaître  pour  la  surface  minima. 

M.  de  Montcheuil  commence  par  remarquer  que  les  surfaces  intégrales  de 
de  l'équation  (2)  sont  les  enveloppes  du  plan 

(  u  +  ul )  x  -+-  i( «,  —  u)y  •+-  (  uu ,  —  1  j  ;  +  \  —  o, 

la  fonction  \  satisfaisant  à  l'équation 

(V  \ 
(2)  -g s —  =  o, 

ce  qui  revient  à  dire  qu'elle  est  de  la  forme 

X  =  A»!+  A,  m  4-B-t-B,, 

où  A,  B  représentent  des  fonctions  arbitraires  de  u,  A,  et  B,  des  fonctions  arbi- 
traires de  u^ 

Il  résout  ensuite  le  problème  proposé  en  établissant  les  deux  théorèmes  que 
voici  : 

I.  Si  par  le  milieu  d'un  segment  rectiligne,  dont,  les  extrémités  M,  M, 
décrivent  deux  courbes  quelconques  de  l'espace,  nous  menons  une  droite  D, 
parallèle  à  l'intersection  des  plans  tangents  (.M),  (M,)  à  deux  dévelop- 
pables  contenant  respectivement  les  deux  courbes,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  que  la  congruenec  des  droites  D,  ainsi  définies,  soit  nor- 
male à  une  famille  de  surfaces  est  que  les  développables  données  soient  des 
</<  'veloppables  isotropes. 

IL  Les  surfaces  normales  à  la  congruence  que  nous  venons  de  définir 
sont  celles  qui  donnent  la  solution  des  équations  équivalentes  (2)  et  (2)'. 

Vient  ensuite  l'étude  de  divers  cas  particuliers,  \insi.  l'on  obtient  les  sur- 
faces minima  en  choisissant,  pour  courbes  tics  développables,  leurs  arêtes 
de  rebroussement.  Les  fonctions  A,  B.   \r  B,  sont  alors  liées  par  les  relations 

\'      l:       u  B'      consl  .         \\       B'       m,  B'       consl 
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Si  l'on  égale  ces  constaDtes  à  zéro,  iblient  des  surfaces  lieux  du  milieu  d'un 

segment  recliligne  dont  les  extrémités  décrivent  les  arêtes  de  rebroussemenl 
de  deux  développables  isotropes,  c'esl-à-dire  deux  courbes  minima  :  c'esl  le 
mode  de  génération  indiqué  par  S.  Lie  pour  les  surfaces  minima. 

A  propos  d'un  autre  cas  particulier,  celui  un  les  deux  courbes  sonl  les  in  ter 
sections  de  deux  développables  isotropes  par  deux  plans  isotropes,  l'auteur 
i  encontre  l'équation 

R  +  R'=  -ii— , 
i  —  c 

dont  l'intégrale  générale  ressort  de  son  analyse,  ainsi  que  des  propriétés 
remarquables  des  surfaces  correspondantes, 

Le  Mémoire  se  termine  par  une  propriété  générale  des  surfaces  considérées  : 

Si  l'on  appelle  développée  moyenne  l>i  surface  lieu  du  milieu  du  .segment 
focal  d'une  congruence  normale  a  une  famille  de  surfaces,  les  surfaces, 
lieux  du  milieu  d'un  segment,  dont  les  extrémités  décrivent  deux  courbes 
quelconques,  sont  celles  que  l'on  obtient  quand  on  cherche  à  déterminer  les 
développées  moyennes  des  su/faces  définies  par  l'équation  (2)'. 

1  ssa /y  {l'abbé).  —  Sur  une  formule  d'Eoneper  et  sa  corrélative. 
(II4-I24).    ' 

Du  mont   {F.).   —  Sur  deux  formes   particulières   de   l'équation 
réduite  des  surfaces  du  troisième  degré  générales.  (i^4_,a9)' 

Goursat.  —  Sur  l'existence  des  fonctions  intégrales  d'un  sjstème 
d'équations  aux  dérivées  partielles.  (  1 29- 1 34 )• 

L'auteur  substitue  à  la  démonstration  de  M1  Kowalewskj  une  analyse  qui 
permel  d'arriver  plus  vite  au  but,  grâce  à  l'emploi  d'un  artifice  dont  il  s'est 
déjà  servi  pour  l'étude  des  propriétés  des  caractéristiques. 

Pour  une  équation  du  second  ordre  à  deux  variables  indépendantes,  la 
démonstration  du  théorème  de  Cauchj  se  ramène  par  quelques  transformations 
simples  à  ceci  : 

L'équation 

r  =  a  +  bx  -\-cy  -t-  dz  -f-  ep  +  fq  ■+■  gs  -+-  ht  -+- . . . 

admet  une  intégrale  holomorphe  dans  le  domaine  du  point  x  =  y  =  o,  s' an- 
nulant, ainsi  que  sa  dérivée  première  p,  pour  x  =  0. 

V.près  avoir  développé  la  démonstrati le  cel  énoncé  particulier,  M.  Goursal 

indique  plus  sommairement  le  moyen  d'établir  la  proposition  générale,  qu'il 
fait  dépendre  de  celle-ci  : 


Pour  une   valeur  convenablement  choisie  de  la  constante  réelle  oi<i  le 

système 

.<«■/  .1»-/  "    Z  M 

\l. 


d-Z,       d"Z  "  z  M 


dx"  dx 
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où  V  est  la  somme  des  dérivées  partielles  d'ordre  n  des  fonctions  inconnues, 

sauf  les  dérivées  ■ — ->  et  où  l'on  a 
J  dos" 

,,       x  àZn 

U  =  -  -+-  x^  x,  +  ...+  xr+Zx  +  ...+  Z„+  -3-2  +..., 
a  r  i        Ox 

les  termes  non  écrits  comprenant  toutes  les  dérivées  d'ordre  inférieur  à  n, 
admet  un  système  d'intégrales  holomorphes  dans  le  voisinage  du  point 
x  =  xt  =  . . .  =  ocn=  o,  tel  que  tous  les  coefficients  des  développements  en  série 
de  ces  intégrales  soient  des  nombres  réels  et  positifs. 

Appell  (P-).  —  Sur  les  lignes  qui  se  conservent  dans  la  défor- 
mation d'un  milieu  continu.  ( i  35-i 36). 

Dumont  {F.).  —  Sur  les  surfaces  réglées  du  troisième  ordre  à  un 
seul  côté,  (i 3^-i 38). 

Les  surfaces  réglées  du  troisième  ordre,  à  deux  directrices  rectilignes,  sont 
connues  pour  être  les  surfaces  algébriques  les  plus  simples  qui  n'aient  qu'un 
côté.  L'auteur  montre  que  cette  propriété  constitue  un  nouveau  caractère 
distinctif  entre  ces  surfaces  et  la  surface  de  Cayley  (surface  réglée  du  troisième 
ordre  ù  directrice  rectiligne  simple)  qui    n'est  pus  une   surface  à  un  seul  côté. 

Pellet  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  surfaces,  (i 38- 109). 

Introduction.  —  Ce  .Mémoire  fait  suite  à  celui  qui  a  paru  dans  les  Annales  de 
l'Ecole  Normale  en  septembre  1897.  ^a  méthode  que  j'expose  permet  de  sim- 
plifier la  théorie  des  surfaces  ayant  même  représentation  sphérique,  eu  parti- 
culier celle  des  surfaces  de  Weingarten,  le  théorème  de  Cbristoffel  et  celui  de 
Lamé  sur  les  systèmes  triples,  orthogonaux  et  isothermes.  J'y  donne  aussi  un 
résultat  complètement  nouveau,  l'expression  générale  de  l'élément  linéaire  des 
surfaces  applicables  sur  une  surface  de  révolution,  lorsque  les  coefficients  de 
cet  élément  sont  des  fonctions  de  la  courbure  de  la  surface. 

Duport  (//.).  —  Théorie  des  atomes.  (i5q-i62). 

Dans  ses  recherches  antérieures  sur  ce  sujet  (même  Recueil,  t.  XXIV  et 
XXV),  M.  Duport  a  fait  voir  qu'on  est,  pour  ainsi  dire,  conduit  à  admettre 
que  les  atomes  sont  sphériques.  Il  rappelle  ici  la  principale  hypothèse  que  Ton 
puisse  faire  dans  ce  cas  sur  les  actions  mutuelles  de  deux  atomes.  Puis  il 
montre  qu'on  peut  dispi  ser  de  l<i  fonction  qui  exprime  cette  action  de  manière 
à  donner  à  un  groupe  d'atomes  cette  propriété  curieuse,  d'admettre  des  posi- 
tions d'équilibre  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire.  Il  ne  croit  pas  néan- 
moins qu'il  faille  voir  là  l'explication  de  la  dilatation  des  corps  par  la  chaleur. 

Lecornu  {L.).  —  Sur  la  stabilité  de  l'équilibre.  (  1 63- 1 76). 

On  sait  depuis  longtemps  que  l'introduction  de  liaisons  nouvelles  est  suscep- 
tible de  détruire  la  stabilité  de  certains  mouvements.  C'est  ce  qui  arrive,  par 
exemple,  pour  les  mouvements  gyroscopiques. 
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M.  Lecornu  se  propose  de  prouver  que  la  même  chose  peut  arriver  poui 
l'équilibre  statique  d'un  point  sollicité  par  des  forces  qui  n'ont  pas  de  potentiel. 

Il  commence  par  étudier  les  conditions  de  stabilité  d'un  point  entièrement 
libre,  sollicité  par  des  forces  sans  potentiel,  en  se  plaçant  dans  un  e;i>  beaucoup 

moins  particulier  en  réalité  qu'en  apparence,  celui   où   la  force-  a  pour  compo- 
santes 

X  =  m  x  ■+■  n  y  +  /;  ; . 

Y  =  m' x  -+-  n' y  -h  p'  z, 
Z  =  m"  x  -t-  n"y  ■+-p"z, 

les  neuf  coefficients   m,  n,  p   étant   des   constantes.   <>n  arrive  d'abord  à  ce 
théorème  : 

L'équilibre  est  stable  quand  il  existe  à  partir  de  la  position  d'équilibre 
0(x  —  y  =-z  =  o)  trois  directions  réelles  telles  que,  pour  chacune  d'elles, 
la  force  soit  dirigée  vers  le  point  <  >  (  lignes  centrales  ).  Quand  cette  condition 
nécessaire  et  suffisante  est  remplie,  le  mouvement  le  /dus  général  n  suite 

de   la   composition    de   trois    vibrations  pendulaires   exécutées  suivant   les 
lignes  centrales  sous  l'action  des  forces  correspondantes. 

Le  lieu  des  points  pour  lesquels  la  force  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur 
issu  de  l'origine  est  un  cône  du  second  dej 

(mx+  ny  +  pz)x  ■+■  (m'x  -+-  n'y  -+- p' z)y  -f-  (m"x  +  n" y  -h p" z  )z  =  o. 

Faisant  alors  coïncider  les  axes  coordonnés  avec  1rs  axes  de  symétrie  de  ce 
cône,  on  a  pour  nouvelles  expressions  des  composantes  <l<-  la  force 

X  =  -Ax  +  {yy-$z), 
Y  =—  By  -+-  (<xz  —  yx), 
Z  =  —  C~  -+-  (?-?  —  xy). 

Les  termes  renfermant  A,  lî,  C  correspondent  à  une  force  dérivant  du  potentiel 

J  (Aar+Bjr-r-  Cs*), 

l'auteur  appelle  cette  force  la  force  potentielle.  Les  termes  entre  parent 
représentent  les  composantes  d'une  force  perpendiculaire  au  vecteur  de  compo- 
santes a,  [i,  y  et  égale  à  la  vitesse  que  ce  vecteur,  considéré  comme  une  rota- 
tion,  imprimerait  au    point  considéré.  Ce    sera    la  force  tourbillonnaire,   le 
tourbillon  étant  le  vecteur  (a,  p,  y).  Cela  posé,  on  a  les  théorèmes  suivants  : 

Quand  les  constantes  A,  B,  C  sont  positives,  c'<  il  à  dire  quand  h  s  sur- 
faces de  niveau  de  la  force  potentielle  sont  des  ellipsoïdes,  la  stabilit 
compatible   avec  une  direction    quelconque  du   tourbillon:  il  suffit  que   la 
grandeur  de  ce  tourbillon,  soit  inférieure  à  une  limite  déterminée,  facile  à 
calculer. 

Quand  l'une  des  constantes  A,  lî,  C  est  négative,  la  stabilité  peut  encore 
subsister,  bien  que  la  force  potentielle  et  la  force  tourbillonnaire  produisent 
séparément  un  équilibre  instable;  il  faut,  dans  ce  cas,  que  la  direction  de 
la  force  tourbillonnaire  soit  convenablement  choisie  et  que  sa  grandeur  soit 
comprise  entre  deux  limites  déterminées 
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Résultais  similaires  quand  deux  des  constantes  \.  li.  C  sont  négatives. 
Viennent  ensuite  quelques  propriétés  des  surfaces  de  niveau  et  des  lignes 
centrales. 

L'étude  des  circonstances  qui  accompagnent  l'introduction  de  liaisons  est 
faite  dans  deux  cas  seulement  :  ceux  où  ces  liaisons  équivalent  à  la  matériali- 
sation d'une  ligne  ou  d'une  surface  parfaitement  polie  passant  par  la  position 
d'équilibre.  En  voici  les  résultats  : 

L'introduction  d'une  liaison  obligeant  le  point  matériel  à  décrire,  à  partir 
de  sa  position  d'équilibre  stable,  une  trajectoire  déterminée ,  ne  laisse 
subsister  la  stabilité  que  si  les  surfaces  de  niveau  de  la  force  potentielle 
sont  des  ellipsoïdes,  ou  bien  si,  ces  surfaces  étant  des  hyperboloid.es,  là 
tangente  à  la  trajectoire  et  la  direction  de  la  plus  grande  attraction 
potentielle  sont  d'un  même  côté  par  rapport  au  cône  asymptote. 

L'équilibre  du  point  matériel  libre  étant  supposé  stable,  l'introduction 
d'une  liaison  équivalant  à  la  matérialisation  d'un  plan  cyclique  des  sur- 
faces de  niveau  suffit  pour  rendre  l'équilibre  instable,  à  moins,  toutefois, 
que  ce  tourbillon  ne  soit  contenu  dans  ce  plan  cyclique. 

Fontené.  — Métrique  aninvolulive.  (i-6-io,{). 

Iladatnard.  —  Sur  la  forme  des  lignes  géodésiques  à  l'infini  et 
sur  les  géodésiques  des  surfaces  réglées  du  second  ordre.  (i<>">- 
216). 

JJioclie.  —  Recherches  sur  les  surfaces  algébriques  qui  admettent 
'  pour  ligne  as_ymptolique  une  cubique  gauche.  (21 --232). 

On  sait  que  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  par  rapport  aux  quadriques  qui 
passent  par  une  cubique  gauche  est  une  surface  du  troisième  ordre  ayant  celle 
cubique  comme  asymptolique.  En  recherchant  ->i  toute  surface  du  troisième 
ordre  à  cubique  asymptotique  pouvait  se  définir  ainsi,  M.  Bioche  a  été  conduit 
à  étudier  un  cas  particulier  de  la  correspondance  qui  existe  entre  les  points 
conjugués  par  rapport  à  un  réseau  de  quadriques,  ce  qui  lui  a  permis  non 
seulement  de  résoudre  le  problème  proposé,  mais  encore  de  le  généraliser  et 
d'obtenir  des  résultats  intéressants;  il  établit  quelques-uns  de  ces  résultais 
dans  le  Mémoire  dont  nous  allons  successivement  analyser  les  trois    Parties. 

I.  Figures  conjuguées  par  rapport  à  une  cubique  gauche.  —  Étant  don- 
nées trois  quadriques,  à  tout  point  ~Sl(x,  y,z)  de  l'espace  on  peut  faire 
correspondre  le  point  M'(X,  Y,Z)  où  se  coupent  les  plans  polaires  de  M  par 
rapport  aux  trois  quadriques.  Dans  le  cas  où  les  trois  quadriques  ont  en  com- 
mun une  cubique  gauche  V  les  points  .M  cl  M  sont  conjugués  sur  une  corde 
de  cette  cubique.  M.  Bioche  convient  de  dire  qu  il-  sont  conjugués  par  rap- 
port à  la  cubique  Y.  Le  point  M  décrivant  une  figure  (ligne  ou  surface),  la 
ligure  conjuguée  est  le  lieu  du  point  conjugué  M',  abstraction  faite  de  la  partie 
parasite  formée  tic  diverses  tangentes  a  la  cubique  ou  de  l'ensemble  de  ces 
tangentes,  qui  fait  partie  du  lieu  de  M  >i  la  polaire  de  M  rencontre  la  cubique  l' 
ou  la  contient. 
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La  conjuguée  d'une  droite  A  par  rapport  à  une  cubique  gauche  I".  qu'elle 
ne  rencontre  pas,  est  une  cubique  gauche  coupant  Y  aux  quatre  point»  de 
contact  des  tangentes  qui  rencontrent  \,  et  touchant  en  chacun  de  ces  points 
le  plan  oscillateur  de  Y.  Cette  conjuguée  se  réduil  à  une  conique  si  A  ren- 
contre T,  à  une  droite  si  A  rencontre  r  en  un  point  el  appartient  au  plan 
osculateur  en  ce  point.  Si  A  est  une  corde  de  1\  elle  e-t   >a   propre  conjug 

Si  une  ligne  L  d'ordre  m  coupe  Y  en  /.  points  el  touche  son  plan  osculateur 
en  h  points,  sa  conjuguée  est  une  ligne  d'ordre 

m'  =  3 m  —  (/>  -f-  h). 

Si   une   surface    S   d'ordre  m   contient  T  comme  ligne  multiple  d'ordre  A:  et 
si  h  des  nappes  passant  par  Y  y  sont  tangentes  aux  plans  osculateurs,  la  sur 
face  S  conjuguée  de  S  est  dîordre 

m'  =  3  m  —  1  (  k  -f-  h  ). 

qui  passe  /.'  fois  par  la  cubique  Y  et  dont  lé  nappes  sont  tangentes  aux  plans 
osculateurs  de  V  sur  cette  courbe  elle-même.  On  a 


m  —  (k  -h  2  h  ),         h'  —m  —  (2  /.  -    h  ) 


et  par  suite 


ni'  —  m  =  2 ( k'  —  k )  =  2 (  h'  —  /*) , 
de  sorte  que  si  deux  nombres  corrélatifs  sont  égaux,  les  autres  le  sonl  aussi. 

II.  Équation  des  surfaces  ayant  pour  ligne  asymptotique  une  cubique 
gauche.  —  Des  formules  précédentes,  il  résulte  immédiatemenl  que  toute  sur- 
face du  troisième  ordre  qui  admet  pour  ligne  asymptotique  une  cubique 
gauche  peut  être  considéra'  comme  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  par  rapport 
aux  quadriques  passant  par  la  cubique. 

Si  trois  quadriques  passent  par  une  cubique  el  n'ont  que  celle-ci  en  commun, 
le  lieu  des  pôles  d'un  plan  1'  ayant  pour  équation 

A\  +BY-I-  CZ-h  l)T=  o 

est  une  surface  du   troisième  ordre  qui   constitue,  avec   le  plan  P,  le  jacobien 
du   système   formé  par  ces  trois  quadriques  et  le  plan  P  compté  deua 
L'équation  de  cette  surface  est  de  la  forme 

AS1-r-BSï-HCS3-f-DS4=o, 

les  surfaces  S,=  0  étant  les  conjuguées  des  faces  du  tétraèdre  de  référence. 

Si,  au  lieu  de  prendre  pour   \.  B,  G,   I»  des  constantes,  on  prend  des  polj 
nomes   d'ordre    m  —  3,   on    a    l'équation    générale   des   sur f  tires   d'ordre  m 
admettant  T  comme  ligne  asymptotique. 

III.  Propriétés  des  surfaces  ayant  une  cubique  asymptotique.        Les  sur 
faces  d'ordre  m  qui  admettent  pour  as\  mplotique  une  cubique  r  ont  -m-  1  elle 
cubique  3(m  —  2)   points  doubles.   Mais  ce   ne  sonl   pas  les  surfaces  les  plus 
générales  d'ordre  m  qui  contiennent  r  el  ont  sur  cette  courbe  3(wi  —  2  1  points 
doubles. 

Les  surfaces  qui  sont   leur-  propres  conjuguées  sonl  des  quadriques  conte- 
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n.tnl  T  et  des  surfaces  du  quatrième  ordre  admettant  T  comme  asymptotique; 
chacune  de  ces  dernières  peut  être  considérée  comme  la  jacobienoe  correspon- 
dant à  an  système  de  quadriques  ayant  six  points  communs.  Parmi  elles,  il 
convient  de  signaler  une  surface  remarquable  qui  correspond  au  cas  où  la 
cubique  a  deux  contacts  du  second  ordre  avec  une  quadrique  du  système  ne 
passant  pas  par  r  (les  six  points  de  base  se  confondant  trois  par  trois);  cette 
surface  est  réglée,  ses  asymptoliques  non  rectilignes  sont  toutes  des  cubiques, 
transformées  bomographiques  de  r,  et  la  surface  divise  harmoniquement  les 
cordes  de  l'une  quelconque  de  ses  asymptoliques.  Elle  jouit  d'une  propriété 
caractéristique  :  c'est,  parmi  les  surfaces  du  quatrième  ordre  ayant  une 
droite  triple  et  une  droite  simple,  la  seule  qui  puisse  se  transformer  homo- 
graphiquement  en  elle-même  de  façon  que  les  //oints  homologues  ne  soient 
//as  situés  sur  une  même  génératrice. 

Le  Mémoire  se  termine  par  quelques  indications  sur  la  surface  formée  des 
cordes  d'une  cubique  et  par  la  détermination  des  surfaces  réglées  dont  toutes 
les  asymptoliques  sont  des  cubiques  gauches.  Toute  surface  telle  est  le  lieu 
des  droites  qui  joignent  chaque  point  d'une  cubique  aux  points  où  le  plan 
oscillateur  correspondant  coupe  une  droite.  De  cette  propriété  résulte  la  géné- 
ration de  ces  surfaces  et  leur  répartition  en  six  types  :  deux  fournis  par  des 
surfaces  du  sixième  ordre,  un  par  une  surface  du  cinquième,  deux  par  des 
surfaces  du  quatrième,  le  dernier  par  la  surface  du  troisième  ordre  à  directrice 
unique  (surface  de  Cayley). 

Ilumbert  {G.).  —  Sur  une  interprétation  géométrique  de  l'équa- 
tion modulaire  pour  la  transformation  de  troisième  ordre.  (233- 
a36). 

Voici  cette  interprétation  :  Soit  une  cubique  plane  unicursale  quelconque  ; 
les  quatre  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  par  un  point  arbitraire  la 
coupent  de  nouveau  en  quatre  points;  le  rapport  anharmonique  des  droites 
qui  joignent  à  ces  quatre  points  le  point  double  de  la  cubique  et  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  tangentes  primitives  sont  liés  par  l'équation 
modulaire  du  cas  n  =  3.  L'auteur  indique  quelques  conséquences  de  ce 
théorème. 

Gouisat.  —  Sur  l'équation  AAm  =  o.  (236-237). 

Le  problème  fondamental  relatif  à  cette  équation 

d-     ,   _cP_\  (&_        (P_ 
dx-       uy-j  \dx2       i>y: 

consiste  à  déterminer  une  intégrale  continue  ainsi  que  ses  dérivées  à  l'inté- 
rieur d'une  aire  simplement  connexe,  connaissant  la  valeur  de  u  et  de  la 
dérivée  suivant  la  normale  intérieure  en  chaque  point  du  contour  qui  limite 
cette  aire. 

Toutes  les  intégrales  de  l'équation  ±\u,  étant  des  fonctions  analytiques 
(  théorème  dû  à  M.  Emile  Picard  ),  sont  de  la  forme 

u  =  v(x. y )  +  (x--+- y2)  v^x,  r). 

v  et.  v,  étant  deux  intégrales  de  l'équation  Ae  —  o. 


à 


f**u> 
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Partant  de  là,  M.  Goursat  démontre  en  quelques  lignes  que,  si   le  contour 
de  l'aire  donnée  est  une  circonférence  de  cercle,  la  détermination  de  l'intégrale  u 
se  ramène  au  problème  classique  de  Dirichlet,  relatif  à  l'équation  Au.  Sa  mé 
thode  s'étend  sans  modification  au  cas  d'un  nombre  quelconque  de  variables. 

Borel  (Ém.).  —  Sur  les  singularités  des  séries  de  Taylor. 

M.  Hadamard  u  prouvé  que,  si  l'on  considère  les  trois  séries  entières 

9(z)=aB     -hatz      —  a,z-     -+-..., 
<K*)  =  ô,     +  btz  h_z:       K.., 

f  (  z  )  =  a0  bt  -+-  a,  è,  s  ■+-  a^  6, z"     ■  ■  ■  ■ 


dont  les  deux  premières  ont  un  rayon  de  convergence  fini  et  différent  de  zéro; 
m  -x  est  un   point  singulier  quelconque  de  la  fonction  (p(s)   el    [3  un   point   -in 
gulier  quelconque  de  ■■>(-),  la  fonction  f(z)  ne  peut   avoir  d'autres  points 
singuliers  que  les  points  a|$. 

M.  Bond  donne  de  ce  théorème  une  démonstration  qu'il  a  trouvée  indépen- 
damment de  celle  de  l'auteur,  et  qui,  bien  fondée  sur  le  même  principe,  perme! 
de  compléter  le  théorème. 

Ainsi,  il  établit  que  la  nature  du  point  singulier  aji  ne  dépend  que  de 
la  nature  des  points  singuliers  y.  et  fi;  que,  dans  des  cas  assez  étendus,  le 
point  a(3  est  effectivement  un  point  singulier  de  la  fonction  f(z);  que  si 
deux  singularités  ajï  et  %'  p'  se  superposent  (  a|ï  =  a'  y  ),  elles  peuvent  se 
détruire;  enfin  que,  si  les  fonctions  -f  (  z  )  et  à(z)  sont  respectivement  uni- 
formes au  voisinage  des  points  a  et  [î,  la  fonction  f(z)  est  uniforme  au 
voisinage  du  point  a{3. 

A  la  fin  du  Mémoire  est  énoncée  une  généralisation  des  résultats  précédents* 
On  considère  un  nombre  quelconque  de  séries  de  Taylor 

?(c)  =  V  a„z",        +  (*)=]£*.*",         .-.,         «(;;)  =  V'»="» 

qui  sont  censées  représenter  toutes  de*  fonctions  méromorphes et  un  polynôme 

quelconque  1'  (a,  b.  ...,/).  La  série 

f(z)  =  Vir(a„J,u l„)z" 

représente  une  fonction  méromorphe. 

Cette  généralisation  a  été  suggérée  par  une  Communication  de  M.  Leau,  qu'on 
trouvera  développée  ci-après  (même   Recueil,  p.   267-270). 

Maillet.  —  Des  groupes  transitifs  de  substitution  de  degré  -X  el 

de  elasse  N  —  1 .  (2  $9-209). 

Suite  des  recherches  publiées  par  l'auteur  sur  ces  groupes,  dans  sa  Thèse  de 
Doctorat  et  dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  (t.  \\\.  p.  16  el 
suiv.;  1897). 

Combcbiac.  —  Sur  L'application  du  calcul  des  biquaternions  à  la 
(  îéométrie  plane.  (269-263) 
Ihill.  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  Wlll.  (Décembre  1899.)       R.18 
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Hadamatd.  —  Sur  la  généralisation  du  théorème  de  Guldiu.  (264- 
265  ). 

II  s'agit  de  la  proposition  de  M.  Kœnigs,  d'après  laquelle  le  volume  engendré 
par  une  portion  de  surface  quelconque,  dans  un  déplacement  quelconque,  peut 
se  représenter  par  le  moment  mutuel  de  deux  systèmes  de  segments  dont  l'un.  S. 
ne  dépend  que  de  la  forme  de  la  surface  mobile,  tandis  que  l'autre,  S,  ne  dé- 
pend que  de  la  loi  du  déplacement. 

L'auteur  rend  cette  proposition  intuitive  en  rapprochant  l'expression  connue 
du  travail  élémentaire  d'un  système  de  forces  sur  un  solide  invariable,  et  l'ex- 
pression pdv  du  travail  accompli  par  une  pression  uniforme/)  normale  à  une 
surface  qui,  en  se  déplaçant,  décrit  un  élément  de  volume  dv.  En  même  temps, 
il  met  en  évidence  la  nature  du  système  S  qui  est  le  système  résultant  de 
segments  normaux  à  la  sur/ace  mobile  en  ses  différents  points  et  égaux 
aux  éléments  de  surface  correspondants. 

Appell  (/J.).    —   Sur  les  équations  de   Lagrange  et  le  prineipe 
d'Hamilton.  (265-267). 

On  sait  que  certaines  liaisons  ne  peuvent  être  exprimées  en  termes  finis.  Les 
équations  de  Lagrange  ne  peuvent,  en  général,  être  appliquées  aux  systèmes 
qui  comportent  de  telles  liaisons.  L'auteur  indique  à  quel  point  de  la  démon- 
stration on  est  arrêté  par  l'existence  de  ces  liaisons,  quand  on  cherche  à  déduire 
les  équations  de  Lagrange  du  principe  d'Hamilton. 

Leau.  —  Extension  d'un  théorème  de  M.  Hadamard  à  l'étude  des 
séries  de  Tajlor.  (267-270). 

Il  s'agit  du  théorème  que  nous  avons  rappelé  à  propos  du  travail  de  M.  Borel, 
analysé  ci-dessus.  On  généralise  cette  proposition  en  considérant  plusieurs  séries 
dont  les  coefficients  soient  pour  l'une  a,,  pour  les  autres  bp  ...,  pour  la  der- 
nière lt  (î=  o,  1,  2,  . . .  ),  et  formant  la  série 


V  P(a„,  btt,  ...,ln)z". 


où  P  est  un  polynôme  quelconque.  M.  Leau  a  cherché  une  autre  généralisation 
qui  consiste  à  ne  considérer  qu'une  série 

a,+  al  z  ■+•  a2  z-  + . . . -i-  anz"  -T-.  .  . 

pour  lui  en  associer  une  autre 

P  étant  maintenant  non   plus  un   polynôme,   mais   une  fonction  enticrede  a,t. 
Il  indique  encore  d'autres  généralisations  de  celle  qu'il  développe. 
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Laisant.  —  Coordonnées  polaires  symétriques.  (:>.-  \ -■>.''>.). 

L'auteur  recommande,  pour  rendre  les  coordonnées  polaires  de  l'espace  plus 
pratiques,  «l'en  employer  quatre,  savoir  :  le  rayon  vecteur  el   ses   trois  cosinus 

directeurs  a,  f$,  •;,  liés  par  la  relation  x1-*-  'f--r  Y2=  1. 


NOUVELLES  ANNALES  »k  Mathématiquks.  Journal  des  candidats  aux  Écoles 
spéciales,  à  la  Licence  el  à  l'Agrégation,  dirige  pur  MM.  C.-A.  Laisant  si 
X    Anto.maiu  (' ).  —  Y  série. 

Tome  XVII  ;  1898. 

Petersen  (/.).  —  Démonstration  d'un  théorème  relatif  à  l'inté- 
gration d'expressions  différentielles  algébriques  h  d'équations 
différentielles  algébriques  sous  forme  finie.  (6-2  i 

Étude  de  la  question  suivante  : 

«  Quelle  forme  une  expression  différentielle  algébrique  doit-elle  avoir  pour 
qu'il  soit  possible  de  représenter  son  intégrale  au  moyen  de  fonctions  algé- 
briques et  logarithmiques,  sous  forme  finie?  » 

A  loi  a  résolu  celle  question  dan-  des  cas  particuliers,  <-i  l'auteur  montre 
qu'elle  est,  elle-même,  un  cas  particulier  d'une  question  plus  générait  . 

Cet  Article  est  la  traduction,   par  M.   L.  Laugel,  d'un  Travail  paru  en  1878. 

Miche/.  (C).  — ■  Sur  la  règle  des  analogies  de  M.  Lemoine.     !  \~ 
13). 

Sous  le  nom  de  transformation  continue,  M.  E.  Lemoine  a  signalé  la  dé- 
couverte d'un  remarquable  principe  général  concernanl  les  analogies  que  pré- 
sentent entre  elles  les  relations  métriques  entre  les  segments  el  les  angles  qu'on 
peut  déduire  géométriquement  d'un  triangle. 

L'auteur  se  propose  de  donner,  de  ce  principe,  un  énoncé  précis  el  une  dé- 
1 istration  entièrement  satisfaisante.  Il  reproduit,  en  la  complétant,  la  dé- 
monstration qu'il  avait  publiée  en  i8a3,  et,  abordant  ensuite  la  question  par 
une  voie  différente,  il  est  conduit  à  une  transformation  des  angles  el  descôtés 
qui  n'es!  pas  celle  de  M.  Lemoine,  mais  qui  en  a  toutes  les  proprii  t<  s. 

cVOcagne  (M.).  —  Construction  de  la  perspective  conique  d'une 
sphère,  (/j  {-46). 

Duporcq  [E.).  —  Deuxième  Concours  des  Nouvelles    [finales 
pour  1897.  (53-64)- 

(')  Voir   Bulletin,    t.   MIL.  p.    2o4;    t.    XIX,,    p.    117:    1.    XX„    p.     ,7    el   209; 
1    XXIII,,  p.  37. 
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Propriétés  diverses  de  la  cubique  équilatère  (cubique  gauche  dont  les  trois 
asymptotes  sont  deux  à  deux  rectangulaires)  et  du  tétraèdre  orthocentrique 
(tétraèdre  dont  les  arêtes  opposées  sont  orthogonales). 

Hurwitz  (-/•)•  —  Sur  les  formes  arithmétiques  linéaires  à  coeffi- 
cients réels  quelconques.  (64-74)-  (Traduct.  Laugel). 

Nouvelle  démonstration  d'un  théorème  énoncé  et  démontré  par  M.  Min- 
kowski  : 

Dans  n  formes  linéaires  homogènes  entières  à  n  variables,  à  coefficients  réels 
quelconques  et  de  déterminant  A  différent  de  zéro,  on  peut  toujours  donner 
aux  variables  des  valeurs  numériques  entières  qui  ne  soient  pas  toutes  nulles 
et  telles  que  chacune  des  formes  ait  une  valeur  absolue  inférieure  ou  égale 
a  y  abs.  A. 

Gallucci  (G.).  —  Sur  une  propriété  focale  des  coniques.  (-^--î)). 

Deux  tangentes  quelconques  d'une  conique  et  les  perpendiculaires  abaissées 
des  foyers  sur  ces  tangentes  touchent  une  autre  conique. 

Lémeray  (E.-M.).  —  Sur  la  convergence  des  substitutions  uni- 
formes. (70-80). 

Suite  à  l'article  sur  le  même  sujet  inséré  dans  le  précédent  Volume. 

Gravé  (D.).  —  Sur  les  expressions  dites  surpuissances.  (80-91). 

Dans  le  Mémoire  intitulé  De  formulis  exponentialibus  replicatis  {Acta 
Petrop.,  1777),  Ëuler  traite  le  problème  suivant  : 

«  Soient  les  relations  w,  (x)  —  ax,  o>2(x)  =  aa* ',  u,(x  )  =  aa°  ,  ....  où  «>o, 
trouver  la  limite  9.{x)  vers  laquelle  tend  ii)n(x).  » 

Comme  Euler  ne  démontre  pas  sa  solution,  d'ailleurs  complète,  l'auteur  s'est 
donué  pour  but  d'exposer  le-  résultats  d'Eulcr  avec  les  démonstrations  néces- 
saires. 

Fontené  (G.).  —  Sur  un  quadrangle  mobile.  (101-106). 

Duporcq  (E.).  —  Sur  l'hyperboloïde  oscillateur  à  une  surface 
réglée  le  long  d'une  génératrice.  (10G-1  1 1). 

Bioche  (C.).  —  Sur  une  certaine  surface  du  troisième  ordre  (111- 
1 10). 

Recherche  et  démonstration  de  certaines  particularités  de  la  surface  qui  a 
pour  équation 

l\_V  +  X  +  T)3-  X3-  ï        /.  -  Y  =  n. 

et  à  laquelle  Clcbsch  a  donné  le  nom  de  surface  diagonale. 
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d'Ocagne  {M.).  —  Sur  la  détermination  des  courbes  par  une 
équation  entre  les  distances  tangentielles  de  leurs  points  à  d<  s 
courbes  données.  (ii5-ii8). 

\a<  courbes  ici  étudiées  ont  pour  équation 

!'(/,.  I..  ■■    .  /„)       o, 

lt,  /,,  . . . ,  ln  désignant  les  distances  tangentielles  du  point  \  aux  courbes  f  M,  i. 

(M2) (M„). 

Ravut  (L.).  —  Remarques  sur  une  malricc.  (i  18-120). 

Soit  une  matrice  S  dont  la  sixième  puissance  égale  1.  Il  s'agil  de   prouver 
que  l'on  a,  pour  équation  identique  de  cette  matrice,  (S:—  i)(S:i — i)  =  o. 

H  eill  (E.).  —  Quelques  remarques  sur  le  théorème  d'Euler  con- 
cernant les  polyèdres.  (120-128). 

Théorème  d'Euler.  —  Polyèdres  eulériens  (c'est-à-dire  auxquels  le  théoi 

d'Euler  est  applicable.  —  Généralisation  du  théorème  d'Euler. 

Malo  (-E.).  —  Remarque  au  sujet  de  la  question  de  Concours  d<  s 
Nouvelles  Annales  en  1896.  (1  28-129). 

Interprétation  géométrique  des  racines  d'un  polynôme  R(jc)    du  quatrième 
degré. 

Grossetêle.  —  Agrégation  des  Sciences  mathématiques;  Concours 
de  1896.  Solution  de  la  question  de  Mathématiques  élémen- 
taires (i3o-i  37). 

Propriétés  de  sphères  orthogonales. 

Lagoutînsky^M.).  — Sur  une  intégrale  <1 i'un  problème  sur  l'équi- 
libre d'un  lil  flexible  et  iuextensible  (1  (9-i53). 

Nouvelle  exposition  de  résultais  déjà  obtenus  par  M.  •'..  Bourlet  et  par  M.  S. 
Saltykoff. 

Haton  de  la  Goupillière.  —  Notes  bibliographiques.    1 53-i55  . 

Additions  aux   Notes  bibliographiques  publiées  par  le  même  auteur,  sur  les 
-f n taies  sinusoïdes  (r"=  sinnO),  et  sur  l'astroïdc  \x:i -:- r>      1  '. 

ÉCOLI    CENTRALE   DES   A.R.TS  ET   MAKI  FACT1  RES.   —  CoWCOI  RS  DE  l  897 

(première  Session).  (177-179). 
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Deuxième  Concours  des  «  Nouvelles  Vwwales  »  poub  1898.  (197- 

201). 

Énoncé  fie  diverses  propriétés  de  six  points  doublés,  situés  dans  un  même 
plan  singulier,  appartenant  à  la  surface  appelée  tétraédroïde  (  transformée  ho- 
mographique  générale  de  la  surface  de  l'onde). 

Dedekind  (//.>.  —  Sur  les  équations  à  coefficients  rationnels. 
(201-204).  (Traduct.  Laugel). 

Godefroy.  —  Sur  les  intégrales  de  Fresnel.  (2o5-2oti  1. 

Détermination  de  ces  intégrales  eu  évitant  l'introduction  du  nombre  i. 

Piccioli  (//.).  —  Note  sur  les  géodésiques  du  cône.  (207-209). 

Nouvelle  démonstration  de  deux  propriétés  de  ces  lignes  :  le  long  d'une  géo- 
désique  du  cône,  le  rapport  des  deux  rayons  de  première  et  deuxième  courbure 

est  exprimé  par  une  fonction  linéaire  de  l'arc  de  la  même  ligne  (Enneper); 
ces  géodésiques  ont  les  plans  osculateurs  à  la  meute  distance  du  sommet 
(G.  Pirondini). 

Kuscow.  —  Sur  la  généralisation  des  Théorèmes  de  Guldin.  (soy- 
2 1 5  ) . 

Application  à  la  cubalure  de  la  vis  à  filet  carré  et  de  la  vis  à  filet  triangu- 
laire. 

Mangeot  (S.).  —  Sur  une  nouvelle  méthode  de  recherche  «les 
centres  dans  les  courbes  et  surfaces  algébriques.  (21 5-2  18). 

Fouyé  (E.).  —  Agrégation  des  Sciences  mathématiques  (1896  >. 
Solution  du  problème  de  Mécanique  rationnelle.  (23^-244)- 

Pirondini  (G.).  —  Projection  orthogonale  sur  une  surface  de  ré- 
volution. (246-266). 

Lacour  (E.).  —  Sur  la  surface  de  Tonde.  (266-272). 

Démonstration  analytique,  basée  sur  des  formes  particulières  de  l'équation 
de  la  surface  de  l'onde,  de  diverses  propriétés  de  cette  surface,  notamment  de 
ses  plans  tangents  singuliers,  des  plans  cycliques  du  cône  des  normales  en  un 
point  singulier,  et  de  la  possibilité  d'exprimer  les  coordonnées  d'un  point  de 
la  surface  de  l'onde  par  des  fonctions  elliptiques  de  deux  paramètres. 

Lacour  {E.)-  —  Relation  entre  les  axes  d'une  section  centrale 
d'un  ellipsoïde  et  la  dislance  du  centre  au  plan  tangent  en  l'un 
des  sommets  de  la  section.  (272-275  I. 


I 
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Définition  de  quatre  paramètres  spéciaux  qui  peuvent  servir  de  coordonnées 
pour  un  point  de  l'ellipsoïde. 

Candido  {G.).  —  Conséquence  d'un  théorème  sur  les  congruences 
pseudosphériques.  (273-'::  )• 

Laurent  (//.).  —  A  propos  de  la  définition  du  nombre.  (277-280). 

Réponse  à  une  critique  de  la  définition  du  nombre,  formulée  par  M.  J.  Tan- 
nery  dans  le  Bulletin,  1898  (p.  92),  au  cours  du  compte  rendu  de  l'Ouvrage 
de  M.  Laisant,  intitulé  La  Mathématique. 

Moreau  (C).  —  Sur  quelques  théorèmes  d'Arithmétique  (298- 
3o7). 

Propriétés  de  l'indicateur  et  de  l'indicateur  réduit,  avec  les  nombres  corres- 
pondant aux  diverses  valeurs  de  ce  dernier  de  1  à  100,  pour  les  nombres  au 
moins  jusqu'à  1000. 

de  Saint-Germain  (A.).  -  Sur  le  mouvement  d'une  barre  qui 
s'appuie  sur  deux  droites  dépolies  (3o7-3i  2). 

!.;,  discussion  complète  du  mouvement  d'une  barre  pesante  dont  les  extré- 
mités sont  assujetties  à  glisser  respectivement  sur  deux  droites  fixes,  rectan- 
gulaires, est  extrêmement  compliquée;  mais,  si  l'on  supposé  la  barre  homo- 
gène, non  pesante,  et  le  coefficient  de  frottement  identique  sur  les  deux  droites, 
la  discussion  devient  facile. 

n  =  00 

Padé  {IL).   —   Note   sur  la    formule   s\nx  =  x fj(1  —  T^ij' 

(3.2-3i4). 

Simplification  delà  démonstration  habituelle  de  la  formule  qui  donne  le  dé- 
veloppement en  produit  infini  de  sina;  pour  les  valeurs  réelles  de  X. 

cVOcagne  (M.).   —    Sur  les  raccordements  par  arcs  de  cercle. 
(3i4-3i7)- 

Publication  ,1e  résultats  obtenus  par  l'auteur  en  1884  et  que  M.  Mannheim  a 
rencontrés  d'une  autre  façon,  à  propos  de  la  construction  de  lanse  de  panier 
(Nouvelles  Annales,  p.  4°4  ;  l897)- 

Fontené  (G.).    —   Sur   un   système  remarquable  de   n   relations 
entre  deux  systèmes  de  n  quantités.  (3i;-.)28). 

Ripert  (L.).   —  Sur  la  discussion  de  l'équation  des  coniques. 
(329-33i). 

Tableau  nouveau   donnant  l'espèce  d'une  conique  el  sa   situation,  tant    par 
rapport  à  la  droite  de  l'inûni  qu'à  l'origine. 
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Concours  général  ije  1898.  (33 1). 

Concours  d'admissio  a  l'Ecoli:  Polytechnique  eu   1*98.  (332- 
333). 

Lacour  {E '.).  —  Représentation  géométrique  de  l'invariant  absolu 
et  des  covariants  d'une  forme  biquadratique.  |  34i-35i). 

Timerding  (  II.-E .).  —  Sur  une  certaine  famille  de  courbes  algé- 
briques. (35i-36-). 

Ces  courbes,  dites  courbes-puissances,  ont  deux  propriétés  caractéristiques  : 
Elles  sont  transformées  en  elles-mêmes   par  le  groupe  de  n-   homographie.-» 
particulières. 

Leur  hessienne  se  décompose  en  trois  droites,  les  côtés  du  triangle  de  réfé- 
rence A  comptés  (  n  —  2  )  fois. 

Iaggi  {E.).  —  Sur  les  fonctions  elliptiques  de  première  espèce. 
(36;-385). 

Cette  Note  a  pour  but  de  montrer  qu'on  pourrait  choisir,  comme  éléments 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  deux  fonctions  présentant,  par  leurs  pro- 
priétés analytiques,  une  analogie  complète  avec  les  fonctions  circulaires  sin.r 
et  cosa;,  en  sorte  que  cette  analogie  pourra  servir  d'indication  pour  les  re- 
cherches et  les  applications  ultérieures. 

Caspary    (E.).    —   Application   des    méthodes    de    Grassmann. 
Centre  de  gravité   d'un  quadrilatère  et  d'un  pentagone.  (389- 

4u). 

L'auteur  fait  connaître,  pour  chacun  de  ces  polygones,  cinq  constructions  du 
centre  de  gravité. 

Sintsof  (D.).  —  Sur  les  dérivées  d'une  fonction  algébrique.  ( \  1  1- 
4i3). 

Ripert  (L.).  —  Sur  la  discussion  de  l'équation  des  quadriques. 
(4i3-4ai). 

Par  analogie  avec  les  résultats  énumérés  dans  un  précédent  article  pour  les 
coniques,  l'auteur  donne  ici  les  tableaux  qui  font  connaître  l'espèce  cl  la 
situation  d'une  quadrique  représentée  par  une  équation  en  coordonnées  carté- 
siennes ou  en  coordonnées  tangentielles. 

Gallucci  (fi.).  —  Note  sur  le  deuxième  Concours  des  Nouvelles 
innales  pour  1898.  (422-423). 

Knonié    de    remarques    nouvelles   au   sujet   de    la   cubique  équilatère   et  du 

tétraèdre  orthocentrique. 
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Agrégation  des  Sciences  mathématiques.  —  Concours  de  1898. 

(  (a  \-\>f)- 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Normale  supérieure  er  1 898.  (  \-ï~- 
428). 

Concours  d'admission  a  l'Ecole  Centrale  des  Arts  et  Manu- 
factures en  1 898  (première  Session).  (428-430). 

Lacour  {E.).  —  Sur  la  surface  de  Steiner.  (  /\?>y-4i^  ')■ 

Représentation  de  la  snrfaec  sur  un  plan. 

Les  sections  planes  de  la  surface  ont  pour  images  des  coniques. 
L'image  de  la  section  par  un  plan  tangent  se  décompose   en  deux   droites. 
Kquation  langentielle. 
Plans  tangents  singuliers. 
Ligne  parabolique. 
Lignes  asymptotiques. 

Ripert  (£>•)■  —  Sur  l'application  du  principe  de  dualité  aux 
théorèmes  de  Géométrie  plane.  (  \  }6-46i). 

Premier  Concours  des  «  Nouvelles  Annales  »  pour  1899.  (485- 
488). 

Antomari  (A ".).  —  Sur  un  cas  particulier  de  la  transformation 
homographique.  (489-499)- 

Lacour  (E '.).  —  Réduction  à  la  forme  canonique  des  formules  qui 
donnent,  en  fonction  rationnelle  de  deux  paramètres,  les  coor- 
données d'un  point  de  la  surface  de  Steiner.  (  Î9g-5o3). 

Dumont.  —  Sur  une  des  formes  canoniques  de  l'équation  des 
surfaces  cubiques.  (5o3-ao~). 

Bally  (E.).  —  Évaluation  géométrique  de  l'ordre  de  la  surface 
réglée  définie  par  trois  directrices  d'ordres  m,  /i,  p.  (5o8-5 

Ferber.  —  L'intégration  par  l'itération  et  le  calcul  des  fonctions 

itératives.  (5oo,-5i  >.). 

du  Plessis  (P-)-  —  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique 
en  1898.  Composition  de  Mathématiques.  1  •  ■   -">  >.g  1. 
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Concours  d'admission  a  l'École  des  Arts  et  Manufactures  eis  i  898 
(deuxième  Session).  (52Q-53i). 

Lémeray  (E.-M.).  —  Sur  le  calcul  des  racines  des  équations  par 
approximations  successives.  (534-53q). 

Karagiannidès.  —  Sur  une  extension  d'une  formule  de 
M.  Léaulé.  (539-54  1). 

Bioche  (C).  —  Sur  les  coniques  qui  sont  les  projections  d'une 
cubique  gauche.  (54  1-546). 

Dumont.  —  Remarque  sur  l'application  de  la  logique  à  la  théorie 
des  régions.  (547-548). 

Correspondance.  —  M.  P. -II.  Schoute.  —  Sur  un  théorème  de 
M.  Gallucci.  (548-549). 

Certificats  d'études  supérieures  des  Facultés  des  Sciences. 

Le  journal  a  continué,  sous  ce  nouveau  litre,  l'annonce,  inaugurée  en  1896, 
des  questions  d'Analyse,  de  Mécanique  et  d'Astronomie,  proposées  aux  examens 
de  Licence  es  sciences  mathématiques  à  Paris  et  dans  la  plupart  des  Universités 
françaises.  Le  brevet  de  licence  est  aujourd'hui  remplacé  par  des  certificats 
d'études  supérieures. 

Les  sujets  de  composition  donnés  à  cette  occasion  en  juillet  el  novembre  1897 
et  en  juillet  1898  sont  mentionnés  dans  ce  Volume  avec,  des  indications  pour 
la  solution  de  quelques-uns.  (p.  106-176,   219-236,  4'^-'i7'J,  312-522,  5^9-571). 

Solutions  de  questions. 

Bally  (F .).  —  Lieux  de  foyers  de  sections  faites  dans  un  ellip- 
soïde de  révolution  et  dans  un  cylindre  parabolique  par  certains 
faisceaux  de  plans. 

Brand  {E.").  —  Centre  de  gravité  d'un  octaèdre  à  diagonales 
concourantes. 

Ferrari  [F.).  —  Propriété  des  segments  déterminés  sur  les  cùlés 
d'un  triangle  parles  droites  issues  des  sommets. 

Luisant  (C. -..].).   —  Notes  :   i"  Sur  le   théorème  de    Jerrard; 
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20  Sur  la  propriété  des  nombres  consécutifs  8  et  g  d'être  des 
puissances  exactes;  3°  Sur  une  propriété  des  coniques;  /,"  Sur 
une  propriété  de  l'ellipse  de  Cassini;  5°  Sur  la  définition  des 
tétraèdres  semblablement  situés;  6°  Sur  une  propriété  des  ra- 
cines d'une  certaine  équation;  y"  Sur  une  proposition  de  Sta- 
tique. 

Donon.  —  Ligne  orthoplique  de  deux,  coniques  confocales. 

Sondât  (P.).  —  Relation  entre  les  racines  d'une  équation  du  cin- 
quième degré. 

Dulimbert.  —  Propriété  du  parallélogramme. 
Unabonné.  —  Inégalités  algébriques. 

Retaliiy.)  et  Mannheim  (,!.).  —  Étude  d'une  certaine  transfor- 
mation quadratique  rationnelle  involutive. 

Lez  (//.).  _  Propriété  du  triangle  formé  par  les  perpendiculaires 
aux  côtés  d'un  triangle  donné  aux  points  où  il  sont  rencontrés 
par  une  transversale  quelconque. 

Buhl  (./.)  et  Franel  (J.).  -  Propriété  de  deux  séries,  d'être 
simultanément  divergentes. 

Destoux  (./.)•  —  Sur  une  certaine  relation  homographique  entre 
deux  variables  imaginaires. 

Lez  (IL).  —  Lieu  géométrique  relatif  à  une  ellipse  et  à  des 
cercles. 

Gardés.  —  Sur  l'astronomie  des  Sélénilcs. 

Lez  (//.).  _  Mode  de  génération  de  la  strophoïde  droite. 

Droz-Farny  {A.).  -  Notes  :  i°  Sur  une  propriété  des  coniques; 
a0  Sur  les  cercles  de  Joachimsthal  ;  3°  Sur  les  centres  el  foyers 
de  certaines  coniques  osculatriccs  à  une  circonférence  donnée 
en  un  point  donné. 
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Barisien    (E.-N.)  cl  Servais  (C).  —  Enveloppe  de  certaines 
coniques. 

En  résume,  une  trentaine  de  solutions,  quinze  questions  anciennes  réimpri- 
mées, vingt-six  questions  nouvelles  proposées,  et  une  liste  des  numéros  des 
questions  restées  sans  solution  au  3i  décembre  1898,  donnent  la  mesure  de 
l'importance  que  la  Rédaction  des  Nouvelles  Annales  a  fort  justement  continué 
d'attribuer  à  cette  partie  du  programme  de  ses  travaux. 

La  publication  de  ce  choix  des  plus  variés  de  questions,  s'ajoutant  à  celles  du 
certificat  d'études  supérieures,  témoigne  de  la  haute  valeur  des  études  mathé- 
matiques en  France  et  ne  peut  manquer  d'exercer  la  plus  heureuse  influence 
sur  le  développement  et  le  succès  de  leur  enseignement. 
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